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Die Arithmetik der Pythagoreer. I.

Von
B. L. v.p. WAERDEN in Laren, N.-Holland.

Constantin Carathéodory in Freundschaft und Verehrung
zum 70. Geburtstag gewidmet.

Die beliebtesten Quellen fiir die Arithmetik der Pythagoreer waren bisher
die populiren Schriften des Nikomachos von Gerasa und des Theon von Smyrna.
GewiB enthalten diese schr viel Interessantes, und das meiste daran wird wohl
auch auf die Pythagoreer zuriickgehen, aber der Gesamteindruck, den man
aus diesen Werken erhiilt, ist doch fiir einen Mathematiker nicht recht befrie-
digend. Nikomachos und Theon sind ja auch keine Mathematiker und schrei-
ben vor allem nicht fiir Mathematiker, sondern fiir Philosophen, die etwas
iiber Zahlen zu erfahren wiinschen, teils um Platon besser zu verstehen, teils
um daran neupythagoreische Spekulationen anzukniipfen, jedenfalls aber leicht

_faBlich und unterhaltend, um Gottes willen nicht mit schwerfilligen Be-
weisen versehen! So erziihlt denn Nikomachos iiber Dreieckszahlen, Qua-
dratzahlen, Polygonalzahlen, iiber Rechtecks- und Gnomonzahlen, iiber
IKubikzahlen und Balkenzahlen, itber Verhiiltnisse und ihre Klassifikation,
tiber Primzahlen, tiber geometrische Reihen, alles an tausend Beispielen er-
liutert, aber immer ohne Beweise, sogar ohne eine Andeutung der Gedanken-
giinge, die zu alledem fihren,

Aber die Pythagoreer verstanden unter paduara ein geordnetes System von
Siitzen mit Beweisen'), und die griBte und erste ‘von diesen Wissenschaften
war ihnen die Lehre von den Zahlen (Epinomis 990 C). Wie finden wir den Zu-
gung zu dieser Wissenschaft ?

Einen ersten Zugangsweg haben BEcker®) und REipEMEISTERS) angegeben.
Die Lehre vom Geraden und Ungeraden im 9. Buch der Elemente Euklids stellt
sich als ein éltestes Stiick pythagoreischer Wissenschaft heraus, das sich aus
dem Zusammenhang des 9. Buches leicht herauslésen liBt. Sie gipfelt in dem
Satz iiber die vollkommenen Zahlen, und mit ihr hiingt auch der Beweis der
Irrationalitiit der Quadratdiagonale zusammen, auf den Aristoteles mehrfach
anspielt und der als Anhang zum 10. Buche Euklids angefiigt ist (X 114a).

1) Rememeister, K.: Muthematik und Logik bei Plato. Leipzig 1943.

?) BECKER, O.: Dic Lehre vom Geraden und Ungeraden im Neunten Buch der
Euklidischen Elemente. Quellen und Studien z. Gesch. d. Math. B 8, 8. §33.

%) Reipemeisten, K.: Die Arithmetik der Griechen. Loipzig 1940, § 3.
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%) REDEMEISTER, K.: Die Arithmetik der Griechen. Leipzig 1940, § 3.
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Den zweitenWeghaben TANNERY?) und neuerdings wiederum REIDEMEISTERS)
gezeigt: er fithrt iiber die Musiklehre der Pythagoreer, die wir aus der Dar-
stellung des Ptolemaios und aus der Sectio canonis des Euklid kennen. In die--
ser Musiklehre werden némlich gewisse zahlentheoretische Sitze benutzt, die
wiederum andere S#tze aus den zahlentheoretischen Biichern VII und VIII
Euklids voraussetzen. Sehr zustatten kommt uns dabei, daB ein Beweis eines
solchen Satzes von Archytas von Taras uns durch Boethius iiberliefert ist.
Durch logische Analyse dieser Beweise kann man grofle Teile der genannten
Biicher als pythagoreisch erkennen. Eine Timaiosstelle fithrt zu weiteren Be-
ziehungen. Wir werden nun auf diesem Wege noch weiter fortschreiten und
durch Analyse der Biicher VII-IX tiefer in die Gedankenginge der Pythago-
reer einzudringen versuchen. Die Ergebnisse dieser Analyse sind folgende:

Buch VII ist die Grundlage der pythagoreischen Arithmetik. Es bildet ein
geschlossenes Ganzes von grofler Schonheit und ist von Euklid ohne nennens-
werte Anderung in die Elemente iibernommen. Nur die letzten drei Sitze
konnten einen spéteren Zusatz darstellen. Es enthilt die Theorie der Zahlen-
proportionen, die Lehre von der Teilbarkeit der ganzen Zahlen, vom gréBten
gemeinsamen Teiler, vom kleinsten gemeinsamen Vielfachen und von den teiler-
fremden Zahlen. Historisch ist das Buch aus der Bruchrechnung entstanden.
Weil die Eins unteilbar ist, hat man die Briiche nicht anerkennen wollen und sie
durch Zahlenverhiltnisse ersetzt; den gekiirzten Briichen entsprechen dabei
teilerfremde Zahlenpaare, das Kiirzen selbst fithrt auf den gro3ten gemeinsamen
Teiler, das Gleichnamigmachen auf das kleinste gemeinsame Vielfache, usw.

Buch VIII ist spéter als VII entstanden: es rithrt aller Wahrscheinlichkeit
nach von Archytas her. Es ist durch viele Wiederholungen, durch langwierige
Beweise und andere logische Unzulé‘mglic}ikeiten gekennzeichnet. Es handelt
von geometrischen Proportionen und geometrischen Mitteln, von Quadrat-
und Kubikzahlen und von endlichen ebenen und korperlichen Zahlen. Das
Hauptproblem des Buches ist: unter welchen Bedingungen lassen sich zwischen
zwei gegebenen Zahlen eine oder mehrere mittlere Proportionale einschalten ?
Das Problem hingt mit der Frage nach der Teilung musikalischer Intervalle
in gleiche Teilintervalle, aber auch mit der Wiirfelverdoppelung des Archytas
zusammen. Alle diese Zusammenhénge werden auch in der Epinomis hervor-
gehoben, die iiberhaupt stark unter dem Eindrucke des mathematischen Wer-
kes des Archytas steht. '

Die erste Hélfte des Buches IX beruht wiederum auf Buch VIII und ist
spéter entstanden, also nicht mehr pythagoreisch. Der letzte Teil, die Lehre
von Geraden und Ungeraden, ist aber, wie schon bemerkt, altpythagoreisch.

4) TaAnNNERY, P.t Un traité grec d’arithmétique antéﬁeur 4 Euclide. Mémoires

scientifiques 8, Nr. 83 (p. 244).
+ ) REIDEMEISTER, K.: Die Arithmetik der Griechen. Leipzig 1940, § 3.
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Dies ist in kurzen Worten der Inhalt des vorliegenden Teiles I. In einem:
anschlieBenden Teil II soll die Beziehung der pythagoreischen Zahlentheorie
zu der Lehre vom Irrationalen untersucht werden. Die Hauptquellen dafiir
sind der Platonische Dialog Theaitetos, das X.Buch Euklids und einige: Mit-
teilungen aus dem Papposkommentar dazu. Es handelt sich vor allem um die
Frage: Wie hat sich die im X. Buch dargestellte Lehre vom Irrationalen aus
der pythagoreischen Arithmetik, Logistik und Geometrie heraus entwickelt,
und welchen Anteil haben die Personen des Platonischen Dialoges, Theodoros
und Theaitetos, an dieser ‘Entwicklung?

ZeutHEN hat die Ansicht vertreten, eine Hauptleistung des Theaitetos sei
die exakte Begriindung der grundlegenden Sitze iiber Teilbarkeit der ganzen
Zahlen, die wir aus dem Buch VII kennen, und auf diese Leistung beziehe sich
das Lob, das der Theodoros im Dialog dem jungen Theaitetos spendet. Nun
haben wir aber gesehen, daB das ganze Buch VII pythagoreisch ist und zur
Zeit des Theaitetos schon fertig vorlag. Die Leistung des Theaitetos muB also
anders bestimmt werden. Durch Analyse des Dialoges und Vergleich mit dem
Anfang des Buches X kommen wir zur SchluBfolgerung, daB Theaitetos aller-
erst auf Grund von exakten Definitionen der Begriffe meBbar, quadriert me8-
bar, rational und irrational die Satze X 5, 6 und 9 bewiesen hat, welche diese
Begriffe zu dem des Zahlenverhiltnisses in Beziehung setzen und so die An-
wendung der Arithmetik auf die Lehre von den rationalen und irrationalen
GroBen ermoglichen. Auf Grund dieser Sitze und der ihm bekannten Arith-
metik des Buches VII hat er dann bewiesen: Die Seite eines Quadrates, dessen
Flache n-mal so grofl ist als die des Einheitsquadrates, ist nur dann meBbar,
wenn n eine Quadratzahl ist. Dieser Satz steht zwar nicht im Buch X, wird aber
im Dialog vom Theaitetos klar ausgesprochen.

Die Leistung des Theaitetos beschrénkt sich nicht auf diese grundlegenden
Begriffe und Sitze, sondern das ganze Buch X und das damit zusammen-
hiingende XIII mit den bewunderungswiirdigen Konstruktionen der reguliren
Korper sind Werke des Theaitetos, wie Eva SacHs nachgewiesen hat. Theaite-
tos erweist sich damit als hervorragender Geometer und als der grofite Al-
gebraiker des Altertums. Man kénnte ihn mit Galois vergleichen.

Die Beweise der Sitze X 9-10 muB Theaitetos anders gefiihrt haben als &n
der Darstellung des Euklid, da er die Proportionenlehre des Eudoxos noch
nicht hatte. Wir werden nachweisen, daB er eine éltere Definition der Pro-
portion benutzt hat, die auf der Wechselwegnahme (Antanairesis oder Ant-
hyphairesis) beruht. Die Wechselwegnahme ist ein aus der Arithmetik entlehntes
Verfahren: von zwei ungleichen GroBen wird die kleinere so oft als moglich
von der groferen weggenommen, mit dem Rest und der kleineren GréBe wird
in derselben Weise verfahren, usw. X 2 besagt: Wenn die Wechselwegnahme
ins Unendliche weitergeht, sind die beiden GréB8en inkommensurabel. X 3 be-

*9
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sagt: Wenn das Verfahren abbricht, sind sie kommensurabel. Bei Zahlen dient
die Wechselwegnahme bekanntlich zur Bestimmung des groBten gemeinsamen
Teilers. LaBt die kleinere Grifle sich n,-mal von der groBeren wegnehmen, der
Rest ny-mal von der kleineren usw., so ist die endliche oder unendliche Zahlen-
folge n,, ny, . . . fiir das Verhiltnis der beiden GréBen maBgebend: Haben die
GroBen a und b dieselbe Zahlenfolge (oder wie Aristoteles es ausdriickt: die-
selbe Wechselwegnahme) wie ¢ und d, so besteht die Proportion a¢:b =c: d.
Dies ist die Definition der Proportion, welche ,,die Alten* nach Alexander von
Aphrodisias zugrunde legten®). Wie O. BEckER?) gezeigt hat, kann man aus
dieser Definition eine Reihe von grundlegenden Eigenschaften der Proportion
leicht beweisen. Nur die Vertauschung der Mittelglieder einer Proportion be-
reitet Schwierigkeiten: sie wurde nach Aristoteles getrennt fiir Zahlen, Strek-
ken, Zeiten usw. bewiesen.

Der Satz iiber die Inkommensurabilitit der Quadratseiten, deren Quadrat-
flichen n-mal so grof sind als das Einheitsquadrat, wurde von Theaitetos zum
ersten Male allgemein bewiesen, aber nach dem Dialog hat Theodoros von
Kyrene diese Irrationalitit fiir die einzelnen Werte n =3, 5, ..., 17 nach-
géwiesen oder wenigstens ,,aufgezeigt’‘, indem-er jeden einzeln vornahm. In
welcher Weise er dabei vorgegangen ist, dariiber kann man nur Vermutungen
aufstellen: verschiedene Moglichkeiten sind von ZeuTHEN®) und ANDERHUB?)
angegeben worden. Wir werden, an ZEUTHEN ankniipfend, mit den Methoden
der geometrischen Algebra einen Beweis ausfithren, den Theodoros méglicher-
weise verwendet haben kann, ohne bebaupten zu wollen, da er wirklich so
verfahren ist.

Eines ist den von ZEUTHEN, von ANDERHUB und von mir aufgestellten Hypo-
thesen gemeinsam: die Herleitungen beruhen alle auf dem eben angefiihrten
Irrationalitatskriterium X 2. Wir kénnen daher mit grofer Wahrscheinlich-
keit annehmen, da Theodoros das Kriterium der unendlichen Wechselweg-
nahme gekannt und benutzt hat. Anders ist nimlich nicht einzusehen, warum
Theodoros jeden Wert einzeln vorgenommen und bei n = 17 haltgemacht hat.

Im letzten Teil III kommen wir auf die Beziehung der pythagoreischen
Mathematik zur babylonischen zu sprechen. Am klarsten wird diese Beziehung
nach NEuGEBAUER!?) durch einen Vergleich der babylonischen Algebra mit der
geometrischen Algebra der Griechen. Die Normalformen, auf welche die Baby-
lonier ihre algebraischen Probleme zuriickfithrten, sind die folgenden:

8) Alexandri Aphrodis in Aristotelis Topicorum S. 545 (Wallies).

7) BECKER, O.: Eudoxos-Studien I. Quellen u, Studien. Gesch. Math. B. 2, 8. 311.

8) ZeuTHEN, H. G.: Oversigt Danske Vidensk. Selsk. 1915, 8. 341.

?) ANDEREUB, J, H.: Joco-Seria aus den Papieren eines reisenden Kaufmanns, ge-
widmet den Freunden des Hauses Kalle & Co., Wiésbaden-Biebrich 1941.

19) NEUGEBAUER, O.: Studien zur antiken Algebra. Quellen u. Studien z. Gesoh. d.
Math. B. 8, S. 1 u. 245,
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A. Gleichungen mit einer Unbekannten.

- (A1) ax =b
(A 2) 22 =aq
(A 3) 22+ax=05b
(A 4) 2—axr=2"0
(A B) B =a
(A6) z22(x+1)=a

B. Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten.

(B 1) { rry=a

xy =25

(B2)'{ ey —}
r+y=a

(B 3) {x2+y2=b
r—y=a

(B 4) {x2+y2=b

Diese Normalformen sind durchaus typisch fiir die babylonische Algebra.
Die arabische Algebra z. B. kennt (A 6) und (B 1-4) nicht, sondern reduziert
alle Probleme auf Gleichungen mit einer Unbekannten. Es ist also ein voll-
giiltiger Beweis fiir die Beziehungen zwischen der babylonischen und der grie-
chischen Mathematik, da wir sdmtliche Probleme (A 1-5) und (B 1-4) in geo-
metrischer Formulierung bei den Griechen wiederfinden!!) und sogar Spuren
von (A 6) in den *Aptdpol wapapnxeninedor der griechischen populiren Arith-
metik?). Und auch die Losungen dieser Probleme sind nicht etwa geometrisch
gedacht, sondern sie sind wortliche Ubersetzungen der algebraischen Losungen,
wie die Keilschrifttexte sie geben, ins Geometrische!3). Nur insofern haben die
Griechen eine Vereinfachung erreicht, als sie di¢ Gleichungen (A 3-4) stindig
auf die ,,hyperbolische Flichenanpassung* (B 2) zuriickfiihren.

Der Grund, warum die Griechen die algebraischen Probleme und Losungen
der Babylonier ins Geometrische iibersetzen muBten, liegt in der Erkenntnis des
Irrationalen. Die Losung der Gleichungen in Zahlen, d. h. nach griechischen
Begriffen in rationalen Zahlen, ist nicht immer moglich, und mit einer nur ge-
niherten Losung haben die Griechen sich nicht begniigen wollen. Die geo-
metrische Losung aber ist exakt und allgemeingiiltig, und die geometrische
Algebra 148t sich auf beliebige, auch irrationale Strecken anwenden.

1) GanDz, S.: Ositis 3 (1938) S.405. ‘ ,

12) BECKER, O.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. B 4, S. 181.

13) NEUGEBAUER, O.: Studien zur antiken Algebra 111. Quellen u. Studien z. Gesch.
d. Math. B 8, S. 245.



132 B. L. V. 0. WAERDEN:

Die geometrische Formulierung und Losung der Probleme A 1 (parabolische
Flichenanlegung), B 1 (elliptische Flichenanlegung) und B 2 (hyperbolische
Flachenanlegung) ist nach Eudemos eine Erfindung der Pythagoreer. Sie sind
es also, die die babylonische Algebra den Griechen iibermittelt und dabei
geometrisch umgestaltet haben.

Auch fiir die populéire pythagoreische Arithmetik, die wir aus Theon und
Nikomachos kennen, lassen sich mehrere Beziehungen zur babylonischen Ma-
thematik nachweisen. Quadrat- und Kubikzahlen sowie spezielle Korperzahlen
_der Form n2(n + 1) oder n%(n — 1) spielen in beiden eine Rolle; Summations-
formeln fiir arithmetische und geometrische Reihen, fiir Quadrate und Kuben

haben die Babylonier wie die Griechen interessiert; der Platonische Néherungs-
bruch 7/5 fir /2 stimmt mit dem Wert 1%—3—
Man hat die traditionelle Zuschreibung des ,,Pythagoreischen Lehrsatzes‘
- an Pythagoras mehrfach in Zweifel gezogen, weil man sich nicht hat erkliren
konnen, wie die Erkenntnis dieses Satzes in einem so frithen Stadium der Wis-
senschaft moglich war. Jetzt aber, wo die Beziehung der altpythagoreischen
Mathematik zur babylonischen nachgewiesen ist und wo der Lehrsatz in den
Keilschrifttexten der Hammirapizeit aufgezeigt werden kann, verliert die Zu-
schreibung alles Verwunderliche. Die griechische Mathematik steht eben, wie
NEUGEBAUER sagt, nicht mehr am Anfang der Geschichte der Wissenschaft,
sondern etwa in der Mitte. Die Leistung der ersten griechischen Mathematiker
wie Thales, Pythagoras und die Pythagoreer ist nicht die Entdeckung der
Mathematik, sondern ihre Systematisierung und exakte Begriindung: Sie
haben aus einer verwirrenden Fiille von Rechenvorschriften eine exakte Wis-
senschaft gemacht.

Wir sehen hier in der Mathematik wie in der Astronomie, wie die Griechen
die wertvollsten Errungenschaften der Kultur des Zweistromlandes sich an-
_geeignet, dabei aber umgeformt und ausgebaut haben. Sie haben der alten
Wissenschaft ein eigenes, neues Geprége gegeben und sie zu vorher ungeahnter
Hohe weiterentwickelt. In der Astronomie sind die ionischen Naturphilosophen
die Vermittler der orientalischen Wissenschaft an die Hellenen, in der Mathe-
matik aber in erster Linie die Pythagoreer, angefangen mit Pythagoras selbst,
dessen Orientreisen gar nicht so unglaubwiirdig oder so schlecht belegt sind,
als man vielfach angenommen hat. '

der Keilschrifttexte iiberein.

§ 1. Die in der Musiktheorie gebrauchten arithmetischen Sitze.
In der Begriindung der pythagoreischen Musiktheorie, iiber die Ptolemaios
kurz berichtet!4) und die in der Sectio canonis des Euklid ausfiihrlich dargestellt
wird, werden folgende zwei zahlentheoretische Sitze benutzt: '

1) Klaudios Ptolemaios, Harmonielehre, ed. Diiring, Goteborg Arsskr. 1930, Buch I,
,Kap. 5-6. DazuB.L.v. p. WAErDEN, Harmonielehre d. Pythagoreer, Hermes 78 (1943).
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A. Wenn ein Zahlenverhdlinis'®), verdoppelt, ein Vielfaches bildet, so ist es
selbst vielfach.

B. Zu zwet Zahlen in einem iiberteiligen Verhaltnw konnen niemals mittlere
Proportionale, weder eine nock mehrere, gefunden werden.

Dabei sagt man, eine Zahl'®) ¢ steht zu einer Zahl b in einem vzelfachen Ver-
héltnis, wenn a ein Teil von b, d.h. b ein Vielfaches von a ist: a = b/n oder
b = na. In einem iiberteiligen Verhaltnis steht b zu a, wenn sie @ um einen Teil
von a iibertrifft, d. h. wenn b = a + a/n odera:b = n: (n 4 1) ist. Die Ver-
dopplung eines Verhiltnisses schlieBlich ist durch die 9. Definition des V. Bu-
ches der Elemente Euklids erklért:

V Def. 9. Wenn drei Gréfen in stetiger Proportion stehen, so sagt man von der
ersten, daf sie zur dritten zweimal im Verhdltnis stehe wie zur zweiten.

Die Verdopplung eines Verhltnisses entspricht offenbar der Multiplikation
eines Bruches mit sich selbst; denn wenn a:b = b: ¢, 8o ist '

a_a b _ (e
c b ¢ \b

Die Griechen haben diese Multiplikation von Briichen natiirlich genau so gut
gekannt wie wir: Sie ist in kaufménnischen und technischen Rechnungen un-
entbehrlich und wird auch in der altigyptischen Rechentechnik, die die Grie-
chen kannten, immerfort geiibtl?).

Der Ausdruck ,,verdoppeltes Verhaltnis* stammt, wie schon TANNERY be-
merkt hat, aus der Musiklehre. Wenn namlich zwei gleiche Teilintervalle 4, B
und B, C zu einem groBeren Intervall A, C vereinigt werden (4, B, C stellen
Téne dar), so ist es ganz natiirlich, von Verdopplung des Intervalles A, B zu
sprechen. Da aber die Intervalle nach der pythagoreischen Lehre durch Zahlen-
verhéltnisse dargestellt werden, so hat man den Begriff Verdopplung in der
angegebenen Weise auf Zahlenverhiltnisse iibertragen. Ubertragt man in der-
selben Weise den Begriff der Zusammensetzung von ungleichen Intervallen,
s0 kommt man auf die Zusammensetzung von zwei Verhéltnissen a:bund b: ¢
zu einem Verhiltnis a:c. Dieser Begriff des ,,zusammengesetzten Verhélt-

15) Tm Text der Sectio canonis heiBt es: ein Intervall.
18) Unter ,,Zahl* verstehen wir hier wie die Griechen immer eine ganze Zahl. Wir

bezeichnen durch Z den Bruch oder Quotienten im heutigen Sinne und im Sinne der

griechischen Logistik, durch a:b dagegen das Verhiltnis von a zu b im Sinne der
griechischen Arithmetik und der Proportionenlehre. a:b ist also keine Zahl, auch
keine gebrochene, sondern nur ein mogliches Glied in einer Proportion a:b = c¢:d,
wobei die Proportion entweder nach Euklid V Def. 5 oder nach VII Def. 20 erklart
werden kann.

17) Siehe VoGEL, K.: Beitriige zur griechischen Logistik I. S.-B.Bayer. Akad. Miin-
chen 1936, S. 367. Zu der dort genannten Literatur iiber dgyptische Bruchrechnung
léox:x;;nt Iﬁfch VAN DER WAERDEN, B. L.: Quellen u. Studien z. Gesch. d.Math. B 4,

9, hinzu.
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nisses‘‘ (ouyxeipevog Abyoc) wird in Euklid VI 23 und VIII 5 benutzt; seine
Eindeutigkeit ist durch V 22 gesichert.

Nachdem so die Bedeutung der Sitze 4 und B geklirt ist, fragen wir, wie
die Pythagoreer diese Sitze bewiesen haben. Fiir Satz B ist ein Beweis des
Archytas tiberliefert!8), der, wie TANNERY*®) nachgewiesen hat, in allen wesent-
lichen Punkten mit dem Beweis der Sectio canonis iibereinstimmt. Der Beweis
des Archytas verlduft so: ‘

»Bs sei A, B das gegebene iiberteilige Verhéltnis. Die kleinsten Zahlen in
diesem Verhéltnis seien C, DE. Da nun also C, DE die kleinsten in diesem
Verhiltnis und iiberteilig sind, so iibertrifft DE die Zahl C um einen Teil von
sich selbst und von ihr. Es sei D der UberschuB. Ich behaupte, daB D keine
Zahl ist, sondern die Einheit. Denn wenn D eine Zahl ist und ein Teil von DE,
so mift die Zahl D die Zahl DE, also miBt sie £. Das heilt, sie miBt auch C.
Somit miflt die Zahl D die beiden Zahlen C und D E, was unmoglich ist. Denn
die kleinsten Zahlen, die dasselbe Verhaltnis haben wie andere Zahlen, sind
zueinander prim. Also ist D eine Einheit. Also iibersteigt DE die Zahl C um
eine Einheit. Daher kann es keine mittlere Zah] geben, die mit ihnen gleiche
Verhiltnisse bildet. Deshalb kann es auch zwischen denen, die dasselbe Ver-
haltnis haben wie sie, keine mittlere Zahl geben, die mit ihnen gleiche Ver-
haltnisse bildet.*

Die Bezeichnung der Zahlen in diesem Beweis durch je einen Buchstaben
und der Summe D + E durch D E weicht ganz ab von dem, was wir aus Euklid
und der spiteren Literatur gewohnt sind. Es ist daher anzunehmen, daB.der
Beweis wirklich alt ist. Dafiir spricht auch die inhaltliche Ubereinstimmung
mit dem Beweis in der Sectio canonis. — Der Beweis beruht auf den folgenden
Satzen der Elemente Euklids:

VII 22. Die kleinsten unter den Zahlen, die dasselbe Verhdltnis haben wie sie,
sind gegeneinander prim.

VIII 8. Wenn sich zwischen zwei Zahlen Zahlen in stetiger Proportion ein-
schalten lassen, dann lassen sich ebenso viele Zahlen wie zwischen jene auch zwi-
schen solche Zahlen, die dasselbe Verhdltnis haben, in stetiger Proportion ein-
schalten. T

Satz A aber wird in der Sectio bewiesen unter Berufung auf den folgenden,
im Grunde mit Satz A gleichwertigen Satz der Elemente:

VIII 7. Hat man beliebig viele Zahlen in geometrischer Reihe und mift die erste
dabei die letzte, dann muf sie auch die zweite messen.

Wir schlieBen daraus, daB die Satze VII 22, VIII 7 und VIII 8 zur Zeit des
Archytas bekannt waren. Dabei sind VIII 7 und 8 keineswegs selbstverstind-
lich. Die Tatsache, daB Archytas alle anderen Schritte seines Beweises mit

1) BoeTH1Us: De institutione musica, ed. Friedlein (Leipzig 1867) S. 285.
19) TANNERY: Mém. Scient. ITI, 8. 247.
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peinlicher Sorgfalt ausfiithrt, VII 22 und VIII 8 aber einfach als bekannt vor-
aussetzt, deutet darauf hin, daB es zu seiner Zeit schon so etwas wie Elemente
der Arithmetik gegeben hat, in denen diese Sidtze vorkamen. Dieser Aunsicht
ist auch TANNERY.

Wir konnen diese SchluBfolgerung noch in anderer Weisé bestitigen und ver-
tiefen. Die Pythagoreer haben sich nach dem einstimmigen Zeugnis von Plato,
Aristoteles und allen spiteren aufs intensivste mit den mathematischen Wis-
senschaften: Arithmetik, Musik, Geometrie und Astronomie befafit. Das Merk-
mal der pythagoreischen padnpata, durch das sie sich von anderen Kennt-
nissen und Kiinsten unterscheiden, war aber der logische Aufbau, die Gliede-
rung in Sétzen und Beweisen. Wir finden diese logische Struktur bereits in
voller Reife in dem #ltesten uns zugéinglichen Stiick Mathematik, der Mond-
chenquadratur des Hippokrates??). Denn daB Eudemos diese kunstvollen Be-
weise nachtréglich hinzugefiigt hat, ist vllig ausgeschlossen®!). Wir erfahren
von Eudemos, dafl die Pythagoreer den Satz von der Winkelsumme im Dreieck
so und so bewiesen haben, ja sogar Thales soll nach Eudemos bei Proklos seine
Séatze nicht nur gefunden, sondern bewiesen haben??). Ob das nun richtig ist
oder nicht, jedenfalls beweist es, daf auch fiir Eudemos die &dltesten ihm zu-
ginglichen mathematischen Schriften bereits mit Beweisen versehen waren.
Es ist also unbedingt anzunehmen, daB die Pythagoreer ihre arithmetischen
Sétze, insbesondere die zur Begriindung ihrer Musiktheorie notwendigen Sitze
VII 22, VIII 7 und VIII 8 nicht nur formuliert, sondern auch bewiesen haben.

Das achte Buch und der Anfang des neunten handeln von geometrischen
Reihen und geometrischen Mitteln, von ebenen und korperlichen Zahlen, von
Quadrat- und Kubikzahlen. Diese Gegenstinde gelten aus guten Griinden all-
gemein als pythagoreisch. Besonders zu erwithnen sind die Satze VIII 18 und 19
und ihre Spezialfille VIII 11 und 12, die besagen, daB man zwischen zwei &hn-
lichen ebenen Zahlen, speziell zwischen zwei Quadratzahlen, eine mittlere Pro-
portionale, und ebenso zwischen zwei éhnliche kérperliche Zahlen (speziell zwei
Kubikzahlen) zwei mittlere Proportionale einschalten kann. Im Platonischen
Timaios 31 B 4 und 32 A 7 wird auf diese Sdtze angespielt; sie sind also vor-
platonisch und, da Plato sie dem Pythagoreer Timaios in den Mund legt,
sicherlich pythagoreisch. '

Die Verallgemeinerung liegt nahe, daB die pythagoreische Arithmetik sich
nicht auf diese zufillig tiberlieferten Sidtze beschridnkt hat, sondern dal die
ganzen Biicher VII-VIII pythagoreisches Gedankengut darstellen. Wir wollen
aber in unseren Schliissen: vorsichtig sein, da ZEUTHEN, dieser vorziigliche Ken-

20) Siehe BECKER, O.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. B 3, S. 411, sowie die
dort zitierte Literatur.

1) Nach den von ihm erhaltenen Fragmenten macht Eudemos den Eindruck eines
etwas langweiligen, mittelmagfigen Schulphilosophen.

22} Proklos in®Euklid I, S. 157 ,,.
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ner der griechischen Geometrie, anderer Meinung war und wesentliche Teile
des VII. Buches dem Theaitetos zuschreiben wollte. Wir gehen daher so vor,
daB wir von den bereits als pythagoreisch gesicherten Sitzen VIII 7-8 und
VIIT 1112 ausgehen und Schritt fiir Schritt riickwirts schlieBend die pytha-
goreische Arithmetik rekonstruieren. Dieses Verfahren hat auch noch den Vor-
zug, daB wir nicht nur vereinzelte Sidtze, sondern ganze Beweiszusammen-
héinge betrachten und so in die Gedankenginge der Pythagoreer selbst ein-
dringen.

§ 2. Zergliederung der Beweise der Sitze VIIL 7, 8, 11, 12.

Wir gehen so vor, daB wir von jedem der genannten Sitze einen Stammbaum
aufstellen, in den alle die vorangehenden Séitze aufgenommen werden, die zu
ihrem Beweis unbedingt gebraucht werden.

Am einfachsten ist der Stammbaum der Sitze VIIT 11-12. Sie heiflen:

VIII 11. Zwischen zwei Quadratzahlen gibt es eine mittlere Proportionalzahl;
und die Quadratzahl steht zur Quadratzahl zweimal im Verhdltnis wie die Seite zur
Seite.

VIII 12. Zwischen zwei Kubikzahlen gibt es zwei mittlere Proportionalzahlen;
und die Kubikzahl steht zur Kubikzahl dreimal im Verhdlinis wie die Seite
zur Seite.

Die mit ,,und* beginnenden Zusitze lasse ich auBer Betracht, da sie nicht
aus dem Timaios belegbar sind (obwohl man auf Grund der Wiirfelverdopplung
des Archytas schliefen konnte, dal Archytas sie gekannt hat).

VIII 11 wird nun so bewiesen: a2 und b2 seien die gegebenen Quadratzahlen,
dann ist die Rechteckszahl e b die gesuchte mittlere Proportionale. Denn es ist
a?:ab =a:b = ab:b% Der Beweis von VIII 12 ist ganz analog.

Der einzige Satz, der beim Beweis benutzt wird, aber auch notwendigerweise
benutzt werden muB, ist VII 17 (bzw. der damit dquivalente VII 18):

VII 17. Wenn irgendwelche Zahlen enistehen, indem eine Zahl zwei Zahlen
vervielfdltigt, dann miissen die Ergebnisse dasselbe Verhdltnis haben wie die Zah-
len, die vervielfdltigt werden. .

Damit ist der Stammbaum der Sitze VIIT 1112 bereits fertig, denn VII 17
gebort zu den grundlegenden Sitzen iiber Proportionen, die am Anfang des
siebenten Buches direkt aus der Definition der Proportion hergeleitet werden.
Der Stammbaum sieht einfach so aus:

I VII 17-18. ab:ac=b:c 1
i : [
V111 11. Zwischen zwei Quadrat- VIII 12. Zwischen zwei Kubik- |
zahlen gibt es eine mittlere Pro- zahlen gibt es zwei mittlere Pro-
portionale. -portignale. g
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Wir kommen nun zu den Sétzen VIII 7 und 8, deren Formulierung in § 1
schon gegeben wurde. Der Spezialfall von VIII 7, der in der Musiktheorie Ver-
_ wendung findet, hieB: Hat man drei Zahlen in geometrischer Proportion und
mift die erste die dritte, so muf sie auch die zweite messen. Der einfachste Beweis
mit klassischen Mitteln verlduft so: Die kleinsten Zahlen, die sich wie die drei
gegebenen a, b, ¢ verhalten, seien o', ', ¢/. Dann sind @’ und ¢’ relativ prim
(VIII 3), und weil ¢ ein Vielfaches von a war, ist ¢’ ein Vielfaches von a’ (Def.
der Proportion); also mufl a’ = 1 sein. Somit ist b’ ein Vielfaches von a’ und
-daher auch b ein Vielfaches von a.

Genau so geht auch Euklid vor, nur ist die Formulierung umsténdlicher.
VIII 7 wird zunichst auf VIII 6 zuriickgefﬁhrt, der dasselbe besagt wie VIII 7,
aber ins Negative gewendet:

VIII 6. Hat man beliebig viele Zahlen in geometrischer Reihe und miBt dabei
die erste die zweite nicht, dann kann auch sonst keine irgendeine (spdtere) messen.

Diese umsténdliche Formulierung ist ein Zeichen fiir die Altertiimlichkeit
des Beweises. Hitte man VIII 7 urspriinglich anders bewiesen und die Beweise
spéter iiberarbeitét, so hitte man wohl den einfachsten Weg gewéhlt. Ich
nehme also an, daB die Pythagoreer dasselbe Beweisverfahren verwendet
haben, und kann ihnen daher die folgenden beim Beweis von VIII 6 verwen-
deten Sitze zuschreiben:

VII 33. Zu beliebig vielen gegebenen Zahlen die kleinster von denen zu finden,
die dasselbe Verhdltnis haben wie sie. .
VIII 3. Hat man beliebig viele Zahlen in geometrischer Reihe, die kleinsten
unter denen, die dasselbe Verhilinis haben wie sie, dann sind die dupferen Glieder

gegeneinander prim,

Eine Bestitigung finden wir darin, daB der Beweis von VIII 8 bei Euklid
#hnlich anfingt und ebenfalls die Sétze VII 33 und VIII 3 verwendet. Der
Beweis von VIII 8 fingt damit an, daB zunichst folgende Teilaussage bewie-
sen wird, die iibrigens zum Beweis des Satzes B bereits hinreicht:

VIII 8. Zwischen die kleinsten Zahlen, die dasselbe Verhdltnis haben wie zwei
gegebene Zahlen a und ¢, kann man ebenso viele mittlere Proportionale einschalten
wie zwischen a und c.

Beweis: Es sei etwa b eine mittlere Proportionale zwischen @ und ¢. Die
kleinsten Zahlen, die sich wie a, b, ¢ verhalten, seien a’, &', ¢’ (VII 33). Dann
sind o’ und ¢’ relativ prim (VIII 3), also sind ¢’ und ¢ die kleinsten Zahlen im
Verhiltnis a: ¢ (VII 21): Somit 148¢ sich zwischen diese klemsten Zahlen eine
mittlere Proportionale einschalten.

Der Beweis bei Euklid ist etwas umsténdlicher, benutzt aber genau dieselben
Satze VII 33, VIII 3 und VII 21. Damit sind diese Sitze als pythagoreisch
nachgewiesen. Verfolgen wir ihren Stammbaum weiter!

Zum Beweis von VII 33 konnte man wohl am einfachsten so vorgehen:
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Wenn es kleinere Zahlen im Verhéltnis der gegebenen gibt, so nehme man diese
an ihre Stelle und fahre so fort, bis man die kleinsten gefunden hat. Jedoch
war ein solcher reiner Existenzbeweis anscheinend dem Denken der antiken
Zahlentheoretiker fremd. Auch wird niemand in der Praxis, wenn er ein Ver-
héltnis auf kleinste Glieder zu bringen hat, so verfahren, daB er alle mog-
lichen kleineren Zahlen durchmustert, die dasselbe Verhiltnis haben wie die
gegebenen, sondern man wird so vorgehen wie Euklid, indem man zuerst das
grofite gemeinsame MafBl der gegebenen Zahlen bestimmt. So fithrt VII 33
zuriick auf

VII 3. Zu dret gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind, ihr groftes
gemeinsames Maf zu finden.

Diese Aufgabe wird naturgemdB gelést durch Zuriickfithrung auf die ent-
sprechende fiir zwei Zahlen:

VII 2. Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind, thr groftes
gemeinsames Maf zu finden.

Zur Losung dieser Aufgabe dient der beriihmte-,,Euklidische Algorithmus*.

Daf} dieser Algorithmus unseren Pythagoreern bekannt gewesen sein muB,
kann man auch noch auf anderem Wege belegen. Die Siatze X 2-3 enthalten
némlich ein Verfahren zur Entscheidung, ob zwei GroBen kommensurabel sind ,.
welches darin besteht, daBl abwechselnd immer die kleinere von der gréBeren
weggenommen wird. Bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab,
so sind die Groflen kommensurabel, sonst nicht.

Es wird jedem Mathematiker einleuchten, daB dieses Verfahren der ,,Wech-
selwegnahme* seinen eigentlichen Ursprung nicht in der Theorie der Irratio-
nalitéten, sondern in der Zahlentheorie hat. Das urspriingliche, sich von selbst
bietende Problem ist: Wie findet man den groBten gemeinsamen Teiler zweier
Zahlen ? und nicht: Wie findet man das groBite gemeinsame MaB zweier Strek-
ken, falls es ein solches gibt.

Nun zur Analyse von VIII 3! Die zunéchst gar nicht evidente Behauptung-
VIII 3 wird sofort klar, wenn man sich iiberlegt, wie man kleinste Zahlen in
geometrischer Reihe in gegebenem Verhiltnis tatsichlich finden kann. Das.
Verfahren ist im Beweise von, VIII 2 angegeben: Es sei a: b das gegebene Ver-
haltnis. Man multipliziere beide Zahlen a, b mit & und multipliziere auch noch
b mit sich selbst. So erhilt man drei Zahlen a2, ab, b2 in geometrischer Reihe.
Um vier Zahlen zu erhalten, multipliziere man die drei gefundenen wieder mit.
a und die letzte, 2, auch noch mit b. So erhilt man vier Zahlen a3, a2b, ab?,
b usw.

DaB dieses Verfahren tatsichlich von den Pythagoreern angewandt wurde,
dafiir haben wir zwei weitere Belege: Erstens das Vorkommen desselben Ver-
fahrens bei Nikomachos von Gerasa, der nirgends aus Euklid schopft und
,auch sonst viel Altpythagoreisches iiberliefert, zweitens die Beziehung zu den
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Sétzen VIII 11-12, die wir oben auf Grund des Timaios direkt als pythagoreisch
nachgewiesen haben. Denn daB} a2, ab, b2 bzw. a3, a2b, ab? und b je eine geo-
metrische Proportion bilden, das ist gerade der wesentliche Inhalt der Sitze
VIII 11-12. Wir sind also bei unserer Analyse der Gedankenginge der alten
Arithmetiker nicht vom richtigen Wege abgeirrt.

Zur Vervollstandigung des Beweises von VIII 3 ist noch zu zeigen, daf die
duBersten Glieder a? und b2 bzw. a® und b2 zueinander prim und die gefundenen
Zahlen a2, ab und b2 bzw. a3, a2b, ab? und b3 tatsichlich die kleinsten in den
gegebenen Verhiltnissen sind. Die letzte Behauptung folgt aus der ersten auf
‘Grund des schon frither beim Beweis von VIII 8 benutzten Satzes:

VII 21. Zahlen, die gegeneinander prim sind, sind unter denen, die dasselbe
Verhdlinis haben wie sie, die kleinsten.

Daf} aber a? zu b2 und a® zu b prim ist, folgt aus

VII 27. Sind zwei Zahlen gegeneinander prim und bildet jede der beiden, indem
.ste sich selbst vervielfdltigt, eine weitere, so miissen die Ergebnisse gegeneinander
prim sein; und wenn die urspriinglichen Zahlen, indem sie die Ergebnisse ver-
pielfdltigen, weitere bilden, so miissen auch diese gegeneinander prim sein.

VII 27 ist fiir die ganze Arithmetik der geometrischen Reihen und der mitt-
leren Proportionalen fundamental. Um die Benutzung dieses Satzes kommt
man auf keinen Fall herum, wie man auch den Beweis der Siatze VIII 7-8 in
Angriff nehmen moge. Die vorhin schon besprochene Losung der Aufgabe
VIII 2: Kleinste Zahlen in geomeirischer Reihe in gegebenen Verhdlinissen zu
finden, so viele verlangt werden, beruht ausschlieSlich auf VII 27 und auf den
einfachsten Eigenschaften der Produkte und Proportionen. VII 27 muf also
unbedingt den Pythagoreern bekannt gewesen sein.

An dieser Stelle konnte man den Einwand machen, da8 die Pythagoreer viel-
leicht Sidtze wie VII 21 und 27 urspriinglich als selbstversténdlich betrachtet
haben, und daB erst spiter, etwa in nachplatonischer Zeit, als an die Strenge
der Beweise hohere Anspriiche gestellt wurden, diese Satze ausdriicklich formu-
liert und bewiesen worden sind. Darauf ist folgendes zu erwidern: Bereits in

sehr viel fritherer Zeit- waren gerade in der pythagoreischen Mathematik die
Anspriiche an die Strenge des Beweises sehr hoch. Das sehen wir etwa an der
Lehre vom Geraden und Ungeraden im IX. Buch der Elemente, die BECKER®)
und REiDEMEISTER?) als sehr alt nachgewiesen haben. Sitze wie IX 21-29 sind
jedem Rechner selbstverstindlich, werden aber ausdriicklich formuliert und
bewiesen. IX 30-32 sind mindestens ebenso einleuchtend wie VII 21 und 27,
werden aber peinlich exakt aus noch einfacheren Tatsachen hergeleitet. In dem
Beweis des Archytas, den wir in § 1 dargestellt haben, wird die genaue Aus-
‘fithrung aller einzelnen Beweisschritte sogar bis zur Pedanterie iibertrieben.

!
28) BECKER, OQ.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. 3, 533 (1936). .
24) REIDEMEISTER, K.: Die Arithmetik der Griechen (1939) § 3..
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In dem Hippokrates-Fragment iiber die Quadratur der Mondchen werden Un-
gleichungen, die man ohne weiteres aus einer Figur hitte entnehmen konnen,
auf das sorgfaltigste bewiesen. Aus alledem schlieBen wir, da8 die Pythagoreer
die Sétze VII 21 und 27 ausdriicklich formuliert und bewiesen haben miissen.

Euklid beweist VII 27 durch wiederholte Anwendung (iiber die Mittelglieder
VII 25-26) aus:

VII 24. Sind zwei Zahlen gegen irgendeine Zahl prim, so muB auch ihr Pro-
dukt gegen dieselbe prim sein.

Heute wiirde man VII 24 etwa so beweisen: Sind a und b gegen ¢ prim, und
ist p irgendeine Primzahl, die in der Faktorzerlegung von ¢ vorkommt, so geht p
weder in @ noch in b auf. Unter Berufung auf die eindeutige Primfaktor-
zerlegung oder auf VII 30: ,,Wenn eine Primzahl ein Produkt mipt, so muf sie
etnen der Faktoren messen‘ folgt dann, daB p auch nicht in ab aufgeht. Also
haben ab und ¢ keinen Primfaktor gemeinsam, also sind sie teilerfremd.

Es wiére nun an sich denkbar, daB die Alten urspriinglich ebenso geschlossen
hétten wie wir und dabei die eindeutige Primfaktorzerlegung oder den Satz
VII 30 zunéchst als selbstverstindlich angenommen und erst spéter den Be-
weis hinzugefiigt hitten. Wenn das so wiire, so miite man erwarten, da8 die
jetzige Fassung des VII. Buches, der alten Tradition moglichst weit folgend,
VII 24 aus VII 30 und 31 gefolgert hitte, was ohne weiteres moglich gewesen
wire. Aber VII 30 kommt erst 6 Satze spiter, und VII 24 wird durch einen
ganz kurzen Beweis direkt aus VII 19-21 gefolgert. Wir schliefen daraus, daB
bereits die Pythagoreer in ihrem Aufbau nicht etwa von der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung (die im ganzen Buch VII nicht vorkommt) ausgegangen sind,
sondern daB sie VII 24, so wie es im Text steht, aus VII 19-21 gefolgert haben.
Der Beweis verlauft so:

Wairen ¢ und ab nicht prim gegeneinander, so miifite eine Zahl ¢ und ab
messen. Dies geschehe, die Zahl sei e. Da ¢ und a gegeneinander prim sind, e
. aber in c¢ aufgeht, so wiiren ¢ und a gegeneinander prim. Da e auch ab miBt,
kann man ab = ef setzen. Daraus folgt e: a = b: f (VII 19). Die Zahlen ¢ und
a wiren, weil gegeneinander prim, auch die kleinsten im Verhaltnis b: f (VII
21), also messen sie die Zahlen b, f gleich oft (VII 20), das Vorderglied das Vor-
derglied und das Hinterglied das Hinterglied. e miBe also 4. Nun soll e aber
auch ¢ messen. e m#Be also b und ¢, wihrend sie gegeneinander prim sind; dies
ist unméglich.

Ist dieser Beweis nicht wunderbar ? Er beruht auf

VII 19. Stehen vier Zahlen in Proportion, dann muf das Produkt aus der
ersten und vierten dem Produkt aus der zweiten und dritten gleich sein; und wenn
das Produkt aus der ersten und vierten Zahl dem aus der zweiten und dritten
gleich ist, dann miissen die vier Zahlen in Proportion stehen.

,VII 20. Die kleinsten unter den Zahlen, die dasselbe Verhiltnis haben wie ste,
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messen Zahlen, die-dasselbe Verhdltnis haben, gleich oft, die grifere die griBere
und die kleinere die kleinere.

VII 21. Zahlen, die gegeneinander prim sind, sind unter denen, die dasselbe Ver-
hiltnis haben wie sie, die kleinsten.

DaB VII 20-21 notwendige Bestandteile der pythagoreischen Zahlentheorie
sind, ergibt sich auch noch auf einem zweiten Wege. Wir haben néimlich oben
schon VII 21 als notwendig zum Beweise von VIII 8’ erkannt. VII 21 beruht
aber seinerseits auf VII 20; der Beweis liegt unmittelbar auf der Hand: Sind
a, b relativ prim und sind ¢, d die kleinsten Zahlen im gleichen Verhiltnis, so
ist nach VII 20 ¢ = ncund & = nd; da aber a und b relativ prim waren, mufl
n =1 sein.

VII 20 ist also der zentrale Satz, aus dem die ganze Lehre von den relativ
primen Zahlen entspringt. Das urspriingliche Interesse an diesem Satz wird ver-
stindlich, wenn man annimmt, daB die im VII. Buche dargestellte Propor-
tionenlehre aus der Bruchrechnung hervorgegangen ist, daB also die Zahlen-
verhiltnisse gewissermalen getarnte Briiche sind?). VII 20-21 beziehen sich
dann auf gekiirzte Briiche, wo Zihler und Nenner teilerfremd sind: VII 21
besagt, daB Zihler und Nenner eines solchen Bruches eindeutig bestimmt sind,
und VII 20 gibt an, in welcher Beziehung die ungekiirzten Darstellungen eines
Bruches zu der gekiirzten stehen.

VII 19 ist ein unentbehrlicher Bestandteil einer jeden Proportionenlehre.
Sein Beweis fuBt auf den beiden gleichwertigen Satzen VII 17-18, die bereits
im Stammbaum von VIII 11 und 12 vorkamen.

Die drei eben genannten Sdtze VII 17-19 sind die letzten einer Reihe von
formalen Satzen VII 11-19, die das Rechnen mit Proportionen und Produkten
beherrschen und auf denen auch die Beweise von VII 20 und allen folgenden
Satzen beruhen. VII 15 ist ein Hilfssatz zum Beweis des kommutativen Ge-
setzes der Multiplikation VII 16. Diese beiden Sitze konnten eventuell in der
urspriinglichen Theorie gefehlt haben, denn das kommutative Gesetz der Mul-
tiplikation folgt auch unmittelbar aus der geometrischen Deutung des Produk-
tes als Rechteckszahl, die den Pythagoreern geldufig war. Jedoch deutet die
doppelte Fassung von VII 17-18 darauf hin, daBl man bereits in der urspriing-
lichen Fassung zwischen a+b und b-a unterschieden hat. Wenn némlich die
Unterscheidung erst spéter eingefiihrt worden wiire, so wiire es deswegen noch
nicht nétig gewesen, den einen Satz VII 17 in zwei Sétze aufzuspalten. Offen-
bar haben die Pythagoreer das Bediirfnis gehabt, die Arithmetik rein arith-

) Die Griechen kannten die #gyptische Bruchrechnung und rechneten, zumindest
in spéterer Zeit (Archimedes), auch mit gemischten Briichen. Die Mathematiker der
Zeit Platons vermieden aber, wie aus Plato, Staat 525 E, hervorgeht, die Briiche,
weil die Eins theoretisch unteilbar ist, und rechneten statt dessen mit Zahlenver-
hiltnissen. Siehezu diesen Fragen VoGEL, K.; Griechische Logistik, S.-B. Bayer. Akad.
Miinchen 1986 sowie KLEIN, J.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. B 8, 8. 8, 18.
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metisch ohne Zuhilfenahme geometrischer Vorstellungen zu begriinden. So
heiflt es auch in der Epinomis (990 C): Die groBte und erste von den Wissen-
schaften ist die Lehre von den Zahlen.

Die vier ersten Sitze der genannten Gruppe VII 11-14 haben denselben
Wortlaut wie die entsprechenden Sitze 19, 12, 16, 22 des V. Buches, nur dafl
statt ,,GroBen* hier ,,Zahlen‘ steht. Sie hitten also als Spezialfille aus dem
V. Buch iibernommen werden kénnen. Aus mehreren Aristotelesstellen26) geht
némlich hervor, daB der allgemeine GréBenbegriff des Eudoxos auch die Zah-
len umfaBite. DaB die Sétze VII 1114 fiir Zahlen neu bewiesen werden, hingt
damit zusammen, daB die Definition der Proportionen fiir Zahlen eine andere
ist als die fiir allgemeine Groflen im V. Buche. Sie heiBt:

VII Def. 20. Zahlen stehen in Proportionen, wenn die erste von der zweiten
Gleichvielfaches oder derselbe Teil oder dieselbe Menge von Teilen ist wie die driite
von der vierten.

Hiatte Euklid die allgemeine Definition V Def. 5 auch fiir Zahlen zugrunde
gelegt, so hiitte er VII 11-14 nicht fiir Zahlen neu zu beweisen brauchen. Man
nimmt daher allgemein an, daB VII Def. 20 eine #ltere Definition der Pro-
portion darstellt, die schon existierte, bevor Eudoxos die Proportioneniehre fiir
allgemeine Groflen aufstellte, und daB Euklid aus Respekt vor der Tradition
diese dltere Definition iibernommen hat. Diese #ltere Definition muB man dann
natiirlich auch den &lteren Zahlentheoretikern, d.h. eben den Pythagoreern
zuschreiben. Das stimmt aufs beste zu unserer Untersuchung, die ja dazu ge-
filhrt hat, den wesentlichen Inhalt des Buches VII den Pythagoreern zu-
zuschreiben. Euklid hat offenbar eine #ltere Zahlentheorie vorgefunden, die
ganz auf der Definition VII 20 aufgebaut war und die er neu hitte aufbauen
miissen, wenn er die allgemeine Definition V 5 auch fiir Zahlen zugrunde gelegt
hitte. Er hat es mit Recht vorgezogen, die &ltere Definition beizubehalten und
den geschlossenen Aufbau der Zahlentheorie nicht zu zerstérén.

VII 13 besagt, daB man die Mittelglieder einer Proportion vertauschen darf.
Nach Aristoteles (Anal. post. 74a 17) hat man diesen Satz frither getrennt be-
wiesen fiir Zahlen, Strecken, Korper und Zeiten, aber nach der Aufstellung des
allgemeinen GroBenbegriffs, unter den sowohl Zahlen als Strecken, Kérper und
Zeiten fallen, konnte der Satz allgemein bewiesen werden. Dieser allgemeine
Beweis ist offenbar der uns aus Euklid V 16 bekannte. Der Satz fiir Zahlen ist
also &lter und gehort natiirlich in die pythagoreische Arithmetik, da er dort
unentbehrlich ist. ‘

Nach alledem ist es verantwortet, die Definition VII 20 und die Satzgruppe
VII 11-14 den Pythagoreern zuzuschreiben. Zum Beweise dieser Satzgruppe
aus der Definition dienen aber die Satze VII 5-10, und zwar dienen VII 5-6
zum Beweise von VII 12, VII 7-8 zum Beweise von VII 11, VII 9-10 zum Be-

. “)A Aristoteles, Anal. post. 756b 4: Ein arithmetischer Beweis ist nicht anwendbar

auf GroBen, sofern diese GroéBen nicht Zahlen sind. Vgl. auch die nachher zitierte
Stelle 74 a 17. : :



Die Arithmetik der Pythagoreer. 1. 143

weise von VII 13. Kein Stiick aus diesem Gebéaude ist entbehrlich, das Ganze
von einer wunderbaren Symmetrie und Harmonie.

SchlieBlich wird bei den Beweisen der erwihnten Hilfssiitze VII 5-10 noch
von dem Satz iiber die Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers (VII 2)
Gebrauch gemacht, den wir frither schon in anderer Weise auch als pythago-
reisch erkannt haben.

Das Ergebnis der bisherigen Untersuchung ist der folgende Stammbaum der
Sétze VIII 7-8 und der aus ihnen folgenden musiktheoretischen Sitze A und B:

o

_,| Hilfssiitze iiber Teile und Mengen von Teilen |
l VII 4—10. |

| VII 1—2. Euklidischer Algo-
rithmus. Grétes gem. Ma8.

"- VII 3. GroBtes gem, MaB | Formale SéiTzé iiber Proportionen und Pro- |
| zu 3 Zahlen. P

] dukte VII 11—19.
¥ 2 ‘

VII 33. Zu mehreren Zahlen { | 'VII 20. Die kleinsten Zahlen, die
die kleinsten zu finden, die [ —~' sich wie a : b verhalten, messen

sich verhalten wie sie. a und b gleich oft.

1 o R 2

J | VII2A. Relativprime Zahlensind |
| | | die kleinsten ihres Verhiltnisses.
222 )

4

VII 24. Sind @ und & *
prim gegen ¢, so ist ihr |
Produkt ab es auch. |

VII 22. Die klein-
sten Zahlen in gege-
benem Verhaltnis

v | sind gegeneinander
! prim.

| ‘ VII 25—26. ] - '

1 " Einfache Folgerungen. | |

‘ 7 |

VII 27. Ist a gegen b | *
| ——| prim, so auch a? gegen ! |
b2 und a® gegen 5. |

¥ : | |

j VIII 2. Geometr. Reihe ) 1
| ! i
|

in kleinsten Zahlen bei
‘ gegebenem Verhiltnis
‘ (@®:a%b:ab®:b?)

4
| VIII 3. Bei geometri-
! schen Reihen in klein- | —
I sten Zahlen sind die p
i

| auBersten Glieder prim

|
|
v , "

k VIII 7. MiBt in einer { VIII 8. Wenn a:b=¢:f u. wenn

| geometrischen Reihe die sich zwischen @ und b Zahlen in ste- | .

| erste Zahl die letzte, so | tiger Proportion einschalten lassen, |« _
' mifBt sie auch die zweite. | so ebenso viele auch zwischen e u. f.

N ¥ ‘ v

| Satz A iiber die Teilung | Satz B des Archytas iiber die <

| der vielfachen Intervalle. | Teilung der iberzihligen Intervalle.

Mathematische Annalen, 120. 10
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§ 3. Das siebente Buch Euklids.

DaB der groBte Teil des Buches VII pythagoreisch ist, nicht nur dem In-
halte der Sitze, sondern auch der logischen Gliederung nach, ist im vorgehen-
den nachgewiesen. Welche Sitze bleiben noch iibrig ?

Die Sitze VII 29-32 handeln von Primzahlen:

VII 29. Jede Primzahl ist gegen jede Zahl, die von ihr nicht gemessen wird, prim.

VII 30. Wenn zwei Zahlen, indem sie einander vervielfdltigen, irgendeine Zahl
bilden und irgendeine Primzahl dabei das Produkt mift, dann muf diese auch
eine der urspriinglichen Zahlerr messen.

VII 31. Jede zusammengesetzte Zahl wird von irgendeiner Primzahl gemessen.

VII 32. Jede Zahl ist entweder Primzahl oder wird von irgendeiner Primzahl
gemessen.

Sie werden in den Elementen nirgends mehr benutzt. Es ist also nicht gut
denkbar, daB Euklid oder einer seiner Vorginger im vierten Jahrhundert sie
neu hinzugefiigt hitte, sondern es ist viel wahrscheinlicher, daB sie in der
pythagoreischen Vorlage bereits vorhanden waren.

Die letzten sechs Siatze des Buches VII handeln von dem kleinsten gemein-
samen Vielfachen. Zunichst werden die Existenz des K.G.V. und seine Haupt-
eigenschaft bewiesen:

VII 34. Zu zwei gegebenen Zahlen die kleinste zu finden, die von thnen ge-
messen wird. o

VII 35. Wenn zwet Zahlen irgendeine Zahl messen, muf3 auch die kleinste von
thnen gemessene Zahl dieselbe messen.

VII 36. Zu drev gegebenen Zahlen die kleinste Zahl zu finden, die von thnen
gemessen wird.

Dann folgen drei merkwiirdige,-im Grunde uberfliissige Sétze:

VII 37. Wird eine Zahl von irgendeiner Zahl gemessen, so muf} die gemessene
Zahl einen Teil besitzen, dessen Nenner der messenden Zahl gleich ist.

VII 38. Wenn eine Zahl einen Teil besitzt, einerlet welchen, so ldft sie sich
durch eine Zahl messen, die dem Nenner des Teiles gleich ist.

VII 39. Die kleinste Zahl zu finden, die vorgeschriebene Teile besttzt.

Der Beweis von VII 39 wird nur fiir 3 Zahlen a, b, ¢ gefiihrt; der Satz besagt
also nichts Neues gegeniiber VII 36. Was mag wohl der Sinn dieser neuen
Formulierung sein?

Vielleicht wirft eine Platonstelle einiges Licht auf diese Frage. Im Staat
525 E heiBt es, man solle nur von reinen Zahlen reden und nicht dulden, da
man etwa mit Zahlen komme, die mit sichtbaren oder greifbaren Kérpern ver-
mischt sind. ,,Denn du weiBt ja, wie es die geschulten Mathematiker machen:
‘wenn einer versucht, die reine Eins in Gedanken zu teilen, so lachen sie ihn aus
und weisen ihn ab, und wihrend du sie zerstiickelst, antworten sie mit der

Vervielfiltigung derselben.
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Veranschaulichen wir uns die Meinung Platons einmal an einem konkreten
Zahlenbeispiel! Die ,,zu Zwecken der Kramerei* geiibte Rechenkunst, die die
Einheiten als teilbar betrachtet, moge irgendeine Rechnung vornehmen, wie wir
sie aus der agyptischen Bruchrechnung kennen, z. B. 1/2—1/3 = 1/6. Wahrend
die Eins hier zerstiickelt, namlich halbiert und gedrittelt wird, wird der ,,fach-
kundige Mathematiker* sie vervielfachen, in diesem Fall versechsfachen. Er
geht also von 6 Einheiten aus; von dieser Menge kann er dann ohne weiteres
die Halfte (niamlich 3) und ein Drittel (namlich 2) bilden; die Differenz ergibt
dann in der Tat ein Sechstel der Menge, némlich 1. So kann er jede Bruch-
rechnung in eine Rechnung mit ganzen Zahlen verwandeln.

Um dieselbe Uberlegung allgemein fiir irgendwelche Bruchrechnungen durch-
zufithren, ist es notig, jeweils eine Zahl zu finden (wie die 6 in meinem Beispiel),
von der man irgendwelche vorgegebenen Bruchteile bilden kann. Dafl das
immer moglich ist, besagt gerade unser Satz VII 39. Zu seiner Vorbereitung
dienen VII 37-38.

Damit ist aber noch nicht gesagt, daB diese drei Sitze zum urspriinglichen
Bestand der pythagoreischen Theorie gehoren. Sie konnten ganz gut einen Zu-
satz aus platonischer Zeit darstellen. Wohl halte ich die vorangehenden Satze
VII 34-36 fiir urspriinglich. Denn eine Theorie des kleinsten gemeinsamen Viel-
fachen gehort, schon wegen der Anwendung auf die Bruchrechnung, zu einer
abgerundeten Teilbarkeitstheorie, wie sie das Buch VII bietet, unbedingt dazu.

Wir haben nunmehr das Ganze des Buches VII mit Ausnahme der letzten
drei Sitze 37-39 als pythagoreisch erkannt. Das Ganze ist von auBerordent-
licher Geschlossenheit und Schonheit: ein Werk aus einem GuB, ohne Nihte
und Flickstellen, ein Gebiude, aus dem man keinen Stein herausbrechen kann.
Die Ausdrucksweise ist manchmal archaisch und umsténdlich (so die immer
wiederkehrende Wendung: ,,Wenn eine Zahl eine Zahl vervielfacht und dadurch
eine Zahl entsteht‘), aber die Beweise sind fast immer die kiirzest denkbaren.
Die Beweismethode des Hauptteiles 148t sich so charakterisieren: Satze iiber
Produkte werden konsequent auf Sitze iiber Proportionen zuriickgefiihrt, diese
ihrerseits auf gleichlautende Sitze iiber Teile und Mengen von Teilen. Der
euklidische Algorithmus liegt dem Ganzen zugrunde. Die Proportionenlehre
ist in 6 Satzen (VII 11-14 und 17-18) zusammengedringt. Darauf fuBend, wer-
den nacheinander die Theorie der relativ primen Zahlen und die Kiirzung von
Verhiltnissen behandelt, dann die Haupteigenschaften der Primzahlen, schlie-
lich das K.G.V. ' . A

Die Tatsache, daB8 Archytas in dem bei Boethius dargestellten Beweis (§ 1)
einen Satz VII 22 wortlich zitiert und eine Folgerung aus der Theorie, namlich
VIII 8, wesentlich benutzt, beweist, daB die ganze Theorie dem Archytas im
wesentlichen fertig vorgelegen hat. Wie wir gesehen haben, zeigt das Buch VII
keine Spuren einer spiteren Uberarbeitung. Ich nekme also an, dap Buch VII

10*
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einen Lehrgang der pythagoreischen Zahlentheorie oder einen Teil eines solchen
Lehrganges darstellt, der schon vor 400 schriftlich fixiert wurde und den Euklid
ohne erhebliche Anderungen iibernommen hat.

Diese SchluBifolgerung geht weiter als die von Heats: ,,We have seen reason
to suppose that there existed Elements of Arithmetics partly (at all events)
on the lines of Euclid, Book VII, while some propositions of Book VIII (e. g.
Propositions 11 and 12) were also common property‘‘ und steht in direktem
Gegensatz zur Ansicht ZEuTHENS, nach der die Sdtze des Buches VII von
Theaitetos zuerst bewiesen worden seien.

§ 4. Das achte Buch Euklids.

Wihrend das siebente Buch durch die Konzentration und zwingende Logik
seines Aufbaues unsere Bewunderung erregte, ist das achte viel weniger straff
gegliedert. Die meisten Beweise enthalten iiberfliissige Bestandteile. Im Beweis
von VIII 3 z. B. ist die Bildung und Benennung von vier neuen Zahlen, die
sich wie @, b, ¢, d verhalten und die kleinsten ihres Verhéltnisses sind, iiber-
flussig, da a, b, ¢, d nach Voraussetzung schon selber die kleinsten ihres Ver-
héltnisses sind. Der Beweis von VIII 4 ist von einer unausstehlichen Weit-
schweifigkeit. DaB VIII 6 und 7 genau dasselbe besagen, mithin einer von bei-
den entbehrlich ist, wurde oben schon bemerkt. Aber auch VIII 14 und 16

. besagen dasselbe, ebenso VIII 15 und 17, auch VIII 18 und 26 sowie VIII 19
und 27.

Derselbe Mangel an Prignanz zeigt sich im ganzen Aufbau des Buches VIII.
Eine Hauptfrage des Buches heilt: Wie miissen zwei Zahlen ¢ und d be-
schaffen sein, damit man zwischen sie oder zwischen zwei Zahlen im gleichen
Verhaltnis irgendeine Anzahl von mittleren Proportionalen einschalten kann ?
Die einfachste Antwort auf diese Frage steht nicht ausdriicklich im Text; sie
heiBt so: Sind @’ und d' kleinste Zahlen im Verhiltnis a: d, so miissen diese,
damit man n mittlere Proportionale zwischen sie einschieben kann, (n + 1)-te
Potenzen sein, oder in griechischer Ausdrucksweise: Jede der beiden Zahlen
a' und d' muB durch n-mal wiederholte Vervielfiltigung einer Zahl mit sich
selbst entstehen. Daf das richtig ist, folgt sehr leicht aus VIII 2 und VIII 3,
némlich so:

Es mdgen etwa 2 mittlere Proportionale & und ¢ zwischen a und d verlangt
werden. Sind solche vorhanden, so ist also a:b =b:¢c = ¢: d. Die kleinsten
Zahlen in diesem Verhéltnis a: b seien p und ¢. Dann sind nach VIII 2 die
kleinsten Zahlen, die sich wie die Glieder der Proportion a, b, ¢, d verhalten,
die Zahlen p3, p2q, pq® und ¢3..Die duBeren Glieder p3 und ¢3 sind nach VII 27
oder nach VIII 3 zueinander prim; sie sind also die kleinsten Zahlen im Ver-
hiltnis a: d (VII 21). Also sind diese kleinsten Zahlen tatsichlich dritte Po-

, tenzen.
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Umgekehrt: Wenn o’ und b’ dritte Potenzen sind: ¢’ = p3, b’ = ¢8, so bilden
sie die dullersten Glieder einer nach VIII 2 gebildeten geometrischen Reihe
P2, p2q, pq? g3 Nach VII 20 messen o’ und &’ die gegebenen Zahlen ¢ und &
gleich oft, etwa n-mal. Multipliziert man nun die Glieder der Reihe p3, p?y¢,
pg?, ¢® alle mit 7, so erhdlt man eine viergliedrige geometrische Reihe mit den
Endgliedern ¢ und b. Damit ist alles bewiesen.

Dieser Beweis verwendet im Grunde genau dieselben Uberlegungen wie der
Text der Elemente selbst. DaBl sie nur am Beispiel einer viergliedrigen Pro-
portion erkliart wurden, entspricht dem sténdigen Verfahren Euklids. Aber
wieviel umsténdlicher verfihrt dieser! Nach dem entscheidenden und unent-
behrlichen Satz VIII 2 wird zunichst VIII 3 aufgestellt, im Grunde nur ein
Duplikat von VII 27. Nach einer Abschweifung iiber andere Gegenstinde
(VIII 4-7) kommt der uns schon bekannte Satz VIII 8, der es gestattet, sich
kiinftig auf den Fall zu beschrénken, wo die gegebenen Zahlen a und d die
kleinsten ihres Verhéaltnisses, also relativ prim sind. Nun wird bewiesen:

VIII 9. Sind zwer Zahlen gegeneinander prim und kann man zwischen sie Zah-
len in stetiger Proportion einschalten, dann miissen sich ebenso viele Zahlen, wie
sich zwischen jene in stetiger Proportion einschalten lassen, auch zwischen jede
von thnen und die Einheit in stetiger Proportion einschalten lassen.

VIII 10. Kann man zwischen jede von zwei Zahlen und die Einheit (gleichoiele)
Zahlen in stetiger Proportion einschalten, dann miissen sich ebenso viele Zahlen
wie sich zwischen jede der beiden und die Etnheit in stetiger Proportion einschal-
ten lassen, auch zwischen jene in stetiger Proportion eitnschalten lassen.

Damit ist das gestellte Problem prinzipiell gelost, und die Losung ist auch
mit der oben angegebenen gleichwertig, denn die Zahlen einer mit der Einheit
anfangenden geometrischen Proportion 1, p, p?, . . . sind genau die Potenzen
von p. Der Autor des Buches VIII ist aber mit dieser Formulierung noch nicht
ganz zufrieden: er will insbesondere noch ausdriicklich sagen, daB man zwi-
schen zwei Quadratzahlen eine, zwischen Kubikzahlen zwei mittlere Propor-
tionale einschalten kann (VIII 11 und 12). Dabei werden aber VIII 11 und 12
nicht als Spezialfille aus VIII 10 erhalten, sondern neu bewiesen. Die Umkeh-
rungen von VIII 11 und 12 werden, nicht formuliert.

Nachdem unser Autor in der angegebenen Weise die Frage, unter welchen
Bedingungen es eine oder zwei mittlere Proportionale gibt, einmal ganz und
einmal halb gelsst hat, nimmt er sie noch ein drittes Mal in Angriff, diesmal mit
Hilfe der Begriffe ,,ihnliche ebene Zahlen und ,,ihnliche Korperzahlen®. Die
Satze VIII 18-21 besagen namlich: Dann und nur dann gibt es zwischen zwei
Zahlen eine bzw. zwei mittlere Proportionale, wenn diese Zahlen dhnliche ebene
bzw. korperliche Zahlen sind.

Der Begriff ,,dhnliche Zahlen* verfithrt leicht zu Trugschliissen. Im Beweis
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von VIII 22 steckt ein solcher; darauf hat schon REipEmMEISTER (Arithm. d. Gr.
§ 4) aufmerksam gemacht. Es heifit dort nimlich: @ ist zu ¢ dhnlich und @ ist
eine Quadratzahl, also ist ¢ eine Quadratzahl. Das ist zwar richtig, aber es muf
bewiesen werden, denn @ und ¢ konnten ja auch dhnliche Rechteckszahlen mit
ungleichen Seiten sein.

Wir sehen, daB unser Autor stindig mit der Ausdrucksweise ringt: er hat
die Probleme, die er sich gestellt hat, wohl gelost, aber er weil die Losung nicht
kurz und prignant, ein fiir allemal giiltig zu formulieren. Nicht zuletzt liegt
das auch daran, daB kurze Worte wie Produkt und Potenz ihm fehlen. Wahrend
aber der Autor des Buches VII mit der umschreibenden Ausdrucksweise fiir
Produkt usw. leicht fertig wird und seine Hauptsiitze klar und logisch anein-
anderreiht, ist das dem Autor des Buches VIII nicht gelungen. Ein weiteres
Beispiel dafiir: Er bringt den entscheidenden Satz VIII 2, auf dem im Grunde
das ganze Buch beruht, nicht als Satz, sondern als Aufgabe, was zufolge hat,
daB er sich spiter nicht auf eine fertige Formulierung berufen kann, sondern
immer ein Stiick des Beweises mit zitieren muf.

Nach dieser Stiluntersuchung des Buches VIII wird es klar, daB das ganze
Buch das Werk eines einzigen Autors ist. Dieser Autor muB ein Pythagoreer
sein. Es ist unmoglich, zwischen den als pythagoreisch nachgewiesenen Sitzen
VIII 2-3, 7-8, 11-12, 18-21 und den nachfolgenden Sitzen irgendwo eine
Trennungslinie zu legen, wo das Werk eines Spéteren anfangen sollte. Die mit
VIII 2-3 und 8 eingeleitete Problemstellung verlangt eine Losung, wie sie eben
durch VIII 9-10 gegeben ist. Sachlich fingt zwar mit VIII 11 ein neuer®Ab-
schnitt an, der von den ebenen und kérperlichen Zahlen, von Quadrat- und
Kubikzahlen handelt, aber dieser neue Abschnitt ist ebenso pythagoreisch wie
der erste und. die Stileigentiimlichkeiten 'und logischen Méngel sind dieselben.

Es wire an sich denkbar, daB die groBere Prignanz des Buches VII eine
Folge einer spiteren Uberarbeitung wire. Der Bearbeiter hiitte dann alles
iiberfliissige ausgeschieden, das Ganze straffer zusammengefat und die Be-
weise ganz zwingend gemacht. Jedoch scheint das nicht wahrscheinlich. Das
Problem des Buches VII: die Begriindung der Lehre von den Zahlenproportio-
nen und von den Teilbarkeitseigenschaften der ganzen Zahlen ist ein logisches
Problem. Ein solches Problem stellt sich nur einer, dem es auf die logische
Gliederung der Wissenschaft und die vollige Schiirfe der Beweise als Haupt-
sache ankommt. Ein solcher scharfer Logiker stellt aber auch prizis dar, er
wiederholt sich nicht und macht keine Fehlschliisse.

Buch VIII ist jiinger als VII, denn es benutzt dessen Ergebnisse. Wir kon-
nen dasselbe aber noch tiefer begriinden. Die in VII behandelten Probleme.
und Begriffe: Proportion, Primzahl, G.G.T., K.G.V. haben die Zahlentheore-
tiker naturgemiB von_ jeher interessiert. Die Probleme des Buches VIII da-

» gegen hiéngen aufs engste mit der Lehre des Irrationalen zusammen, die nach
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einer gut begriindeten Ansicht??) erst kurz vor 400 aktuell wurde. Das VIII. Buch
enthilt namlich die Erkenntnis, daB es unter Umsténden unmoglich ist, eine
rationale mittlere Proportionale zwischen zwei Zahlen zu finden. Stellt man
aber diese Zahlen durch Strecken dar, so gibt es zwischen diesen Strecken wohl
immer eine mittlere Proportionale?8). Diese geometrisch konstruierte mittlere
Proportionale kann also nicht durch eine ganze oder gebrochene Zahl dargestellt
werden, d. h. sie ist irrational. So hingt das VIII. Buch mit der Lehre vom
Irrationalen zusammen, die ja bekanntlich auch von den Pythagoreern be-
griindet wurde.

§ 5. Der Verfagser des achten Buches.

Unter den pythagoreischen Mathematikern am Anfang des 4. Jahrhunderts
ragt Archytas von Taras, der Freund und Lehrer Platons, hervor. Wir haben
oben schon gesehen, daB die zahlentheoretischen Sétze des achten Buches eng
mit den musiktheoretischen Untersuchungen des Archytas, nimlich mit der
von ihm bewiesenen Unméglichkeit der Teilung der iiberteiligen Intervalle in
zwei oder mehr gleiche Teilintervalle, zusammenhiingen. Aber noch in anderer
Hinsicht beriihrt sich das achte Buch mit dem Werke des Archytas. Die
Archyteische Losung des Delischen Problems??) der Wiirfelverdopplung geht
davon aus, daB dieses Problem gleichbedeutend ist mit der Konstruktion von
zwei mittleren Proportionalen zwischen zwei gegebenen Strecken. Mit der Ein- -
schaltung von mittleren Proportionalen befaBt sich auch das achte Buch. Den
Zusammenhang zwischen dem Problem der Wiirfelverdopplung und den #hn-
lichen Korperzahlen betont auch die Epinomis mit allem Nachdruck3).

So kionnte man auf die Vermutung kommen, daf Archytas selbst der Autor
des achten Buches sei. Und in der Tat besteht eine auffallende Ahnlichkeit im
Stil zwischen diesem Buch und den iiberlieferten Archytasfragmenten. Man
vergleiche zunichst den oben mitgeteilten, von Boethius iiberlieferten Beweis
des Satzes B mit Buch VIII. Hier wie dort dieselbe Umstéindlichkeit und Weit-
schweifigkeit, dieselbe pedantische Ausfiihrlichkeit in den kleinsten Beweis-

%) Voor, H.: Die Entwicklungsgeschichte des Irrationalen, Bibliotheca Math. X
(1910). JuncE, G.: Wann haben die Griechen das Irrationale entdeckt ? Halle 1907.

28) Die geometrische Konstruktion der mittleren Proportionale ist Archytas und
den Pythagoreern ganz geldufig, aber sie muf bereits Hippokrates bekannt gewesen
sein; denn wie konnte dieser sonst zwei Strecken bilden, die sich in der Potenz wie
1:3 oder wie 2: 3 oder wie 1: 6 verhalten? .

29) Fudemos im Eutokioskommentar zu Archimedis Opera (Heiberg) III, S. 99.

) Plato, Epinomis 990 D: ,,Was aber vollends ein nicht mehr menschliches, son-
dern gottliches Wunder bedeutet, das wiirde dem offenbar werden, der nach dieser
die dreifach ausgedehnten und korperlichen Zahlen verstehen kénnte. Die aber wie-
derum, die in diesem Sinne uniéhnlich geworden sind, moge er durch eine andere
Kunst dahnlich ma,cﬁen, durch diejenige niimlich, die die mit ihr bekannt gewordenen
Stereometrie genannt haben‘‘. Vgl. ToerLITZ, O.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math.
B 2, 8. 334, und BEckER, O.: Quellen u. Stydien z. Gesch. d. Math. B 4, 8. 191.
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schritten! Wortreichtum und viele Wiederholungen kennzeichnen auch das
bekannte Archytasfragment iiber die hohen und tiefen Tone®).

In meiner Abhandlung iiber die Harmonielehre der Pythagoreer habe3?) ich
die Vermutung aufgestellt, daB die in der Sectio canonis mitgeteilte Begriin-
dung der pythagoreischen Musiktheorie von Archytas stammt. In dieser Be-
griindung findet sich, wiederum typisch fiir Archytas, an der entscheidenden
Stelle (ndmlich im Beweis von Satz 11) ein Fehlschluf. Aber auch sonst ist die
Sectio in mancher Hinsicht dem VIII. Buche der Elemente dhnlich. Satz 5 der
Sectio ist nur eine Wiederholung des Satzes 1. Der Beweis des Satzes 6 ist un-
nétig kompliziert, weswegen auch ein spéterer Bearbeiter einen zweiten, kiir-
zeren hinzugefiigt hat. Auch der Beweis des Satzes 10 1Bt sich kiirzen. So er-
kennt man in der Sectio canonis trotz der erheblichen spéteren Uberarbeitung
(namentlich in der Einleitung, wo sich der EinfluB des Herakleides Pontikos
nachweisen liBt32), und in den Sétzen 17 und 18, die das enharmonische Tonge-
schlecht anders definieren als Archytas) den Stil des Tarentiners deutlich wieder.
. Die Wiirfelverdopplung des Archytas zeugt von einer hervorragenden Raum-
anschauung und einer starken Erfindungsgabe. Die Korper und Raumkurven,
die er als Hilfsmittel heranzieht, werden durch mechanische Bewegungen er-
zeugt. Archytas soll auch ein Werk iiber Mechanik (oder iiber Maschinen) ge-
schrieben und selber Maschinen konstruiert haben33). Wir kénnen ihn also cha-
rakterisieren als einen erfindungsreichen Geometer und hervorragenden Mecha-
niker und Mustktheoretiker mit einer ungliicklichen Liebe zur Logik und zur
exakien Arithmetik.

Wie alle Pythagoreer, war Archytas immer geneigt, alles auf Zahlen zuriick-
zufithren und durch Zahlen auszudriicken, und so gibt er auch der Logistik
den Vorrang vor der Geometrie, ,,weil sie deutlicher als diese behandeln kann,
was sie will“84), Die anschlieBende Bemerkung: ,,Und wo die Geometrie wie-
derum versagt, bringt die Logistik Beweise zustande*, ist wiederum typisch fir
die schwache Logik des Archytas. Er hat das Problem des Irrationalen nicht
klar erkannt und nicht gesehen, daB gerade umgekehrt die Geometrie, ném-
lich die geometrische Algebra, strenge und allgemeine giiltige Beweise fir al-
gebraische Formeln wie (@ + )2 = a® 4 2ab 4 b? zu geben vermag?), wo die
Logistik im Falle der Irrationalitit der GréBen a und b versagt.

§ 6. Das neunte Buch Euklids.

Der Anfang des Buches IX (Satz 1-13) schlieBt sich sachlich unmittelbar
an VIII an: hier wie dort ist von geometrischen Reihen, von Quadrat- und

81} Digrs: Fragmente der Vorsokratiker, Archytas B. 1.

32) vaN DER WAERDEN, B. L.: Hermes 78 (1943). -

%) DieLs: Fragmente der Vorsokratiker, Archytas A.1. °
%) Dirrs: Fragmente der Vorsokratiker, Archytas B 4.

35) Vgl. Euklid IT 4.
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Kubikzahlen die Rede. Aber der Stil verrit einen anderen Autor. Hier keine
Wiederholungen, keine iiberflissigen Satze, keine Weitschweifigkeit in den Be-
weisen. Die 13 Sitze werden nach einer ganz einheitlichen Methode bewiesen,
und zwar ist diese Beweismethode eine ganz andere als die in VIII ‘meistens
angewandte. Die Sitze des Buches VIII beruhen némlich letzten Endes alle
auf VIII 2: Kleinste Zahlen in geometrischer Reihe in gegebenem Verhéltnis
zu finden, soviel verlangt werden. In IX 8-13 nun handelt es sich um geo-
metrische Reihen von der 1 aus. Wiirde man die Konstruktionsmethode VIII 2
auf diesen Fall anwenden, so wiirde herauskommen, daB die Glieder einer
solchen Reihe alle durch Vervielfiltigung einer Zahl a mit sich selbst ent-
stehen: 1, a, a?, ... Daraus konnte man Sitze wie 1X 8, 9, 11 unmittelbar
herleiten. Aber das neunte Buch verfihrt anders: die Vervielfaltigungsmethode
wird nirgends angewandt, sondern vorzugsweise die Sitze iiber dhnliche ebene
und korperliche Zahlen. Um z. B. zu beweisen, daB das 5. Glied d einer geo-
metrischen Reihe 1, a, b, ¢, d, . . . eine Quadratzahl ist (IX 8), wird nicht etwa
bemerkt, daB d das Quadrat von b ist, sondern es heiBt: Aus b: ¢ = c: d folgt
nach VIII 22, da b eine Quadratzahl ist, daB auch d eine sein mu8.

Diese Beweismethode hat den Vorzug, daB sie es gestattet, gewisse Umkehr-
siitze ebenso einfach zu beweisen wie die Sitze selbst. Z. B. besagt IX 10,
die Umkehrung von IX 9: Wenn das vierte Glied ¢ eine Quadratzahl ist, so
auch das zweite Glied a. Beweis: Wegen a:b = b: ¢ sind a und ¢ &hnliche
ebene Zahlen.

Nach dieser Beweismethode werden alle Sitze IX 1-14 einheitlich und ohne
Umwege bewiesen. )

Der Verfasser des Buches IX ist demnach ein anderer als der von VIII. Da
er die Sitze des Buches VIII dauernd anwendet, miissen wir ihn spater als
Archytas ansetzen. Wahrscheinlich gehorte er dem Kreise der Platonischen
Akademie an: Proklos nennt in seinem Mathematikerverzeichnis eine ganze
Reihe von Mathematikern aus diesem Kreise, die zur Vervollkommnung der
Elemente beigetragen haben.

IX 14-20 haben wenig Zusammenhang untereinander und mit dem Voran-
gehenden und Folgenden. IX 20 ist mit Recht berithmt: Es gibt mehr Prim-
zahlen als jede vorgelegte Anzahl von Primzahlen. Wann und von wem diese
Sitze aufgestellt worden sind, wissen wir nicht.

Den SchluB des Buches IX bildet die Lehre von Geraden und Ungeraden.
Nach O. Becker®) muf der Beweis von IX 32 urspriinglich anders gelautet
haben: IX 32 kann ohne Verwendung des in den Zusammenhang nicht hinein-
gehorigen IX 13 direkt aus einem der beiden vorangehenden Satze 1X 30 oder
31 hergeleitet werden. Nach dieser Bereinigung bilden 1X 21-34 ein geschlos-

3) BECKER, O.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. B 3, S. 533.
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senes Satzgefiige, welches nirgends auf die iibrigen arithmetischen Biicher
Bezug nimmt. .

Schon daraus geht das hohe Alter dieser Gruppe von Sitzen hervor. Als
Bestitigung kommt noch ein Epicharmfragment hinzu, das auf das ,,Gerade
und Ungerade* anspielt3?). Ich méchte die Entstehung dieses ,,dltesten padmuo
der Pythagoreer* (REIDEMEISTER) in die 1. Hélfte des 5. Jahrhunderts verlegen.

Die Kronung der Lehre vom Geraden und Ungeraden ist der Satz iiber die
vollkommenen Zahlen IX 36, zu dessen Beweis die Sétze IX 21-34, wie BECKER
gezeigt hat, vollkommen ausreichen. Der bei Euklid dargestellte Beweis scheint,
wie REIDEMEISTER es ausdriickt, ,,aus dem sachlich nicht gerechtfertigten Be-
miihen hervorzugehen, den Satz in den allgemeinen Zusammenhang des Buches
hineinzustellen, die Lehre von den geometrischen Reihen*. Deshalb wurde auch
die Summenformel der geometrischen Reihe als Satz IX 35 vorausgeschickt.

Die vollkommenen Zahlen sind verwandt mit den ,,befreundeten Zahlen*,
das sind Paare von Zahlen, von denen jede gleich der Summe der Teiler der
anderen ist. Als man Pythagoras fragte, was ein Freund sei, sagte er ,,ein zwei-
tes Ich* und gab dazu die befreundeten Zahlen 220 und 284 an38).

Die einzige Anwendung der Lehre vom Geraden und Ungeraden bei Euklid
selbst ist der Beweis des Satzes X 115a, der am Schluf} des X. Buches steht,
aber aus dessen Zusammenhang herausfallt:

X 115a. Man soll zeigen, daf in jedem Quadrat die Diagonale der Seite linear
inkommensurabel ist.

Auf diesen Beweis spielt Aristoteles mehrfach an®). Er lauft darauf hinaus,
daB man zeigt: Wenn die Diagonale der Seite kommensurabel wire, so wire
eine und dieselbe Zahl gleichzeitig gerade und ungerade. Wenn die obige Da-
tierung der Lehre vom Geraden und Ungeraden richtig ist, so hitte man um
450 schon iiber die Elemente dieses Beweises verfiigt.

Einen Terminus ante quem fiir die Entdeckung der Irrationalitdt der Qua-
dratdiagonale gewinnen wir nach ZeutHEN folgendermaBen: Theodoros von
Kyrene, der nach dér dichterischen Fiktion Platons (im Theaitetos) als alter
Mann um 400 in Athen gelehrt haben soll, setzte bei seinen Hoérern die Irratio-
nalitit von J/2 offenbar als bekannt voraus, denn er verlor kein Wort iiber
V2, sondern ging gleich zu }/3 und dann zu }/'5 bis )/17 iiber4?). Es ist an-
zunehmen, daB Platon, der sich in diesem seinem verstorbenen Freunde Theai-
tetos zu Ehren geschriebenen Dialog an die Hervorhebung der Verdienste des
Freundes sehr viel gelegen sein 148t, die Abgrenzung der mathematischen Lei-

%) Diers: Fragmente der Vorsokratiker, Epicharm A 2. Vgl. dazu vor allem
RosTaGNI, Il Verbo di Pitagora.

38) Jamblichos in Nicomachi Arithm. Introd. 35 ;_,.

%) HeiBeErG: Mathematisches zu Aristoteles, S. 24.

4) Platon, Theaitetos 147 D. ’



Die Arithmetik der Pythagoreer. I. 153

stungen der dramatis personae gegeneinander wahrheitsgetreu dargestellt hat.
Danach hat also Theodoros (der nach Diog. Laert., Jamblichos und Proklos
in der 2. Halfte des 5. Jahrhunderts, etwa gleichzeitig mit Hippokrates von
Chios gewirkt hat) die Irrationalitdt der Quadratseiten }/3, }/5, ... /17
aufgezeigt, aber die von }/2 war schon vor ihm bekannt.

Durch die Aufzdhlung der Lerngebiete; in die Theodoros den jungen Theai-
tetos unterrichtet haben soll: Geometrie, Astronomie, Harmonielehre und
Rechenkunst!) erweist sich Theodoros als Pythagoreer oder zumindest den
Pythagoreern nahestehend. Auch Pappos4?) bestitigt uns, daB die Theorie der
irrationalen Groflen in der pythagoreischen Schule ihren Anfang genommen
hat (und dann von Theaitetos weiter ausgebaut wurde). Der Irrationalitéts-
beweis fiir /2 muB also auch den Pythagoreern zugeschrieben werden, und
zwar den vor Theodoros lebenden. So kommen wir von der anderen Seite auf
dieselbe Zeit: Um 450, jedenfalls aber vor 420 ist der Irrationalititsbeweis fiir

V2 auf Grund der pythagoreischen Lehre vom Geraden und Ungeraden gefiihrt
worden.

41) Platon, Theaitetos 145 C.

42) Pappos, Commentary on Book X of Euclids Elements ed. Junce-THomMson,
*Cambridge 1930.

(Eingegangen am 7. Juli 1943.)



Die Arithmetik der Pythagoreer. II.
Die Theorie des Irrationalen.

Von

B. L. vAN DER WAERDEN in Leipzig.

Diese Arbeit ist die Frucht einer ausgiebigen Diskussion mit K. REIDE-
MEISTER. Dieser hatte in seiner ,,Arithmetik der Griechen** (Leipzig 1940) die
These aufgestellt, daBl die Theorie der quadriert rationalen Strecken!), von der
uns im Platonischen Dialog Theaitetos und in Euklid X Bruchstiicke erhalten
sind, die direkte Fortsetzung der Arithmetik der geometrischen Reihen der
Biicher VIII und IX sei und daB diese Theorien urspriinglich ein Ganzes
gebildet hitten. Demgegeniiber glaube ich, zeigen zu kénnen, da die Theorie
der quadriert rationalen Strecken am Anfang des X. Buches nicht nur mit
dem Dialog Theaitetos, sondern auch mit dem Hauptteil des X. Buches eng
verwandt ist, dafl diese drei einen Geist atmen, auf dem gleichen hohen mathe-
matischen Niveau stehen und eine einheitliche geometrisch-algebraische Me-
thode benutzen, daB aber dieser Geist und diese Methode ganz verschieden
sind von dem Geist und der Methode des VIII. Buches, dessen logische Méngel
im I. Teil dieser Arbeit aufgezeigt wurden. Nur die Beweise der Sitze X 9
und X 10 sind dem Stile des Buches VIII verwandt, aber diese Beweise
lassen sich als spatere Zusitze entlarven.

Trotzdem steckt, wie sich im Laufe der Diskussion herausgestellt hat, in
ReimpeEMEISTERS These ein wahrer Kern. Es gab némlich nicht nur eine Theorie
der quadriert rationalen Strecken, sondern deren zwei, die mit ganz verschie-
denen Methoden im wesentlichen zu denselben Ergebnissen fithrten. Die eine
habe ich Ap genannt, weil sie an die Arithmetik des Archytas, die wir aus
Boethius, Euklid VIII und der Sectio canonis kennen, ankniipft. Sie geht von
der Frage nach der Existenz eines geometrischen Mittels zwischen Strecken
oder Zahlen aus und hat ihre methodische Basis in der Arithmetik der geome-
trischen Reihen und der daran ankniipfenden Lehre von den dhnlichen ebenen
und kérperlichen Zahlen des Buches VIII. Dieser Theorie Ap entstammen die
erwihnten Beweise der Sitze X 9-10. Aus der Epinomis sieht man, daBl die
pythagoreisierenden Platoniker sich fiir diese Arithmetik und Lehre vom
Irrationalen sehr begeistert haben.

1) Eire Strecke heiBt nach Euklid quadriert rational oder kurz rational (pntog),
wenn ihr Quadrat zum Einheitsquadrat kommensurabel ist.
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Die zweite Theorie miochte ich ®¢ nennen, weil der Theaitetos des platoni-
schen Dialoges, an seinen Lehrer Theodoros ankniipfend, die Grundbegriffe
dieser Theorie erortert und einen Lehrsatz aus ihr formuliert. Eine vollstin-
digere Darstellung dieser Theorie ®¢ finden wir im Anfang des X. Buches.
Sie arbeitet nicht mit dem Begriff des geometrischen Mittels, sondern mit der
Quadrierung von Strecken und mit den Hilfsmitteln der geometrischen Algebra,
die auch sonst im X. Buche dauernd verwendet werden. Sie benutzt nicht die
Satze des Buches VIII iiber geometrische Reihen von Zahlen, sondern sie
greift direkt auf die grundlegenden Sitze iiber teilerfremde Zahlen des #lteren
Buches VII zuriick.

Das Hauptergebnis der Theorie ®¢ ist mit dem der Theorie Ap identisch;
es kann etwa so formuliert werden: Zwei quadriert rationale Strecken a und b
sind nur dann kommensurabel, wenn die teilerfremden Zahlen M und N, die das
Verhdltnis der Quadratflichen a®:b* in kleinsten Termen ausdriicken, Quadrat-
zahlen sind. Entsprechendes gilt von zwei Strecken a und b, deren Kuben
kommensurabel sind. Reduziert man das Verhiltnis ihrer Rauminhalte auf
kleinste Terme M: N, so miissen M und N Kubikzahlen sein, damit die Strek-
ken @ und b selbst kommensurabel sind.

Die Beweise beruhten in der Theorie ®¢ auf einer vor-Eudoxischen Pro-
portionenlehre. Da Euklid (oder dessen Vorlage) die Darstellung auf der
Eudoxischen Proportionenlehre aufbauen wollte, konnte er diese Beweise nicht
gebrauchen und ersetzte sie durch andere, nicht ganz einwandfreie, die der
Theorie Ap entlehnt waren.

Im folgenden sollen zunichst die Gedankengiinge der Theorien Ap und ®¢
dargestellt werden. Sodann kommen wir auf die Frage der Urheberschaft.
Die Theorie A ist, wie schon erwithnt, pythagoreisch: sie stammt von Archy-
tas oder aus dessen Umgebung. Die Theorie ®¢ wird von Platon dem Theai-
tetos in den Mund gelegt, und es gibt gute Griinde dafiir, dal er seinen Helden
nicht mit fremden Federn schmiicken wollte. Sie hiingt auch methodisch und
inhaltlich aufs engste mit der Theorie der hoheren Irrationalititen Mediale,
Apotome und Binominale zusammen, die Eudemos selbst dem Theaitetos zu-
schreibt.

Die Geschichte der ,,Wechselwegnahme*, die in der Theorie ®¢ zur Defini-
tion der Proportion benutzt wurde, 1iBt sich von ihren ersten Anfingen in der
pythagoreischen Zahlentheorie (Buch VII Euklids) iiber das Irrationalitats-
kriterium X 2 bis zur Proportionenlehre verfolger. Wir zeigen, eine Idee von
ZrutHEN weiter entwickelnd, daBl Theodoros von Kyrene héchstwahrschein-
lich dieses Kriterium X 2 zurm Nachweis der NichtmeBbarkeit der Quadrat-
seiten, welche Flichen von 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15 oder 17 Flichen-
einheiten erzeugen, benutzt hat.
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§ 1. Die Theorie Ap.

Ob zwischen zwei Zahlen M und NV eine oder mehrere mittlere Proportionale
moglich sind, hingt nach VIII 8 nur von dem Verhiltnis M : N ab; man kann
sich also auf den Fall beschrianken, daB M und N teilerfremd sind. Nach
VIII 9 gibt es zwischen zwei teilerfremden Zahlen M und NV eine oder mehrere
mittlere Proportionale nur dann, wenn zwischen 1 und M und auch zwischen
1 und .V ebensoviele mittlere Proportionale moglich sind. Im Fall einer mitt-
leren Proportionalen miissen demnach M und N Quadratzahlen,”im Fall von
zwei mittleren Proportionalen Kubikzahlen sein, und das geniigt auch (VIII 11
und 12). Sind M und N nicht teilerfremd, so miissen sie dhnliche Rechteck-
zahlen bzw. dhnliche Kérperzahlen sein, damit zwischen ihnen eine bzw. zwei
mittlere Proportionale existieren (VIII 18-21).

Die Pythagoreer, die diese zahlentheoretischen Sitze aufstellten, wandten
sie nun an auf die Musiktheorie, auf die Geometrie, auf die Kosmologie und
iiberhaupt auf alle Bereiche des Seienden, wo immer sie Abbilder der Zahlen
erblickten. Die musiktheoretische Anwendung haben wir in Teil I besprochen.
Die um Archytas waren aber auch Geometer. Es liegt daher auf der Hand, dafl
sie sich auch iiberlegt haben, was herauskommt, wenn man die Zahlen M
und N durch Strecken @ und ¢ geometrisch darstellt. Da zeigt sich nun etwas
ganz Merkwiirdiges und Aufregendes: Wihrend zwischen zwei unihnlichen
Zahlen M und N keine mittlere Proportionale moglich ist, existiert zwischen
den Strecken @ und c¢ stets eine mittlere Proportionale: das ,,geometrische
Mittel* b, das den Pythagoreern durchaus geldufig war. Diese Strecke b nun
148t sich ersichtlich nicht durch eine Zahl darstellen, sie ist zu ¢ inkommen-
surabel. Denn gesetzt, b wire wie ¢ zu @ kommensurabel, dann wiirden die
Strecken a, b, ¢ sich wie Zahlen A, B, C verhalten: a:b:c = A:B:C, und die
Zahl B wire die mittlere Proportionale zwischen 4 und C. Aber nach den
anfangs angefithrten Séatzen ist zwischen den Zahlen A und C, die sich wie
M zu N verhalten (4:C = a:¢c = M:N) keine mittlere Proportionale méglich.

DaB die Pythagoreer Uberlegungen dieser Art wirklich angestellt haben, ist
nicht nur von vornherein wahrscheinlich, sondern auch die Zeugnisse bestiti-
gen es. So heiBt es in der Epinomis, nachdem von den zahlentheoretischen
Eigenschaften von geometrischen Reihen wie 1, 2, 4, 8 die Rede war: Die
Geometrie aber lehrt, nicht ahnliche Zahlen doch #hnlich zu machen?). Das
bedeutet: Wenn auch die Zahlen M und N nicht &hnlich sind, so existiert
zwischen den sie darstellenden Strecken a und ¢ doch eine mittlere Proportio-
nale, und die Geometrie lehrt uns, sie zu konstruieren. Die Epinomis kommt
dann auf die ,,neue Kunst* der Stereometrie und fihrt fort: ,,Diese neue

%) Plato, Epinomis. Siehe dazu Toeriirz, O.: Quellen u. Studien Gesch. Math.
B2, S. 338, sowie BECkER, O.: ebenda B 4, S. 191.
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Kunst lehrt uns, solche Zahlen, die im rdumlichen Sinne nicht dhnlich sind,
doch #hnlich zu machen. Offenbar wird hier angespielt auf das beriihmte
Problem der Wiirfelverdopplung. Eine bekannte Konstruktion des Archytas
lehrt, in jedem gegebenen Streckenverhiltnis a:d zwei dhnliche Wiirfel zu
konstruieren, oder, was damit dquivalent ist, zwischen zwei gegebenen Strek-
ken ¢ und d zwei mittlere Proportionale zu konstruieren®). Die einzelnen
Beweisschritte des oben skizzierten Irrationalitéitsbeweises und ihr Zusammen-
hang waren also den Pythagoreern und ihren Freunden in der Platonischen
Akademie ganz geliufig, sowohl fiir eine als fiir zwei mittlere Proportionale.

Die beiden allgemeinen Sidtze, die man mit dieser Methode beweisen kann,
lauten:

1. Konstruiert man zu zwei Strecken @ und ¢,.deren Verhiiltnis in kleinsten
Termen durch zwei Zahlen M und NV ausgedriickt wird, die nicht beide Quadrat-
zahlen sind, eine mittlere Proportionale b, so ist b zu @ inkommensurabel.

2. Konstruiert man zu zwei Strecken @ und d, deren Verhiltnis in kleinsten
Termen durch zwei Zahlen M und N ausgedriickt wird, die nicht beide Kubik-
zahlen sind, zwei mittlere Proportionale & und ¢, so sind diese zu @ inkommen-
surabel. )

Eine weitere Spur dieser Uberlegungen finden wir bei Euklid im Beweis
von X 9. Hier handelt es sich darum, zu beweisen, daB zwei Quadratflachen
@?® und % sich wie Quadratzahlen zueinander verhalten, wenn ihre Seiten
2 und b kommensurabel sind, also ein Verhéltnis haben wie eine Zahl zu einer
Zahl: a: b = A : B. Dazu wird zuniichst unter Berufung auf VI, 20 bemerkt,
daB das Verhéltnis der Quadrate a2: b% das ,,verdoppelte Verhiltnis‘‘ (a: b)?
ist, sodann unter Berufung auf VIII 11 (,,zwischen zwei Quadratzahlen gibt
es eine mittlere Proportionalzahl, und die Quadratzahl steht zur Quadratzahl
zweimal im Verhéltnis wie die Seite zur Seite*), daBl auch A2: B? = (A4 : B)?
ist, woraus dann die Behauptung a2: b2 = A2%: B2 folgt.

Auch im Beweis von X 10 werden dhnliche ebene Zahlen und mittlere Pro-
portionale zur Konstruktion von inkommensurablen Strecken benutzt. Beide
Beweise passen, wie auch HeiBere und HeaTH bemerkt haben, sprachlich und
sachlich schlecht in das X. Buch hinein: in der Tat werden wir in § 2 nachweisen,
daB sie einen spiteren Zusatz darstellen. Aus der Wendung udBopev ydp: ,,wir
haben nimlich gelernf“ im Beweis von X 10, die sonst nur in der Sectio ca-
nonis vorkommt, kénnte man vermuten, daB der Urheber dieses Beweises
mit einem der Bearbeiter der Sectio identisch ist. Jedenfalls gehért er zu
denen, die die pythagoreischen Lehren iiber dhnliche Zahlen und geometrische
Mittel gelehrt und angewandt haben. In der Platonischen Akademie galten
diese Lehren sehr viel, wie die Anspielungen auf sie im Timaios und in der

3) Eudemos bei Eutokios, oder DieLs: Fragmente der Vorsokratiker, Archytas A 14.
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Epinomis beweisen. Sie gehoérten offenbar zu den regelméBigen Lerngegen-
stdnden fiir die Adepten der Akademie, wie denn auch in der Epinomis verlangt
wird, daB8 die Hiiter des Staates sich diese Mathemata aneignen sollen.

Es ist klar, daB der Urheber der Theorie Ap in dem Kreis um Archytas
zu suchen ist. Archytas ist ja auch an der Musiktheorie der Sectio canonis
und an der Arithmetik des Buches VIII stark beteiligt; er hat die Lehre von
den drei Mitteln dargestellt und auf die Musiktheorie angewandt; er hat in
seiner ,,Wiirfelverdopplung** die Konstruktion von zwei mittleren Proportio-
nalen behandelt und dabei die Konstruktion einer mittleren Proportionalen
zweimal angewandt; er hat schlieflich die Nichtexistenz einer mittleren Pro-
portionalen zwischen zwei Zahlen im iberteiligen Verhiltnis (n + 1): n be-
wiesen?). Die ganze Theorie 4p verlduft somit in den Gedankengingen des
Archytas. In der Epinomis wird der Grundgedanke dieser Theorie geradezu
in den Zusammenhang der Lehren des Archytas hineingestellt.

Ob Archytas selbst oder einer der Pythagoreer seines Freundeskreises die
Theorie A p ausgearbeitet hat, ist historisch gleichgiiltig; ich halte es aber
fiir das Wahrscheinlichste, daB er es selbst war.

Bevor wir die Theorie Ap verlassen, moge noch eine Bemerkung iiber den
allgemeinen Charakter dieser Art Mathematik Platz finden.

Wenn in Platonischen Schriften von #dhnlichen Zahlen und verwandten
Gegenstéinden die Rede ist, so fillt einem jeden der feierliche Ton der Dar-
stellung auf. In der Epinomis werden alle diese Lehren immerfort ,,gottlich*
und ,,wunderbar‘‘ genannt. Statt niichterner, klarer Formulierungen héren wir
dunkle Andeutungen in einer erhabenen Sprache. Es ist so, als ob man diese
Lehren nicht einfach lernt, sondern in sie eingeweiht wird und durch diese Ein-
weihung sich dem Gottlichen nihert. Jedes Wort hat nicht nur seine exakt-
mathematische, sondern daneben auch noch eine metaphysische Bedeutung.
Ebenso ist es im Timaios, wo das arithmetische und das harmonische Mittel
zur Konstruktion der Seelentonleiter verwandt werden und der Satz iiber die
Existenz von zwei mittleren Proportionalen zwischen zwei Kubikzahlen zur
Begriindung' dient, warum der Schopfer zwischen Erde und Feuer zwei wei-
tere Elemente einschaltete. Hier befinden wir uns nicht in der Sphiire des
niichtern unterscheidenden Verstandes, sondern bewegen uns in halbdunklen
Ahhungen, wie wohl der Schopfer aus Zahlen die Dinge erschuf.

Dieser metaphysische Einschlag ist unzweifelhaft pythagoreisch. Denn nach
Aristoteles folgte Platons Spekulation in den meisten Stiicken den Pythago-
reern. Auch sie lehrten schon, daB das Seiende durch Nachahmung der Zahlen
sei, und die Prinzipien der Zahlen waren ihnen die Prinzipien aller Dinge.

4) Siehe den ersten Teil dieser Arbeit, sowie meinen Aufsatz iber die Musiktheorie
in Hermes 78 (1943).
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Nicht umsonst leiht Plato im Timaios einem Pythagoreer das Wort! Auch
der Begriff der Einweihung war pythagoreisch (vgl. die Fragmente des Empe-
dokles), und durch Kenntnis der mystischen Eigenschaften der Zahlen hofften
schon die #ltesten Pythagoreer dem Kreislauf der Wiedergeburten zu entgehen
und mit dem Goéttlichen eins zu werden.

Eines der Wesensmerkmale dieser Art des Denkens ist, dal zwischen Ver-
schiedenem nicht klar unterschieden wird. Man sagt 3 und meint die Gerechtig-
keit, oder man sagt éndydwv (d.h. 9:8) und meint das Ganztonintervall.
Die ersten drei Lehrsitze in der Sectio canonis sind rein zahlentheoretisch,
aber in der Formulierung ist nicht von Zahlenverhéltnissen, sondern von Inter-
vallen die Rede. Fiir die Pythagoreer ,,sind** die Intervalle ja Zahlenverhilt-
nisse, ebenso wie die Gerechtigkeit die Zahl 3 , ist‘.

Dieser Mangel an klarer Unterscheidung fithrt ganz von selbst auch innerhalb
der Mathematik zu Unklarheiten und Trugschliissen. So liegt, wie auch
ReipeMEISTER ausgefithrt hat, in dem Begriff der dhnlichen Zahlen eine Un-
klarheit, die zu einem FehlschluBl gefithrt hat (vgl. Teil I dieser Arbeit). In der
Musiktheorie der Sectio canonis steckt, wie wir gesehen haben, ein ganz wesent-
licher TrugschluB}, der auf der Nichtunterscheidung einer Aussage von ihrer
Umkehrung beruht.

So sehen wir, dall die Theorie A p, die Zahlentheorie des Buches VIII und
die ihr verwandte Musiktheorie der Sectio in derselben Sphire mystischen
Halbdunkels erwachsen sind, in der auch die pythagoreische Metaphysik zu
Hause ist. In der urspriinglichen pythagoreischen Lehre war dieser Charakter
sicherlich noch ausgeprégter als in der mehrfach iiberarbeiteten Darstellung
Euklids.

Plato aber ist nicht nur in diesen dunklen Ahnungen zu Hause: er kennt
auch die andere Sphire des klaren, durchdringenden Verstandes. In den
Meisterdialogen Theaitetos und Sophistes fithrt er uns in diese Sphére ein:
Wir sehen den an der Mathematik geschulten Verstand am Werk, wie er im
dialektischen Verfahren die Schleier des Truges und der Scheinwahrheit zer-
reiBt, damit die ahnende Seele die Wahrheit erblicken kann. Folgen wir ihm
in die Sphire des Lichtes und der Klarheit!

§ 2. Die Theorie Oc¢.

Welche mathematische Theorie trigt der Jiingling Theaitetos im gleich-
namigen Platonischen Dialog als Ergebnis seiner eigenen, gemeinsam mit dem
jungen Sokrates angestellten Uberlegungen vor ?

Wie er berichtet, hatte Theodoros von Kyrene gezeigt, daB die Seiten der
Quadrate von 3, 5, ..., 17 Quadratfull Flacheninhalt der Linge nach nicht
kommensurabel sind mit der Einheitsstrecke von einem Fuf. Die: jungen
Leute hatten sich nun, da es doch unendlich viele solche Quadratseiten gibt,
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iiberlegt, ob man sie nicht alle unter einem allgemeinen Begriff zusammen-
fassen konnte. Das Ergebnis dieser Uberlegung wird in den folgenden Sitzen

mitgeteilt:

(147E) OEAL Tov dpubpov mavra
Sty SrerdBopev’ TOV pév Suvduevov
toov lodxig ylyvesSar 16 TeTporydve
10 oYijra GTEACHVTES TETPAYWVEY
Te %ol lodmAcupoy TpooeiTopey.

(148 A) OEAL “"Ocou pév yporppeod

\ b 4 2 ’ 3 \
7oV lo bmhevpoy xal Enimedoy dpLdpov
TeTpaywvilovet, uixos Gpiodueda,
Soow 3¢ TOV ETepopiny), duvdpels, G
punxer p&v od cuppérpous Exetvoug,
Toic & dmimédowg & Stvavrar. Kol
Tepl T& 6TEPEX &AM ToLoUTOV.

Theait.: Alle Zahlen teilten wir in
zwei Arten. Die Produkte aus zwei
gleichen Faktoren nannten wir, sie mit
der Quadratfigur vergleichend, qua-
dratisch oder auch gleichseitig....

Theait.: Solche Strecken, die beim
Quadrieren eine gleichseitige ebene Zahl
hervorbringen, bestimmten wir als
Ldnge (pixoc); solche dagegen die eine
ungleichseitige Zahl hervorbringen,
nannten wir Quadratseiten (Suvdperg),
als der Linge nach nicht mit jenen

kommensurabel (phxet 00 cdpperpog),
wohl aber der Flichen nach, die sie
erzeugen. Und ebenso bei den Raum-
inhalten.

Sokr.:
Knaben!

Ganz ausgezeichnet, ihr

Um die Uberlegungen des Theaitetos richtig zu wiirdigen, ist es unbedingt
notig, jeden Gedanken an irrationale Zahlen auszuschlieBen. Aus diesem
Grunde bezeichnen wir die Quadratseiten diesmal nicht mit /1, /2, ...,
sondern mit wy, w,, . ... Es sei also w, die Seite des Quadrates mit Flichen-
inhalt n. Dann heiflt der Satz, den Theaitetos im letzten Absatz ausspricht:

Satz Q. Ist n keine Quadratzahl, so ist w, zu w, linear inkommensurabel.

Da nun Theaitetos selbst iber seine Leistung durchaus zufrieden war und
der Geometer Theodoros ebenso, so miissen wir annehmen, da8 er diesen Lehr-
satz nicht nur aufgestellt, sondern auch bewiesen hat.

Der Beweis zerfillt notwendigerweise in einen geometrischen und einen
arithmetischen Teil. Zunichst hat man zu zeigen: Wenn die Quadratseite w,,
zu w, kommensurabel ist, so verhalten sich die Quadratflichen wie zwei
Quadratzahlen p?: ¢?% also ist dann p? = n - ¢% Der arithmetische Teil besteht
dann in dem Nachweis, daB p? = n - ¢% nur moglich ist, wenn n eine Quadrat-
zahl ist.

ZruTHEN hat die eigentliche Leistung des Theaitetos in dem arithmetischen
Nachweis erblicken wollen. Mir scheint aber der geometrische Teil genau so
wichtig, und das Wichtigste die logische Klirung des ganzen Sachverhaltes:
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die Aufstellung der grundlegenden Begriffe wie linear kommensurabel und
quadriert kommensurabel, auf die auch Plato ersichtlich den groBten Wert
legt, die Formulierung des Hauptsatzes und die Zerlegung des Beweises in
einen arithmetischen und einen geometrischen Teil.

Der arithmetische Nachweis, dal p? = n - ¢® nur méglich ist, wenn 7 eine
Quadratzahl ist, kann nach Re1peMEISTER®?) auf Grund der Sitze des Buches
VIII der Elemente gefithrt werden. Es scheint mir aber wichtig, daB8 die Be-
hauptung auch unmittelbar aus dem élteren Buch VII gefolgert werden kann.
Ist némlich p? = n - ¢%, so ist p? durch ¢* teilbar. Nun kann man p und g als
teilerfremd annehmen, da man ja sonst in der Gleichung p? = ng? die gemein-
samen Faktoren gegenseitig wegkiirzen konnte. Dann ist nach VII 27 auch
p? zu ¢? teilerfremd, und da p? durch ¢? teilbar war, so muf} ¢2 = 1, also n = p?
sein. .

Der geometrische Satz, den Theaitetos, wie wir sahen, zu seinem Beweis
notwendig brauchte, heillt: Wenn die Seiten zweier Quadrate kommensurabel

sind, so haben die Quadratflichen ein Verhdltnis wie eine Quadratzahl zu einer
Quadratzahl.

Genau diese Aussage und ihre Umkehrung bilden aber den Inhalt des Satzes
Euklid X 9, und in der Tat schreibt ein Scholion zu Euklid diesen Satz dem
Theaitetos zu. Man hat das Scholion fiir verdichtig gehalten, weil es aus der
betreffenden Stelle des Dialoges Theaitetos entstanden sein konnte. Ich glaube
das nicht; denn solche Scholien beruhen meistens auf Uberlieferung, nicht auf
verzwickten Schliissen aus platonischen Dialogen; aber selbst wenn es so wiire,
so wiirde die Zuschreibung des Satzes an Theaitetos zu Recht bestehen. Der
Scholiast hiitte dann eben denselben SchluB aus dem Dialog gezogen wie wir.

Jedoch wollen wir die Personenfrage zunéchst auBer Betracht lassen. Wich-
tiger ist die gewonnene Erkenntnis, daB der Satz X 9in den Zusammenhang
der im Dialog entwickelten Theorie ®¢ hineingehort.

Als weitere Bestatigung des Zusammenhanges zwischen dem Dialog und dem
Anfang des X. Buches betrachte ich die Tatsache, daB8 die Begriffe ,,linear
kommensurabel“ (pfxer oduperpog) und ,,quadriert kommensurabel* (Suvdyet |
obpuetpog) in beiden mit fast gleichen Bezeichnungen vorkommen und fiir
beide grundlegend sind.

Der Theaitetos des Dialoges deutet an, daB analoge Begriffe und Sétze sich
fir Raumkorper entwickeln lassen. Der zu X 9 analoge Satz fiir Raumkérper
wiirde heilen:

Satz R. Wenn die Seiten zweier Wiirfel kommensurabel sind, so haben die
Rauminhalte ein Verhdltnis wie eine Kubikzahl zu einer Kubikzahl.

8 REIpeEMEISTER, K.: Die ‘Arithmetik der Griechen, 8. 27, Leipzig 1940.
Mathematische Annalen, 120, 46
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. X 9 uand Satz R bilden das zweéite und dritte Glied einer Reihe von Sitzen,
deren erstes Glied besagen wiirde, daB kommensurable Strecken ein Verhiltnis
_haben wie eine Zahl zu einer Zahl. Diesen Satz nun finden wir, etwas allgemei-
ner formuliert, bei Euklid wieder als

X 5. Kommensurable GroBen haben zueinander ein Ver[zd‘ltnis wie eine Zahl
zu einer Zahl.

Die. Umkehrung bietet X 6.

Wie man sieht, fiigen sich die Mosaiksteine aus dem ,,Theaitetos und

Euklid X sehr schon zu einer Theorié der. Rhetai (so heiBen bei Euklid die Strek-
ken, deren Quadrate. rational sind) zusammen.
- DaB es eine solche Theorie als selbstindiges Ganzes einmal gegeben haben:
muf; dafiir spricht auch die Terminologie Euklids. Rhetos heift nidmlich
ausspreckbar: die Rhetai konnen benannt werden durch Angabe der Flichen-
inhalte der von ihnen erzeugten Quadrate. Alle iibrigen Strecken heiBen bei
Euklid &\oyog, irrational. Im weiteren Verlauf des X. Buches werden aber
auBer den Rhetai noch weitere Strecken ,,benannt* und somit aussprechbar
gemacht: so die Binomiale, ,,die mit zwei Namen*, die Summe zweier Rhetai.
Der Wortgebrauch $n7d¢ ~ &Aoyog muB, so meinte Herr REIDEMEISTER, wohl
aus einer Zeit stammen, da man nur die Rhetai zu benennen und behandeln
gelernt hatte.

Die grundlegenden Begmffe ,,Jinear kommensurahel“ und ,,quadriert kom-
mensurabel” beziehen sich auf Streckenpaare, micht auf einzelne Strecken.
Im Dialog wie im X. Buch wird weiter eine Langeneinheit ausgezelchnet im
X. Buch heiBt sie ,,die Rationale* (4 pnr#), im Dialog populér ,,die von einem
FuB*. Strecken, die mit der Langeneinheit linear oder nur quadriert kommen-
surabel sind, heiBen bei Euklid alle zusammen Rhetai, wihrend sie bei Platon
in pfxog und Swazmg‘unterschxeden werden. Diese leicht miverstindlichen
Ausdriicke kommen bei Euklid nicht vor, aber-ihre Verwandtschaft mit den
‘grundlegenden Bezelchnungen pxee olppetpog und Suvdper oduperpog liegt
auf der ‘Hand. In der folgenden Ubersichtstafel sind die Grundbegnffe der
Thedme @¢ mit ihren Platonischen und Euklidischen Bezeichnungen ‘noch
emmal zusammengestellt

Auch hier zeigt sich wieder, wie eng der Dxa]og und der Anfang desx Bu-
g ohes znsammengehﬁren Beiden ist das Grundprinzip gemeinsam: NN icht direks
~meﬁbare Strecken werden benannt und unjersucht durch Bildung der Quadrate,
die sie erzeugen. Dieses Grundprinzip- zieht sich iibrigens durch das ganse
- Buch j( es bildet ‘den roten Faden, an dem man_sich am lelchtesten durch
1_dd‘ Gewm‘ dieser sohwxerxgen Untersuchungen hindurchfindet. Lo

» Durch diese Bewexsmethode, mcht durch- “die ie Ergebmsae, unterschexdet awh;
‘die Theorie @¢ von der friher besprochenen Theotie Ap, In Ap ist die Exis
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stenz oder Nichtexistenz eines geometrlschen Mlttels das- entscheldende Be-
weismittel, in @¢ dagegen ist nie vom geomsétrischen Mittel die Rede, sondern
die Eigenschaften der Strecken werden durch die iiber sie errmhteten Quadrate
bew1esen

/

| Platon | Euklid

kommensurabel obppeTpog oOppeTpos
linear kommensurabel WhAEL GUOUUETEOC wNxeL cOUMETPOS
quadriert kommensurabel umschrieben | Suvaper obpuerpos
inkommensurabel ' o obuperpog dodppetpog
Die Léngeneinheit- M modiaba T gk
mefBbar (i. B. a. die Langeneinheit) whHnos

" nur quadriert meBbar Sthvaprg

" rational (= quadriert meBbar) . gnrés
irrational (= nicht quadriert meB- ‘ &hoyog

bar)

Natiirlich wuSten die Urheber beider Theorien ganz genau, daB eine Uber-
setzung von der einen Sprache in die andere jederzeit moglich ist. Statt daB .
man das Rechteck ac in ein flichengleiches Quadrat b2 verwandelt oder um-
gekehrt, wie das im X. Buch dauernd geschieht, kann man auch b als geometri- .

. sches Mittel zwischen a und ¢ bestimmen, daher auch im X. Buch eine solohe
Quadratseite b, wenn @ und ¢ Rhetai sind, als ,,Mediale* (juéom) bezeichnet” -
wird ; aber nichtsdestoweniger verlaufen die Gedankengtinge in der Theorie Og -
ganz anders als in Ap. Der Lehrsatz X 9 z. B., der zentrale Satz der Thearie @t,
spielt in Ap iiberhaupt keine Rolle. Wohl kann man ihn natiirlich, wenn man’
will, mit den Hilfsmitteln der Theorie Ap beweisen, und einen solchen Beweis

, bringt auch der Euklidtext, aber dieser Beweis ist eine spitere Zutat.

N

- Um das zu zeigen und den Bestand der Theorie ®¢ genauer zu bestimmen,
miissen wir zunéchst etwas niher auf die Struktur des. X. Buches emgeiien i
Die Sitze X 29-35 bilden die Grundlage der Konstruktion der 12 Irratm-
nalitaten, deren, Eigenschaften in den. darauffolgenden X 36-111 untersuehe
werden. X 29-111 bilden also ein Ganzes das wh den ,,Hauptte{l“ des Buehea X
nenrien will.
X 27-28b mogen als unecht oder zumindest verdﬁchtng auBer Betracht
ble:ben o .
X 21-26: Lehre von den Mediafen. Der strnﬁe &ﬁ! md:«he Be\wumetho&n
smd d;eselben ‘wie im Hauptt&il& Dm media!en Flachén& bilden ﬂh&lﬂlei in

LE N

t:-’n .. S oL : - . 5&*‘ Tyl 4
“ LR B L e e N
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- geh¢ren die medialen Strecken nicht zu den Rhetai; also gehoren X 21-26
zum Hauptteil.

X 19-20 handeln zwar von rationalen Strecken und Rechtecken, sind aber
in Formulierung und Beweis vollkommen analog zu ihren logischen Komple-
menten X 21-22. Also gehoren auch sie zum Hauptteil.

X 17-18 enthalten die Bedingungen dafiir, daBl die Wurzeln einer elliptischen
Gleichung a? + b2 = az zueinander und zu a kommensurabel sind. Diese
beiden Sitze sind offensichtlich dazu geschaffen, um im Hauptteil an ent-
scheidender Stelle (X 54 ff.) angewandt zu werden. Wiren sie urspriinglich
Selbstzweck gewesen, warum dann die Beschridnkung auf die elliptische
Flaehenanpassung ?

X 15-16 sind Hilfssétze fiir die Irrationalitdtsbeweise, insbesondere der
Binomiale und Apotome.

X 14 hat nur Sinn als Hilfssatz zu X 103-107.

"An dem straffenlogischen Gefiige von X14-111 ist demnach nicht zu riitteln.
Es bleiben nun folgende Stiicke iibrig: '

X 1-4: Wechselwegnahme und kleinstes gem. Maf;

X 5-6: Kommensurable GrofSen verhalten sich wie Zahlen und umgekehrt;

X 9: Quadrate iiber kommensurable Strecken verhalten sich wie Quadrat-
zahlen und umgekehrt;

X 10: Existenzbeweis inkommensurabler und quadriert inkommensurabler
Strecken;

X 11-13: Drei Sitzchen iiber kommensurable und inkommensurable Gré8en,
einfache Folgerungen aus X 5-6.

Dies wiire also die Lehre von den Rhetai, soweit sie sich bei Euklid erhalten
hat. Dazu kommt noch Satz Q aus dem Dialog, sowie Satz R, auf den im
Dialog ganz kurz hingewiesen wird. X 5-6, X 9 und R sind drei sich entspre-
chende Satze fiir die Gerade, die Ebene und den Raum, und Q ist eine hiibsche
Anwendung von X 9, gleichzeitig ein Existenzbeweis fiir nur quadriert ratlo~
nale Strecken. '

Leider ist das eben herauspriparierte Anfangsstiick des X. Buches durch-
aus keine Einheit: es zerbrockelt in den Handen. Denn:

X 1-4 haben keine Beziehung zum folgenden;

X 10 war schon HeiBERrG und HEATH als unecht verdiichtig. Im Beweis wird
X 14 benutzt. Nach REISEMEISTER deutet das auf eine nicht ganz gegliickte
‘Zusammenstiickelung aus &lterem Gut. Genauer kénnen wir sagen: Die fal-
‘sohe Reihenfolge von X 10 und X 41 deutet darauf hin, daB entweder X 10

_ ‘und X 11 aus verschiedenen Quellen stammen und bei der Zusammenstellung

falsch angeordnet sind, oder da8 der Beweis yon X 10 von einem spéteren .

x

- Redaktor neu gefaBt und dabei verdorben worden ist. In beiden Flen folgt, .

‘daB ‘der Beweis von. X 10 aus anderer Quelle stammt als X 11~13

-

T ra
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Aber auch der Beweis von X 9 ist unzureichend, denn es wird aus der
Gleichheit der verdoppelten Verhéltnisse (a: )2 = (4 : B)? auf die Gleichheit
der urspriinglichen Verhéltnisse a:b = A : B geschlossen, ein Schlu8, der fiir
den Musiktheoretiker, der die Verhiltnisse als Intervalle zu deuten gewohnt
ist, nahe liegt, nicht aber fiir den Geometer. :

Die mangelhafte Logik des Beweises von X 9 ist zu der von X 10 ghnlich.
In beiden Beweisen werden dhnliche Zahlen und geometrische Mittel benutzt,
Beweismittel, die dem X. Buche sonst fremd sind. Beide weisen auf die pytha-
goreische Musiktheorie hin: der eine durch den Schlul von den verdoppelten
Intervallen, der andere durch die Wendung &pd6opev ydp, der sonst nur in
der Sectio canonis vorkommt. Wir konnen also annehmen, dafl beide Beweise
aus derselben Quelle stammen. - ’

Der Satz X 9 selbst stammt nicht aus dieser tritben Quelle, denn er bildet,
wie wir gesehen haben, einen Kernsatz der Theorie ®¢. Er riihrt wie die ganze
Theorie von jenem klaren Denker her, der zum ersten Male die Begriffe rational
und irrational, kommensurabel und quadriert kommensurabel exakt gefaBit
und die grundlegenden Sitze dariiber bewiesen hat. Der Beweis, wie er bei
Euklid steht, muB spéter eingefiigt worden sein. Der urspriingliche Beweis hat

- offenbar nicht in Euklids System hineingepaBt, und Euklid (oder seine Vorlage) .
hat ihn durch einen anderen, aus dem Gedankenkreise der Theorie Ap stam-.
menden, ersetzt. Wollen wir die urspriingliche Gestalt der Theorie @¢ wieder -
herstellen, so miissen wir die Beweise von X 9-10 tilgen. Ob der ganze Satz -
X 10 getilgt werden mu8, ist mir nicht klar. Irgend ein Existenzsatz fiir nicht
mefbare und fiir nicht quadriert meBbare Strecken mu8 doch wohl zur Theorie
®c gehort haben, aber wie er gelautet hat und was mit ihm geschehen ist, als.
ein Teil der Theorie @¢ mit dem Hauptteil des X. Buches zu einem Werk
vereinigt wurde, das wissen wir nicht. »

§ 3. Der Begrift des Verhilltnisses in der Theorie @¢.
: Die Wechselwegnahme.

In den wichtigsten Sitzen der Theorie ¢ ist von Verhéltnissen die Rede,
und zwar nicht nur von Verhiltnissen kommensurabler Gré8en, sondern auch
von irrationalen Verhiltnissen (vgl. besonders X 11: Stehen vier GréfSen in
Proportion und ist die erste der zweiten inkommensurabel; so auch die dritte
‘der vierten). Es mu8 also der Theorie eine Definition der Proportion zugrunde
- gelegen haben, die nicht nur auf kommensurable GrﬁBen anwendbar ist,
Welche ?

Auf diese Frage scheint mir nur eine Antwort moglich zu sein. Die ,Def;m&{
“tion 20 des Buches VII ist nur auf meBbare Verhaltnisse anwendbar. Dis’
Euduxlsche Definition der Propomon aber, auf der Euklid V-VI aufgehﬂﬂt
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ist, kann der Urheber der Theorie ®¢ noch nicht gekannt haben. Eudoxos
blithte 368, und das Gespriach zwischen Theaitetos und Theodoros soll nach
Platon vor-Sokrates Tode (399) stattgefunden haben. AuBerdem: Wenn die
Eudoxische Definition schon der urspriinglichen Darstellung der Theorie ®¢
zugrunde gelegen hitte, so wire fiir den Redaktor des Buches X gar kein '
Grund vorhanden, die urspriinglichen Beweise der Sitze X 9-10 zu verwerfen.
Er hat sie offenbar deswegen durch neue ersetzt, weil sie in den Rahmen des
Euklidischen Werkes nicht paBten, eben weil sie auf einer anderen Definition
der Proportion beruhten.

Auch eine Stelle der zweiten Analytlk des Aristoteles (I b, p. 74a, 17-25)
deutet darauf hin, daB es vor der Eudoxischen Proportionenlehre noch eine
altere gegeben hat, in der die Beweise fiir Zahlen, Strecken, Kérper und Zeiten
getrennt gefithrt wurden. :

" Mir ist nur eine Definition der Proportion bekannt, die hier in Betracht
kommt, nimlich die folgende: Zwei Grofien haben dasselbe Verhéltnis wie
zwei andere, wenn sie dieselbe ,,Wechselwegnahme‘‘ haben, d. h. wenn das
wechselseitige Wegnehmen der kleineren GroBe von der groBeren, wie es beim
Euklidischen Algorithmus gemacht wird, bei den ersten beiden GréBen zu der-
selben Quotientenreihe fiihrt wie bei den anderen beiden. ZEUTHEN®), DYKSTER-
Huis?) und BEckER®) haben diese Definition der Proportion aus einer Aristo-
telesstelle?) und der Erlduterung dazu bei Alexander von Aphrodisias‘ heraus-
_‘prapariert, und ihre Beweisfithrung scheint mir wollkommen iiberzeugend.
Wir sehen jetzt aber, dal man sogar ohne die Aristotelesstelle unter ausschlieB3-
licher Berufung auf Euklid zu dem zwingenden SchluB kommen kann, daf§
Alexander recht hatte, wie er schrieb: ,,Es ist aber die Definition der Proportio-
nalen, deren sich die Alten bedienten, folgende: In Proportion stehen GréBen
zueinander, denen dieselbe Wechselwegnahme (Anthyphairesis oder nach Ari-
stoteles Antanairesis) zukommt.*

Diese Definition muf}, wie wir jetzt sehen, auch der Theorie ®@¢ zugrunde

. gelegen haben; denn welche kime sonst in Betracht ? Und in der Tat findet
man eihen Hinweis auf die. Wechselwegnahme genau dort, wo man sie nach
.unserer Auffagsung erwarten wiirde, ndmlich am Anfang des X. Buches! Zwar

8) ZevtHEN, H. G.: Danske Vidensk. Selsk. Skriften, nat.-math.- Aft. (8) I. 5, 108
(306) 1. (1917). ‘
© 7 Dygsteruuls, E. J.: De Elementen van Euclides I, S. 71 (Groningen 1929).

8) BeckER, O.: Quellen u. Studien Gesch. Math. 2, 311 (1933).

%) Aristoteles, Topik. ® 3, p. 158b 29-35: , Es scheint aber auch in der Mathe-
matik einiges wegen des Fehlens einer Definition nicht leicht zu beweisen sein, wie
z. B. daB die ein Parallelogramm parallel zur Seite schneidende Gerade die Linie und
die Fliche in demselben Verhiltnis teilt; wenn aber die Definition ausgesprochen ist,

- ist das Gesagte. sogleich einleuchtend. Denn dieselbe Wechselweghebung (Antanai-
resis) haben die Flichen und die Linien. Dies ist aber die Definition der Verhéltnis- -

gleichheit.« -
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wird dort der endliche oder unendliche Prozef§ der Wechselwegnahme'n'ichb
zur Definition der Verhaltnisgleichheit verwendet — das ging nicht, weil Euklid
ja seinem System die Definition des Eudoxos zugrunde gelegt hatte - sondern
als Kriterium, ob zwei Grioflen kommensurabel sind oder nicht, und als
Methode, das grofite gemeinsame Mafl zweier kommensurabler GréfBen zu
bestimmen. . .

Es leuchtet ein, daB diese Methode Jetzten Endes aus der Zahlentheorie
stammt. Das urspriingliche Problem, das sich in der Bruchrechnung ganz von
- selbst bietet, auch wenn man noch nichts von irrationalen Streckenverhélt-
nissen ahnt, ist: Wie bestimme ich den groBten gemeinsamen Teiler zweiler Zah-
len ? Die Losung dieses Problems liefert das Verfahren der Wechselwegnahme
der ,,Euklidische Algorithmus*, auf dem sich die Zahlentheorie des Buches
VII aufbaut. Die Entdeckung dieses Verfahrens fiir Zahlen ist die erste Stufe .
in der Geschichte der Wechselwegnahme.

Die zweite Stufe besteht in der mechanischen Ubertragung von den Zahlen
auf andere Groflen. Dieselbe Wechselwegnahme, die bei zwei Zahlen auf den
groBiten gemeinsamen Teiler fiihrt, ergibt zu zwei Strecken das groBte gemein-
same MaB, falls es ein solches gibt (X 3). Auch auf musikalische Intervalle
kann das Verfahren iibertragen werden. Geht man etwa, wie es in einem viel-
besprochenen Philolaosfragment!®) geschieht, von der Oktave und der Quinte
aus, so ist ihre Differenz die Quarte, die Differenz von Quinte und Quarte aber
der Ganzton. Dieser kann zweimal von der Quarte abgezogen werden; als
Rest bleibt der kleinere Halbton iibrig. Zieht man diesen von dem Ganzton
ab, so erhilt man den groBeren Halbton, und die Differenz des groBen und
kleinen Halbtones ist das Komma. Weiter wird das Ver- \ 4
fahren im Philolaosfragment nicht fortgesetzt; was dann
noch folgt, ist mathematisch wie musikalisch sinnlos.

Dritte Stufe. Der zunichst mechanischen Ubertragung
des zahlentheoretischen Verfahrens der N
Wechselwegnahme auf die Geometrie
muBte, nachdem man auf das Phinomen
des Irrationalen gestoBen war, die Uber-
legung folgen: Zu was fithrt das Ver-
fahren, wenn kein gemeinsames MaB exi-
stiert ? Die Antwort war nicht sehwer zu ,
finden: Dann nimmt die Wechselweg- € .. £ - 8
nahme nie ein' Ende. Zum Beispiel kann o Fed \ o
man die Seite eines Quadrates einmal auf die Diagonale iibertragen, den Rest
zweimal auf die Seite, den dann iibrigbleibenden Rest wieder zweimal auf

10) Diets: Fragmente der Vorsokratiker, Philolaos.
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den ersten Rest, usw. Jeweils nach zwei Schritten wiederholt sich das Rest-
verhiltnis. Trdgt man namlich (Fig. 1) die Seite A B auf die Diagonale AC
ab, so bleibt .CD iibrig. Errichtet man nun in D das Lot DE, so wird
CD = DE = EB. Zieht man nun BE = CD von BC = AB zunichst einmal
ab, so bleibt CE als Rest, und das Verhéltnis CD: CE ist gleich dem ur-
spriinglichen Verhiltnis AB: AC. Also wiederholt sich das Verfahren ohne
Ende?). '

Haben dagegen zwei Strecken ein gemeinsames Ma8}, so fithrt das Verfahren
. der Wechselwegnahme auf immer kleinere Vielfache dieses MafBles, muf also
einmal abbrechen. Daraus folgt das

Irrationalititskriterium X 2. Mift, wenn man unter zwei ungleichen Gripen
abwechselnd immer die kleinere von der groferen wegnimmt, der Rest niemals
genau die vorangehende Grofe, so miissen die GroBen inkommensurabel sein.

Dieses Kriterium wird bei Euklid niemals angewandt. Die Tatsache, daB es
in den Euklidtext hineingeraten ist, deutet darauf hin, daBl es einmal in einer
Theorie des Irrationalen eine grofere Rolle gespielt hat. In der Tat werden wir
spdter wahrscheinlich machen, da Theodoros von Kyrene mit Hilfe dieses

Kriteriums die NichtmefBbarkeit der Quadratseiten w;, wg, ..., w,, nach-
gewiesen hat.
Vierte Stufe. Durch die Quotientenzahlen ¢y, ¢, . .., die angeben, wie oft

die kleinere von zwei Grofen sich von der groBeren und der Rest von der klei-
neren (usw.) abziehen 148t, wird das Verhiltnis der beiden GréBen immer
genauer bestimmt (vgl. das in FuBnote 11 behandelte Beispiel der Seiten- und

11) Herr RempemMeIsTER macht mich freundlichst aufmerksam, daB die Seiten-
und Diagonalzahlen bei Theon von Smyrna (ed. HILLER, 8.43-44), auf die auchPlaton
im Staat (546 C) anspielt, mit der eben geschilderten Wechselwegnahme sachlich un-
mittelbar zusammenhingen. Setzt man in Fig.1 namlich AB =z und AC =y,
ebenso CD = z' und CE = y', so ist

z =z + yr
y=a +z=22+1y".

Setzt man nun fiir 2’ und y' zwei Zahlenwerte ein, deren Verhiltnis das Verhiltnis
der Quadratseite zur Diagonale annahert, so erhdlt man in z:y eine verbesserte
Niaherung. Von 1:1 als erster Niherung ausgehend, erhdlt man als néchste 2: 3, dann
die von Platon erwihnte Niaherung 5:7, dann 12:17, usw. wie bei Theon.

Man erhilt dieselben Zahlen offenbar auch, wenn man die Wechselwegnahme nach
n Schritten abbricht und den Rest vernachlassigt. Denn diese Vernachldssigung be-
deutet gerade, daB man fiir die letzte Seite und Diagonale 2’ und ', auf die man nach
n Schritten kommt, das Verhéltnis 1:1 ansetzt; die vorletzten werden dann 3:2,
usw.

Bekannthch verwendeten die Pythagoreer den Satz Euklid IT 9 zu dem Nachweis,
daB die Seiten- und Diagonalzahlen die Gleichung

228 —y? =41
erfiillen. Auf Grund dieses Satzes kann man niamlich leicht zeigen, daB x und y diese

Gleichung erfiillen, sobald 2’ und y’ sie erfiillen, wobei das Vorzeichen immer wechselt.
Siehe Proxvros, Kommentar zum Staat II, Kap. 23 u. 27.



Die Arithmetik der Pythagoreer. II. 691

Diagonalzahlen). Im Fall der Kommensurabilitdt kann man, wenn die Quo-
tientenzahlen bekannt sind, sogar genau angeben, wie oft das gemeinsame
MaB in den letzten Rest, den vorletzten usw. und schlielich in die gegebenen
GroBen aufgeht, also ist ihr Verhiltnis in diesem Falle durch die Quotienten-
zahlen ¢y, g, . . . eindeutig bestimmt. Umgekehrt hiéingen die Quotientenzahlen
(auch im inkommensurablen Fall) offensichtlich nur von dem Verhéltnis der
gegebenen Groflen ab: proportionale Grg8en haben dieselben Quotientenzahlen.

Durch diese Uberlegungen wird der Gedanke nahegelegt, die Gleichheit der
Quotientenzahlen ganz allgemein zur Definition der Verhiltnisgleichheit zu
benutzen. Wer es war, der um die Jahrhundertwende diesen tiefsinnigen Ge-
danken zuerst erfalt hat, wissen wir nicht; wir wissen aber, daB die Theorie ®¢
auf dieser Definition der Proportion aufgebaut war. Wir kennen auch (aus
Aristoteles; siehe FuBBnote 9) einen Beweis, der auf Grund dieser Definition
der Proportion gefithrt wurde, nimlich den Beweis des Satzes, da8 zwei Recht-
ecke auf derselben Basis dasselbe Verhiltnis haben wie ihre Hohen: ab: ac
=b:ec ) '

Auf Grund dieses Rechtecksatzes konnen wir uns nun auch denken, in welcher
Weise man die Vertauschung der Mittelglieder in einer Proportion, die ja nach
Aristoteles ,,frither gesondert bewiesen wurde fiir Zahlen, Strecken, Kérper
und Zeiten‘‘, im Fall der Strecken dargetan hat. Denn aus a: b = c¢: d folgt
nach dem Rechteckssatz ac: bc = ac: ad, daraus bc = ad, daraus wieder nach
dem Rechteckssatz a:c = ab:cb = ab: ad = b: d*?). Bei diesem Beweis wird
davon Gebrauch gemacht, daB aus A: B = A4 : C folgt B = C. Diese kann
man, wie BECKERS) gezeigt hat, mit Hilfe des Satzes X 1 beweisen. Und nun
erklart sich sehr sehén, warum dieser Satz X 1, dessen wichtigste Anwendun-
gen bei Euklid erst viel spiter kommen, am Anfang des X. Buches steht.
Er wird zwar auch zu einem eleganten Beweis des Irrationalitétskriteriums
X 2 gebraucht, aber dieses Kriterium kann man, wie wir oben gesehen haben,
auch direkt beweisen. Der wahre Grund, warum der Satz X 1 am Anfang des
X. Buches steht, scheint mir vielmehr der zu sein, daB er in' der Begriindung
der Proportionenlehre, mit der die Darstellung der Theorie ®¢ urspriinglich
anfing, eine wesentliche Rolle gespielt hat. Wir haben ja schon frither (§ 2)
bei der Analyse des X. Buches gesehen, daB dessen Verfasser die Eigentiimlich-
keit hat, manchmal Hilfsséitze, die erst viel spiter gebraucht werden, ganz
an den Anfang zu stellen: so ist X 14 nur ein Hilfssatz zu X 103-107, und
X 17-18 werden erst bei X 54 und folgende gebraucht. So hat er auch den
Satz X 1, der eigentlich erst zu dem Nachweis gebraucht wird, daB aus der
Gleichheit der Vorderglieder einer Proportion die Gleichheit der Hinterglieder
folgt, vor X 2-3 gestellt und den Beweis von X 2 auf X 1 gegriindet. Kein

12) Fiir diese Beweismethode siehe Euklid VI 16 und VII 19.
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Mathematiker wiirde jemals X 1 zum Beweis von X 2 erfinden-; wohl aber
kann man, wenn man X 1 einmal hat, ihn zu dem raffinierten Beweis von X 2,
den wir bei Euklid vorfinden, benutzen.

Hat man einmal den Satz von der Vertauschung der Mittelglieder einer
Proportion in der angegebenen Weise bewiesen, so bieten die iibrigen Sitze
der Proportionenlehre nach Becker®) keine Schwierigkeit mehr.

Alle vier Stufen der Geschichte der Wechselwegnahme lieBen sich durch
gute alte Quellen belegen: die erste durch Euklid VII, die zweite durch X'3
und Philolaos, die dritte durch X 2, die vierte durch Aristoteles und X 1. Die
Reihenfolge der vier Stufen ist durch die Entwicklung der Gedanken selbst
vorgeschrieben.

Wir sind jetzt imstande, uns ein klares und nur in belanglosen Einzelheiten
unsicheres Bild von dem Aufbau der Theorie O¢, wie sie Platon bekannt war,
zu machen.

Am Anfang standen die Definitionen der Kommensurabilitit, der Wechsel-
wegnahme und, darauf fuBend, der Proportion. Der Begriindung der Propor-
tionenlehre wurde der Hilfssatz X 1 vorausgeschickt, dann folgten die Sitze
, X 2-3 iiber Wechselwegnahme und griBtes gemeinsames Maf}, das einzige,
was uns bei Euklid von der Antanairesislehre iibrig geblieben ist. Nun kam
wahrscheinlich ein Abril der Proportionenlehre, sofern diese nicht schon da-
mals als bekannt vorausgesetzt werden konnte, was ich nicht beurteilen kann.
Die Vertauschbarkeit der Mittelglieder einer Proportion wurde fiir Strecken
etwa in der oben angegebenen Weise mittels X 1 bewiesen, fiir Flichen und
Raumkérper aber nach der Andeutung des Aristoteles getrennt, vielleicht
durch Zuriickfihrung auf den entsprechenden Satz fiir Strecken.

Nun wurden die fiir die eigentliche Theorie ®¢ grundlegenden Begriffe
quadriert kommensurabel, mefbar und quadriert meBbar eingefiithrt und die
drei Hauptsitze der Theorie bewiesen, die wir oben gesperrt haben: X 5-6 fiir
Strecken, X 9 fiir Quadratflichen und R fiir Rauminhalte. Uber die Beweise
dieser Sdtze wissen wir nichts, als daB sie auf Grund der Definition der Ver-
héltnisgleichheit durch die Wechselwegnahme gefithrt wurden und daher in
der Euklidischen Redaktion durch andere ersetzt werden muBten. Aus X 9
wurde der im Dialog erwihnte Satz Q gefolgert. Dieser enthielt schon einen
Existenzbeweis fiir nur quadriert meBbare Strecken. Vielleicht schloB sich
daran noch ein Existenzbeweis fiir nicht quadriert meBbare Strecken (wie
X 10). An X 5-6 konnten sich die einfachen Folgerungen X 11-13 kniipfen, an
Satz R der zu Satz Q analoge Satz fiir Wiirfélkanten, der im Dialog durch die
. Schluﬁwdrte des Theaitetos: ,,Und ebenso bei den Rauminhalten* angedeutet
wird. '
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Der Autor des X. Buches hat aus dieser Theorie die Siitze herausgesucht,
die im Hauptteil gebraucht werden, und ein spiterer Redaktor hat diejenigen
Beweise, die wesentlich auf der alten Definition der Proportion beruhten, durch
andere ersetzt, die sich an die Theorie Ap anlehnten. Jener Autor war ein her-
vorragender Mathematiker, der das Ganze, wie wir noch sehen werden, zu
einer logisch wohldurchdachten Einheit gemacht hat, wohingegen der Redaktor
der Beweise X 9-10 sich betrichtliche logische Mangel zuschulden hat kommen
lassen. Wer war nun jener Autor ? '

§ 4. Der Urheber der Theorie @¢ und die Beziehung zum
Hauptteil des X. Buches. .

Wie'H. Voaet3) in seiner wertvollen Studie ausfithrlich auseinandergesetzt
hat, sind zwar die duBeren Umstinde des Dialoges Theaitetos, insbesondere
die Begegnung des alten Theodoros mit dem jungen Theaitetos, nicht als
historische Wahrheit ernst zu nehmen, wohl aber die Abgrenzung der wissen-
schaftlichen Leistungen der Dramatis Personae. Man kann unméglich an-
nehmen, daB Plato seinen gefallenen Freund Theaitetos, dem zu Ehren der
Dialog geschrieben ist, mit fremden Federn hat schmiicken wollen. Was dieser
also als Ergebnis seiner eigenen Uberlegungen mitteilt und scharf gegen das,
was Theodoros ihm vorgetragen hat, abgrenzt, mufl ihm auch wirklich an-
gehoren.

Als Bestitigung kommt noch das bekannte Schohon hinzu, das den Satz X 9
dem Theaitetos zuschreibt!4). Ich nehme an, daB der Scholiast aus einer Quelle
schopft (vielleicht einem Theaitetos-Kommentar), die eine die Theorie @¢
enthaltende Arbeit unter dem Namen des Theaitetos gekannt hat. Diese
Arbeit, vielleicht eine Jugendschrift des Theaitetos, wire demnach getrennt
vom Hauptteil des X. Buches verdffentlicht worden. Jedoch wollen wir diese
unsicheren Vermutungen nicht weiter ausspinnen.

DaB Theaitetos selbst der Urheber der Theorie ®¢ ist, wird noch bestétigt
durch die Beziehung dieser Theorie zu ihrer Fortsetzuiig und Erweiterung im
X. Buch. Denn die Sétze 14-16 dieses Buches, die, wie wir gesehen haben,
bereits zum Hauptteil gehoren, schliefen sich ganz logisch an 11-13 und
frithere Sidtze an. Die Sitze X 11 und X 14 fangen sogar fast mit denselben
Worten an. Der Stil der Beweise ist ganz derselbe: der gleiche Geist scharfer
Logik ist in allen zu erkennen. Auf die eigentiimliche Art des Verfassers, Hilfs-
sitze nicht dort zu bringen, wo sie gebraucht werden und wo ihr Zweck ein-
leuchtet, sondern viel weiter vorne, haben wir schon hingewiesen.

13) Voer, H.: Bibliotheca Math. 10, 97 ff (1910). '

14) Scholium zu Euklid X 9: ,,Dleses Theorem ist eine Erfmdung» des Theaxtetos
und wird von Platon in seinem Dialog erwihnt. Aber dort (bei Platon) w1rd es speziell
hier aber (bei Euklid) allgemein ausgesprochen.*

‘
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Nun konnte man noch einwenden, da8 das alles vielleicht eine nachtrégliche
Glattung, das Werk eines Redaktors sein koénne. Was aber entscheidet, ist,
daB nicht nur die &uBere Form, sondern auch die Beweismethoden iiberein-
stimmen, daB im ganzen Buch X mit Flichen und Strecken nach den Metho-
den der geometrischen Algebra gerechnet wird, und vor allem, da8 die Grund-
idee der Theorie ®¢: irrationale Strecken zu benennen und zu unterscheiden durch
Benennung und Unterscheidung der auf sie errichteten Quadrate, sich durch das
ganze X. Buch hindurchzieht. Die Irrationalitét der Binomiale z. B. wird da-
durch bewiesen, daB ihr Quadrat irrational ist; ebenso wird die Verschieden-
heit der 13 Hauptgattungen von Irrationalititen durch die Verschiedenheit
ihrer Quadrate begriindet.

Die Identitdt der Urheber dieser beiden Teile des X. Buches ist also unver-
kennbar. Nun sind aber Mediale, Binomiale und Apotome nach dem Zeugnis
des Eudemos?®) Erfindungen des Theaitetos, der sie mit den drei Mitteln in
Beziehung gesetzt hat. Also mufl auch die Theorie ®¢ von Theaitetos her-
rithren.

Sollte man nach diesem iibereinstimmenden Zeugnis der besten Quellen

" immer noch zweifeln und wie RErpEMEISTER (1. ¢.) den Verdacht duBern, ,,daB
Theétet der Mathematiker nur eine Legende ist, die sich um den Theitet des
platonischen Dialoges kristallisiert hat‘‘, so kann dieser Verdacht sofort ent-
kraftet werden durch den Hinweis auf das Scholion zu Euklid XIII, das die
Erfindung des Oktaeders und des Ikosaeders dem Theaitetos zuschreibt. Die-
ses Scholion kann in keiner Weise aus dem Platonischen Dialog hergeleitet
werden, denn dort steht kein Wort iiber die reguliren Korper. Erginzend kommt
noch die (wiederum unabhéngige) Mitteilung des ,,Suidas‘‘ hinzu, daB Theaite-
tos als erster die sogenannten fiinf Kérper konstruierte. Denkt man bei diesen
Konstruktionen, wie es naheliegt, an die kunstvolle Herstellung der 5 regu-
lairen Kérper in Euklid XIII, bei der die Begriffe Minor und Apotome aus
Buch X benutzt werden, so erhilt man einen weiteren, von allen Theaitetos-
kommentaren vollig unabhingigen Hinweis auf die Beziehung des Theaitetos
zum Buche X. Wie man da noch zweifeln kann, ist mir ein Rétsel. Auch im
Beweisstil sind Ahnlichkeiten zwischen dem X. und XIII. Buch nachweisbar,
aber das auszufiihren, wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen’f).

Derjenige, der die Beweise von X 9-10 durch neue ersetzt hat, um so den
Anfang des X. Buches mit der Eudoxischen Proportionenlehre in Einklang
zu bringen, wird wohl Euklid selbst gewesen sein. Denn wir haben gesehen,

15) Bei Pappos im arabischen Kommentar zu Euklid X. Siehe THomson, W. und
G. Junce: The Commentary of Pappus, Cambridge 1930.

18) Eva Sacms hat im AnschluB an Tannery den Nachweis erbracht, daB das
XIIT. Buch eine Abhandlung des Theaitetos darstelit, die Euklid als Ganzes in seine
Elemente aufgenommen hat. Siehe Sacas, E.: Die fiinf platonischen Korper, Philol.
Unters. Heft 24, Berlin 1917.
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daB diese neuen Beweise mit der Sectio canonis, die auch auf Euklids Namen
steht, sprachlich verwandt sind. Derselbe Euklid wird wohl auch die Sétze
X 1-6 fiir allgemeine GroBen formuliert haben, statt fiir Strecken?). So be-
stiatigt sich die Mitteilung des Proklos, daB Eukleides, der die Elemente zu-
sammenbrachte, vieles von Eudoxos zusammengeordnet und vieles von Theai-
.tetos vollendet habe.

§ 6. Theodoros von Kyrene und das Irrationalitétskriterium X 2.

Die vierte Stufe in der Entwicklung der Idee der Wechselwegnahme fanden
wir in der Theorie @¢, die der Theaitetos des Dialoges fiir sich in Anspruch
nimmt. Wollen wir iiber die vorangehende Stufe etwas mehr erfahren, so miis-
sen wir zuhoren, was er iiber seinen Lehrer Theodoros sagt:

ITepl Suvapewv T Huiv Océdwpog Unser Theodoros hier zeichnete etwas
6dc &ypage, e Te tpimodog mépr auf Quadratseiten Beziigliches und
xal wevrémodog dmopatvey 81t pixer  machte bei der dreifiiigen und fiinf-
o Ebppetpor T§) modiade, ol oltw  fiiBigen klar, daB sie nicht linear kom-
noata @iov éxdotny mpoatpoduevos mensurabel sind zu der einfiiBigen; so
uéypt e Emtoxoudexdmodog. &v 8¢ nahm er jede einzeln heraus bis zu der
Tadty Twg évéayeTo. 17-fiiBigen. Bei dieser wurde er irgend-

wie aufgehalten. ’

Hier ist 3Uvauug nicht, wie in der spiten mathematischen Literatur, mit
»»Quadrat® zu iibersetzen, sondern es handelt sich um Strecken, die Quadrate
erzeugen (30vavtow). Das geht nicht nur aus dem Ausdruck pfxet obpuerpog
hervor, der nur auf Strecken anwendbar ist und bei Platon dieselbe Bedeu-
tung hat wie bei Euklid, sondern auch aus der Fortsetzung des Textes, wo
Theaitetos gewisse Strecken Suvdueig nennt. Sprachlich erscheint es durchaus
méglich, unter der Macht oder Kraft, die ein Quadrat hervorbringt, die Qua-
dratseite zu verstehen. Spéater hat man, sprachlich weniger korrekt, unter
dYvapug das hervorgebrachte Quadrat verstanden. - Die ,,dreifiiBige* Qua-
dratseite ist die, deren Quadrat eine Fliche von 3 QuadratfuB hat, d. h. die
Strecke w;. Theodoros hat also ws, wy usw. bis w,, einzeln durchgénommen
und gezeigt, daB sie mit w, nicht kommensurabel sind. Theaitetos hat sich
daraufhin iiberlegt, daB es doch unendlich viele Quadratseiten w,, gibt, die
man durch einen allgemeinen Begriff erfassen miiBte. Das Ergebnis dieser
Uberlegung kennen wir schon (§ 2).

Daraus, daB Theodoros mit w, und nicht mit w, angefangen hat, hat schon
ZEuTHEN geschlossen, daB die Irrationalitit von w, schon frither bekannt war:
In der Tat haben wir im I. Teil dieser Arbeit gesehen, daB Plato und Aristo-

1) So BECkER, O., 1. c.3).
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teles mehrfach auf einen damals offenbar allgemein bekannten Beweis fiir die
Irrationalitdt der Quadratdiagonale w, anspielen und daB das methodische
Hilfsmittel zu diesem Beweis: die Lehre vom Geraden und Ungeraden, schon
um die Mitte des 5. Jahrhunderts vorhanden war.

Mit welcher Methode hat nun Theodoros wg, wy, . .., wy, untersucht ?

Eine Moglichkeit miissen wir ausscheiden, namlich dafl Theodoros die Nicht-
meBbarkeit von w, auf die Unméglichkeit der Gleichung p? = ng¢? zuriick-
gefithrt und diese Gleichung dann weiter zahlentheoretisch behandelt hat.
Denn erstens 1st zu dieser Zuriickfithrung, wie wir gesehen haben, ein Satz
~ wie X 9 erforderlich, der die Beziehung zwischen der geometrischen Figur und
der Zahlengleichung p? = n¢? vermittelt, und diesen Satz hat erst Theaitetos
bewiesen; zweitens war Theodoros nach allen Zeugnissen Geometer und kein
Zahlentheoretiker, und drittens wire bei dieser Methode kein einziger Grund
vorhanden, bei 17 aufzuhéren: gestatten doch die Teilbarkeitssitze des Buches
VII, die zur Zeit des Theodoros sicherlich schon vorhanden waren, ohne weite-
res eine allgemeine Entscheidung der Moglichkeit der Gleichung p? = ng2

Aus shnlichen Griinden kommt auch eine Anwendung der Theorie Ap fiir
Theodoros nicht in Frage.

Zwei Hypothesen sind aufgestellt worden, die beide das Abbrechen bei
wq, befriedigend erkliiren, ndmlich von ZeutHEN8) und ANDERHUB!?). Beide
gehen von der Annahme aus, daB Theodoros das Irrationalititskriterium X 2
verwendet hat, das ZeutHeN deswegen auch als ,le critére de Théodore*
bezeichnet.

ZEuTHEN nimmt an, daB Theodoros die Inkommensurabilitidt der Strecken
wy und w, wirklich bewiesen hat, indem er zeigte, daB bei der gegenseitigen
Wegnahme das. Streckenverhiltnis sich nach einigen Schritten wiederholt,
ghnlich wie wir das in § 3 bei der Quadratdiagonale gesehen haben. ANDERHUB
weist demgegeniiber auf das von Platon gebrauchte Verbum gmopaives hin,
das nicht notwendig ,,beweisen*, sondern nur ,,aufzeigen*, ,klar machen*
heift. Nach seiner Annahme hat Theodoros die Wechselwegnahme nur soweit
durchgefiihrt, als es bei der beschrinkten Genauigkeit einer Sandrechnung
moglich war, und konnte dann jedesmal noch einen kleinen iibrig bleibenden
Rest ,,aufzeigen*. Bei ZEUTHEN ist also, modern ausgedriickt, die Periodizitat
der Kettenbruchentwicklungen fiir }/'3, J/'5, usw. bis }/17 maBgebend, und
das Aufhéren bei /17 erklart sich einfach daraus, daB der Kettenbruch fiir
1/ 19 eine sechsgliedrige Periode hat, das Verfahren also bei w,y sehr langwierig
wird, wihrend w4 = 3 + w, uninteressant ist. ANDERHUB dagegen erklirt das
Aufhoren bei }/17 so, daB Theodoros die Strecken w,, wy, . . ., w,, sukzessiv

18) ZevtHEN, H. G.: Oversigt Danske Vidensk. Selsk. Forhandl. 1915, S. 348 ff.
- 1) Anperuus, J. H. in: Joco-Seria aus den Papieren eines reisenden Kaufmanns, .
" Gewidmet den Freunden des Hauses Kalle & Co. A.G., S. 161 ff. Wiesbaden 1941.
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nach Pythagoras konstruiert habe (siehe Fig. 2), wobei durcl die schnecken-
artige Drehung der Figur die Strecke w,; ganz in die Nihe der Ausgangs-
strecke w; kam, wodurch Theodoros, wie Platon es so treffend ausdriickt,
,,aufgehalten wurde®.

Gegen die ZeuTHeNsche Erklirung hat K. v. Fri1z geltend gemacht?0), das
Rettenbruchyerfahren sei so langwierig, da8 Theodoros es kaum fiir }/"3 bis
V17 in einer Schulstunde durchgefiihrt haben kénnte, wie Platon dies vor-
aussetzt. ANDERHUB fiigt noch
hinzu, daf Theodoros die mathe-
matischen Voraussetzungen da-
zu nicht hatte, die erst Eudoxos
in die Mathematik einfiihrte.
Um beiden Einwiinden zu be-
gegnen, werde ich jetzt ein 7
Beweisverfahren angeben, das
ganz im Rahmen der geometri-
schen Algebra verlduft und das
Theodoros sehr wohl in einer
Unterrichtsstunde vor einem so
hervorragend begabten und in- 7 7
teressierten Horerkreis hitte
vorfithren kénnen.

Es sei e die Einheitsstrecke und w eine von den Strecken w,, Wy« « o Wige
Wir ziehen e so oft es geht von w ab und ersetzen dann e und den Rest durch
zwei Strecken im gleichen Verhiltnis, weil es fiir die Fortsetzung ‘des Ver-
fahrens nur auf das Verhéltnis ankommt. Dann ziehen wir wieder die kleinere
der beiden Strecken so oft als méglich von der groBeren ab, usw. bis das Ver-
hiltnis sich wiederholt. Aus der Wiederholung folgt dann, daB das Verfahren
kein Ende nimmt, mithin die Ausgangsstrecken ¢ und & inkommensurabel
sind.

Fig. 2.

1. Fall: wg. Die Strecke. e 1aB8t sich einmal von w abziehen: Rest w —e.
Die Strecken e und w —e ersetzen wir durch die zu ihnen proportionalen
w -+ e und 2 e. Es gilt niamlich, wie wir nachher geometrisch beweisen werden,
die Proportion ‘

1) e (w—e) = (w -+ e) : 2e.

~

. Die Strecke 2e 148¢ sich einmal von w + ¢ abzichen: Rest w - ¢. Nun wer-
den 2e und w — e wieder durch proportionale Strecken ersetzt:

{2) 2e: (w —.e) ==(w+e):e.\

" ) Paury Wissowa, Realenzyklopadie 1821 unter Theodoros.
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Die Strecke e liBt sich zweimal von w -4 e abziehen: Rest w —e. Das
Verhdltnis e: (w —e) kam in (1) schon einmal vor, womit der Kreis ge-
schlossen ist.

Y/ £

13 w-e

e
Vi ¢ u
w-e _
e
4 W Y. w £
Fig. 3.

Die Proportionen (1) und (2) aber folgen beide aus der Flichengleichheit
e2e=(w—e)(w-+e,

die ohne weiteres nach Euklid II 6 bewiesen werden kann, indem man die
,,Gnomonfliche* A BCDEF = 2¢?, die Differenz des dreifiifigen Quadrates
w? und des einfiiBigen Quadrates €2, in ein Rechteck HC mit Seiten w —e
und w - e verwandelt.

2. Fall: wg. Die Einheitsstrecke e 148t sich zweimal von w abziehen: Rest
w — 2e. Nun ist, wieder nach II6,

e:(w—2) = (w-+ 2e) :e.

Die Strecke e 1dB8t sich viermal von w -4 2e abziehen: Rest w — 2e. Das
Verhiltnis e : (w — 2¢) wiederholt sich.

3. Fall: wg wird genau so behandelt wie wg:
e:(w—2e) = (w+ 2e) : 2e.
.2e 1aBt sich zweimal von w + 2¢ abziehen; Rest w — 2e.

2e : (w—2e) = (w + 2¢) :e.

¢ 14Bt sich viermal von w -+ 2e¢ abziehen: Rest w — 2e. Das Verhiltnis
_e: (w — 2¢) wiederholt sich.
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4. Fall: w,. Hier braucht man 4 Proportionen, bis das Verhéltnis e : (w — 2¢)
sich wiederholt:
e:(w—2e = (w4 2¢) :3e
3e:(w—e)=(w-+e):2e
2¢ : (w—e) = (w +¢e) : 3e
de : (w—2e)=(w + 2e¢) :¢.

So geht es weiter. Bei w,; braucht man sogar 5 Proportionen. w,, ist wieder-
um ebenso einfach wie wg.

Der nichste interessante Fall w;, wiirde 6 Proportionen beanspruchen:
wollte also Theodoros seinen Vortrag nicht iiber Gebiihr ausdehnen, so tat er
gut daran, bei w;, aufzuhoren. Vielleicht wurde er auch durch einen duBeren
Grund ,,irgendwie aufgehalten®. '

Es wiire leicht, die modernen Bezeichnungen w —e, w 4 e usw. durch antike
zu ersetzen, die bei schriftlicher Fixierung zwar komplizierter ausfallen

€ €

W

Fig. 4.

wiirden, nicht aber beim miindlichen Vortrag, wo man auf die Strecken hin-
zeigen kann und sie nicht mit je zwei Buchstaben zu benennen. braucht. Die
Umformung von (w —e) (w + ¢) mittels der Gnomone war schon den Pytha-
goreern, den Erfindern der geometrischen Algebra, bekannt?!).

Ich behaupte nicht im Ernst, daB Theodoros wirklich so verfahren ist wie
hier angegeben. Ich habe nur zeigen wollen, da8 die ZEvtTaENsche Hypothese
nichts Unmogliches enthalt. Daneben bleibt immer auch noch die Hypothese
von ANDERHUB, die durch Platons Worte ,,er wurde irgendwie aufgehalten*

21) Budemos bei Proklos, Comm. in Eucl. 8. 419 (FRIEDLEIN).
Mathematische Annalen, 120, . 47
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