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WIE KAMEN DIE PYTHAGOREER ZU DEM
SATZ EUCL., ELEM. II 57%*

I

Man hiilt den Satz «Elem.o II 5 — nach den Ergebnissen jener histori-
schen Forschung, die heute gewissermaflen als consensus doctorum gilt — fiir
eincn Bestandteil der alipythagoreischen Mathematik, genaner: fiir einen Satz
der sog. tgeometrischen Algebra der Pythagoreers. Gewdhnlich wird némlich
dieser Sutz zusammen mit dem unmittelbar nach ihm folgenden, dem Satz
I1 6 behandelt. Diese beiden besagen:

II 6: «Teilt man cine Strecke sowohl in gleiche als auch in ungleiche
Abschnitte, so ist das Rechteck aus den ungleichen Abschnitten der ganzen
Strecke zusammen mit dem Quadrat iiber der Strecke zwischen den Teilpunk-
ten dem Quadrat iiber der Hiilfte gleich.»

II 6: «Halbiert man eine Strecke und setzt man ibr irgendeine Strecke
gerade an, so ist das Rechteck aus der ganzen Strecke mit Verlingerung und
der Verlingerung, zusammen mit dem Quadrat iiber der Hilfte, dem Quadrat
iiber der aus der Hiilfte und der Verliingerung zusammengesctzten Strecke
gleich.o

Man liest in der heute maBgeblichen historischen Darstellung der grie-
chischen Mathematik iiber den Satz II 5 die Feststellung, daB dieser sich als
ein geomotrisches Aquivalent fiir unsere algebraische Formel

, a - =(a—>b)(a+?
bzw, fir
a* = (a — b): (a + b) + b

auffassen 1iBt.! Aber eigentlich besagt dasselbe auch der Satz II 8. Wozu
diese sseltsame doppelte Form»? — Es wurde versucht, dieses Riitsel folgender-
maBen zu erkliren:? im Grunde wiiren II 5 und II 6 nicht Sitze, sondern
Losungen von Aufgaben: es handelte sich in II 5 um die Konsatruktion von
zwei Strecken x und y, deren Summe und Produkt gegeben sind, wihrend

IB' ’g‘oxlzggisnea Kurzvortrags filr die Griechische Akademie in Athen; vorgetragen
*® "iB. L. v. d. WazspEN, Erwacheado Wissenschaft, Bascl.Stuttgart 1956 195,

?Ebd. 198. — Natilrlich geht diese Erklirung auf H. G. ZEUTEEN, bzw. noch
auf P. TANNERY zurlick; sieche unten meine Anm. 6.
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in 11 6 die Differens und das Produki gegeben sind. Unter sAufgabens — um
deren Lasung es sich hier handeln soll — verstand man cigentlich calgebraische
Aufgabens, die man crst nachtriiglich in geometrisches Gewand gekleidet
hiitte.® Urspriinglich hiitten niimlich noch dic Babylonier sich dicse algebrai-
schen Aufgaben gestellt und gelost;* und die Pythagoreer hiitten — wie es uns
versichert wird — offensichtlich die babylonischen Regeln zur Lisung der
algebraischen Systeme geometrisch formuliert und bewiesen.

Ablehnen mubB ich diese historische Interpretation aus den folgenden
Griinden:

1. Selbst wenn wir glauben, daf es cine sbabylonische Algebras wirklich
gegeben hatte — wie O. Neugebauers Forschungen uns davon fiberzeugen
mochten —, auch dann hat man bisher noch mit gar keiner konkreten Angabe
wahrscheinlich machen konnen, daB die Griechen in voreuklidischer Zeit eine
solche Algebra wirklich gekannt hatten, geschweige denn, daf sie dieselbe
fibernommen und geometrisiert hiitten. (Die Griechen haben nicht einmal die
positionelle Bezeichnungsart der Zohlen von den Babyloniern itbernommen )

2. Jene Siitze bei Euklid, die man gewohnt ist — seit einer Arbeit von
P. Tannery® — als walgebraische Siitze in geometrischem Gewands anzuschen,
haben mit der Algebra in der Wirklichkeit nursoviel zu tun, dafl wir in der
Tat schr leicht unsere algebraischen Aquivalente fiir diese Sitze angeben
konnen. Aber es kann gar keino Rede davon sein, daBl diese Theoreme urspriing-
lich calgebraische S#tzes, oder Losungen fiir calyebraische Aufgaben» gewesen
wiiren. Nein, diesc sind alle — sowobhl die Siitze, wie auch die Aufgaben -- rein
geomelrischen Ursprungs. Auch I135 ist ein rein geometrischer Satz. Wohl kann
man diesen Satz in der modernen Interpretation mit einer salgebraischen Auf-
gabenlisungs vergleicken. Aber man fiberlege sich, damit ein solcher Vergleich
den urspriinglichen und echt geometrischen Sinn des Satzes nicht verdunkle!

3 In diesem Sinne wird 11 5 natiirlich auch bei Tit. L. Heatit, Euclid’s Elements
vol. 1 382 fI. {Dover Publication) behandelt. Darum redet HEATH Giber eine «Geometrical
solution of n quadratie equations. Der Unterschicd gegen B. L. v. d. WAERDEN bestcht
blo8 darin, daB HeATH ¢Babylons noch nicht erwihnt. Er hat ja seine Kompilation
noch vor 0. NEUGEBAUER zusammengestellt. Siehe die niichste Anm,

¢ Hingewiesen wird dabei gewdhnlich auf den Entdecker der sog. babylonischen
Algobra: O. NEUGEBAUER, ¢Zur geomietrischen Algebra. Studien zur ichte der
antiken Algebra I11.s, Quellen und Studien zur Gesch. d. Math. ete. B 3 1936 245~ 259.

3 Das letztere nach B. L. v. d. WAERDEX, (:F. ecit. 203,

8 P, TANNERTY: ¢De la solution géométrique des problémes du second degré uvant
Euclides, 1882 = Mémoires Seientifiques 1. Paris 1912, 254 —280, — H. G. ZEUTHEN,
desson «Verdienste» um die Entdeckung der sog. sgeometrischen Algebra der Griechen»
durch 0. NEUGEBAUER (siche oben meine Anm. 4) so iibertricben hervorgehoben wurden,
hat in der Wirklichkeit in seinen beiden Werken {(¢Die Lehre von den Kegelschnitten
im Altertum, Kopenhagen 1886s und «Geschichte dor Mathematik im Altertum und
Mittelalter, Kopenhagen 1896; ein Auszug aus dem Jetztoren Werk auch bei 0. BRCKER,
¢Zur Gesch. d. griech, Mathematik, Darmstadt, 1865+ 18 {f.) — was die sgeometrische
Algcbras botrifft — nur den irrefiihrenden Vergleick von . TANNERY weitergebaut.

hiitte sich némlich erst cinmal fragen miissen: inwiefern Uberhaupt erlqubt ist,
im Zusammenhang mit ECELIDA geometrischen Konstrukiionen iiber Ldsungen von algebra-
tschen Gleichungen zu reden!)
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11

Nach meiner historischen Interpretation ist I1 5 — wie man es im fol-
genden schen wird — ein rein geometrischer Hilfssatz zu der Lisung bzw.
zu dem Liosungsbeweis jener ebenfulls rein geometrischen Aufgabe, die in dem
Satz I1 14 folgendermailen gestellt wird:

eEin einer gegebenen geradlinigen Figur gleickes Quadrat zu errichlen.s

Dal der Satz II 5 in der Tat cin Hilfssatz zu dem eben genannten II 14
ist, das ersicht man zuniichst nicht bloB aus den modernen Ausgaben und
Ubersetzungen, in denen anliiBlich des Satzes II 14 auf II 5 meistens zuriick-
verwiesen wird, sondern noch mehr aus dem Wortlaut des Urtextes. Denn in
dem Beweisteil des Satzes IT 14 wird ja der Wortlaut von II 5 weitgehend
wiederholt — zum Zeichen dessen, dall auch der antike Verfusser auf I 5
zuriickverweisen wollte.

Ja, denkt man an die komplizierte, schwerfiillige sprachliche Form des
II 5, so muB man sich unwillkiirlich feagen: ist dieser Satz nicht sozusagen ein
«Fertigbauteils zu dem anderen (I1 14)¢ Multe der antike Verfasser den IT 5
nicht cben deswegen so kompliziert und schwerfiillig formulieren, weil er im
voraus wufite, dafl er das betreffende Theorem eben in dieser, scheinbar schiver-
Jalligen sprachlichen Form wird in dem Beweis des II 14 am bequemsten
gebrauchen kénnen? — Ich werde in dem folgenden zeigen, da8 zwischen den
beiden Sitzen — II 5 und 1I 14 — in der Tat eben dieser Zusammenhang
besteht.

Aber ich méchte hier nebenbei auch darauf hinweisen, daB offenbar eine
ebensolche Erklirung auch noch fiir andere Siitze hei Euklid giltig sein mu8,
dic man bisher ahnlicherweise als Bestandteile einer sgeometrischen Algebras
crkliiven wollte. Der oben zitierte Satz 11 6 ist z. B. cin cbenso rein geometrischer
Hilfssatz (ebenfalls ein sFertigbauteils) 2u dem Beweis des Satzes IT 11, wie
II 5 zu dem Beweis des Satzes I 14. Der Satz 1I 6 sicht nur darum als ein
«Spezialfalls des II 5 aus, weil auch sein Hauptsatz, der hochinteressante II 11
{zu dessen Beweis IT 6 benutzt wird) im Grunde nur ein Spezialfall des II 14
ist. Kein Wunder, daBl eben deswegen auch die Hilfssfitze — II 5 und 6 —
zu den beiden hochwichtigen Sktzen IT 14 und II 11 als Spezialfille voncinan-
der aussehen.

Ja, genau auf dieselbe Weisc ein rein geometrischer Hilfssatz, ein «Fertig-
bauteilo ist auch der Satz II 10, den man ebenfalls zu der sgeometrischen
Algebras hinzurechnen wollte.? Dal in der Wirklichkeit dersclbe Satz (11 10)
ein Hilfssatz ist, wird durch Proklos bezeugt.® Wohl wurde in diesem Fall
dus betreffende altpythagoreische Theorem, zu dessen Beweia man 1I 10
benutzt hatte, in Euklids «Elementes nickt aufgenommen, aber die moderne

7Vgl. B. L. v. d. WAERDEX, op. cit. 202,
8 Kommentar zu PraToxs Staat II. Kapitel 23 und 27.
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Forschung vermochte dassclbe Theorem — eben wufgrund der erwihnten
Proklos-Stelle -- #iber jeden Zweifel zu rekonstruieren.®

Ich michte jedoch in dicsem Zusammenhang einstweilen nur die Genesis
des Satzes 11 6 nither beleuchten. Darum muB ich in dem niichsten Kapitel
vor allem an einige Elemente einer interessanten pythagoreischen Theorie
tiber die Flichenbestandteile der Paraliclogramme erinnern.

m

Wir wollen zuniichst von jener Szene in Platons Dialog "Menon’ (82 B—
85 E) ausgehen, wonach dem ungelernten Sklaven durch Sokrates die Frage
gestellt wird: wie verdoppelt man die Fliche jenes Quadrats (in Quadratform),
dessen Seite 2 Puf lang ist. Mit anderen Worten: wie lang wird die Beite jenes
anderen Quadrats — als eine Zahl ausgedritckl —, dessen Fliiche das Doppelto
der Fliche des gegebenen mit 2 Fuf langer Seite darstelit? — Der Sklave
glaubt zuniichst, duB man, um die Fliche des Quadrats zu verdoppeln, seine
Scite verdoppeln miSte. Er mochte also das gesuchte Lingenmall als die
Zahl 4 angeben. Aber Sokrates zeigt ihm, sogleich nach dieser ersten Antwort,
duB durch die Verdoppelung der Scite die Fliche des Quadrats nicht ver-
doppelt sondern vervierfacht wird. (Die Fliche des Quadrats mit 4 FuB
langer Seite besteht aus 16 kleinen Quadraten, wobei das Ausgangsquadrat
aus 4 solchen bestand; siche Abb. 1.) Der niichste Versuch des Sklaven — das
LiingenmaB der gesuchten Quadratseite als eine Zahl zu bestimmen — geht
daranf hinnus, daB vielleicht das Quadrat mit 3 Fup langer Seite die doppelte
Fliche des Quadrats mit 2 FuB langer Seite haben kinnte. Aber Sokrates
zeigt — wicder vermittels einer Zeichnung (siche 4bb. 2) ~, daB die Fliche
des Quadrats mit 3 Fupf langer Seite aus 9 kleinen Quadraten besteht, also
keineswegs das Doppelte der urspriinglichen Quadratfliiche ist. — Es wird
also in diesen beiden ersten Versuchen wohl angedeutet, dafl die Seite des
Quadrats, dessen Fliiche das Doppelte eines anderen (kleineren) Quadrats
mit zahlenmdPig bestimmter Seite durstellt, sich nickt als eine Zall angeben
apt. In der Tat ist die gesuchte Quadratseite — zu der Seite des gegebenen
Quadrats — eine der Ldnge nack inkommensurable Grife. Merkwiirdigerweise
wird jedoch das Problem der Inkommensurabilitit in unserer Platon-Szene
ausdriicklich nicht erwihnt. Anstatt dessen zeigt Sokrates — vermittels einer
ncuen Zeichnung (Abb. 3) —, daBl die Diagonale die Fliche des Quadrats in
zwei untereinander gleiche gleichachenklige Dreiecke auflést, und daf man eben
deswegen mit der Diagonale ala Seite ein solches griBeres Quadrat konstruieren
kann, dessen Fliiche — wie die Zeichnung zeigt — gerade das Doppelte der
urspriinglichen Quadratfliiche ausmacht.

Ich glaube, wir diirfen aufgrund dieser ’Menon'-Szene zu rekonstruieren
versuchen, wie einst die griechischen Mathematiker die lineare Inkommen-

*B. L. v. d. WAERDEN, op. cit. 200 ff.
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surabilitéit entdeckt haben mogen. — Es tauchte zuniichst in der Geometrie
cin arithmetisches Problem auf. Man ging von einem Quadrat aus, dessen Seite
als eine Zahl gegeben war, und man wollte die Seite des dazugehérigen anderen
Quadrats mit gerade doppeltem Flicheninhalt ebenfalls als eine Zakl angeben.
Aber dicse Aufgabe erwies sich innerhalb der Arithmetik — unter Beachtung

s G 1
| t [}
f 1 ]
1 i t re==r=—t1=--9
| ] ] ' t ]
t [} ] ]
T === e it
! t | '
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Abb, 1 Abb, 2

der grundlegenden Euklidischen Definition fur dic «Zahls (VI1 def. 2) — als
unlésbar. Interessant war jedoch dasselbe Problem auch von der Geomelrie
her betrachtet. Nachdem man n&imlich eingesehen hatte, daB die Fliiche eines
beliebigen Quadrats mit der Diagonale desselben, als mit Seite eines grofieren
Quadrats, sich verdoppeln lift, und nachdem die Linge dicser Diagonale
— im Verhiiltnis zu der Seite — sich 2ahlenmdfig nicht bestimmen lief, muBte
man wohl bald dahinterkommen, daf} die Diagonale des Quadrats zu der Seite
linear inkommensurabel ist. Die Entdeckung der linearen Inkommensurabilitit
ging jedoch Hand in Hand mit der Erkenntnis der quadratischen Kommen-
surabilitél. Die Diagonale des Quadrats ist im Verhiltnis zu der Seite nur der
Linge nach unmeBbar; nachdem sie jedoch als Seite eines neuen Quadrats
gerade die doppelte Fliche des urspritnglichen ergibt, ist sie guadratisck mef-
tar. — Die Schwierigkeit der linearen Inkommensurabilitét kann also auf dem
Wege der quadratischen Kommensurabilitdt umgangen werden.

Noch interessanter wird diegelbe Menon’-Szene von historischem Gesichta-
punkt aus, wenn man bedenkt, daB das arithmelische Problem der Quadrat-
verdoppelung mit dem Problem der Mittleren Proportionale zwwischen einer Zahl
und ihrem Doppellen iquivalent ist.2® Es muB in der Tat den pythagoreischen
Arithmetikern der folgende Satz bekannt gewesen sein:

'* Wio bekannt, hat HrrrokRATES von Chios vorgeschlagen: man soll zwischen
einer Zahl und ihrem Doppelten zwei Mittlere Proportionalen cinfigen, und damit wird
das Problem der W&r[clwvdoprluna 16st; vgl. O. BEcEER, Das mathematische Denken
der Antike, Gottingen 1957, 76. — Aber wie kam HirrokRaTES auf diesen gliicklichen
Einfall? — Offenbar auf dem Wege, daB er wuBte: dic planimetrische Aufgabe der Quo-
dratverdoppelung wird dadurch geléist, daB man zwischen einer Zahl und ihrem Doppclten
m:j Mm{en Pm':% oinfﬁglgagu verwandte stercometrische Pmblbe:n der Wiirfel-
verdoppelung st si wo urch — 8o HIPPORRATES richtig geschlossen
haben —, daB man anstatt einer einzigen zwei ﬁlen Proportionalen zwischen den
fraglichen GriSen (d. h. genauer: zwischen einer Grile und Doppelten) einfilgt,
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«Zwischen einer Zuhl und ihrem Doppelien gibt es keine mittlere Propor-

tionalzakl.»

Ich crschlieBe dic Kenntnis dieses Satzes aus dem noch stiirkeren Satz

Sectio canonis 3. der besagt:

«Zacisthen zicei Zahlen in #berteiligem Verhdlinis — also: (n + 1) :n —
gibl es keine mittlere Proportionalzahl.s

Nun glwbe ich — unter Beriicksichtigung des eben angefiihrten arith-
metischen Satzes, sowie der vorhin erwiihinten 'Menon'-Szene — drei inte-
ressaute Schritte in der Entwicklung der vorcuklidischen Mathematik folgen-
dermaben rekonstruieren zu diirfen:

a) Es tauchten zuniichst in der Arithmetik Probleme auf, die man nicht
lésen konnte. Man ist dann, auf dem Wege der genaucren Untersuchung, bald
dahintergckommen, dal diese Probleme in der Arithmetik entweder vallig
unlosbar, oder nur wnter gewissen Bedingungen losbar sind. - Ein solches
unlisbares Problem der Arithmetik war z. B. die mittlere Proportionalzahl
() zwischen ciner Zahl und ihrem Doppelien (also zwischen « und 2a). Es war
natiirlich eine groble Errungenschaft, wenn man schon aussagen, und auch
begriinden konnte: warum es eine solehe Zahl nicht geben kann.

&) Man hat wohl erst verhiltnismiBig spdter entdeckt, da man dicselben
unlosbaren (oder auch nur unter gewissen Bedingungen losbaren) arithmetischen
Probleme auf geometrischem Wege leicht losen kann. Ist z.B. @ nicht
eine Zuhl sondern eine beliebige gerade Strecke, so findet man die Mittlere
Proportionale (z) zwischen ¢ und 2a auf dem Wege, dal man mit a als Seite
ein Quadrat konstruiert; die Diagonale (d) dieses Quadrats wird die gesuchte

Mittlere Proportionale (d = z), nachdem a :d = d : 2a ist. Man beweist die

letztere Proportionalitit mit Hilfe von dhnlichen rechtwinkligen Dreiccken
{siche z. B. meine Abb. 3) — geset:t, daf die Verhdltnisgleichheil (= Propor-
tionalitit) auch for inkommensurable Gréfen definiert ist, wie z. B. in der sog
eudozischen Definition bei Eullid, «Elem.s V.def. 5. — Man sicht also, daB
auf dieser Entwicklungsstufe die geometrische Ldsung derselben Aufgabe,
die auf Stufe a) arithmetisch unlosbar erschien, auf dns engste verbunden ist —
nicht nur mit der Kenntnis der /nkommensurabilitit, sondern auch mit der-
jenigen der eudozxischen Definition der Proportionalitit.

¢) Es gibt jedoch auch eine omittlere Entwicklungsstufes’? zwischen a)
und b). Man kann niimlich die arithmetisch unlosbaren Probleme der Stufe a)
geometrisch auch so losen, dall dabei weder das Problem der Kommensurabi-

' Jch will natiirlich keincswegs behaupten, daB dio Stufe ) auch zeitlich der
Stufe ) unbedingt vorangehen muf. Die Stufen b) und ¢) kénnten sehr wohl auch
flcielmltrig sein, Wichtiger als die Frage der Chronologie — die sich hier nicht entscheiden
it (denn schlieBlich ist ja auch das nicht unbedingt sicher, daB die sog. ecudoxische
Definition der Proportionalitiits wirklich erst von Evnoxos stammt 1) — scheint mir die
Tateache selhst, dnB die Stufe ¢) den Versuch zeigt, das betroffende Problem ohne Riick.
sicht auf Proportionen und auf Inkommensurabilitét zu lsen.
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litit (bzw. Inkommensurabilitit) noch die Frage der Proportionen beriick-
sichtigt werden. Allerdings mull man dazu die urspriingliche Aufgube trans-
formieren. Man fragt z. B. in dem vorhin behandelten Fall nicht nach der
Mittleren Proportionale zwischen einer Zah! (oder Gréfe) und ihrem Doppelten,
sondern man fragt nach jener Strecke, mil deren Hilfe ein Quadral mit gegebener
Seite () sich verdoppeln ldpt. Dicse letztere Frage ist der vorigen (nach der
Mittleren Proportionale) villig gleichwertig; doch braucht man nach der
Transformation sich gar nicht mehr um die Proportionen und um die Frage
der Inkommensurabilitit zu kiimmern. Die groBe Bedeutung dieser mittleren
Entwicklungsstufe besteht eben darin, dafl die Transformation der Aufgabe
die Probleme der Proportionen und der Inkommensurabilitit sozusagen aws-
schaltet. Vermutlich eben die Entdeckung dessen, daf} die angedeutete Trans-
formation miiglich ist, hat den Ausbau jener interessanten pythagoreischen
' Flichengeomelrie’ veranlaiit, die ich in dem folgenden behandeln werde, und
die man friiher als sgeomctrische Algebras interpreticren wollte.

Nun mdchte ich hier vor allem darauf hinweisen. daB jene historische
Entwicklung in drei Stufen, die ich (in den Punkten a, b und ¢) zu rekonstruie-
ren versuchte, sich in der Tat mit zahlreichen Beispielen aus Euklids ¢Ele-
menten» illustrieren Jagt. Es scien hier darum zunichst drei Beispiele dafiir
eingefiigt.

Erstes Beispiel

Stufe a) Man denke an dic folgenden arithmetischen Sitze in den «Ele-
mentens:

IX. 16: eSind zwei Zahlen gegeneinander prim, so isl nicht moglich, daf,
wie die erste zur zweilen, sick die zweite zu einer weileren rerhielle.s (Sind also a
und b relativ prim, so gibt es keine x, worauf @ : b = b : z wiirc.)

IX. 18: «Bei zwcei gegebenen Zahlen zu pritfen, ob es maglich ist, zu ihnen
eine Dritte Proportionale zu finden.» (Also wie sollen die Zahlen a und b beschaf-
fen scin, damit man eine z finden kdnne, wornuf @ : b = b : x ist?)

IX. 19: «Bei drei gegebenen Zahlen zu pritfen, ob es miglich ist, zu iknen
eine Vierle Proportionale zu finden.» (\Wie sollen die Zahlen a, b und ¢ beschaffen
sein, damit man cine x finden konne, woraufa : & = ¢ : zist?)

Man ersieht aus diesen Siitzen, daB ¢s zu jener Zeit, als diese abgefaBt
wurden, den Arithmetikern schon bekannt war: die Aufgabe, eine Dritte
Proportionale zu zwei gegebenen Zahlen, a und b — oder eine Vierte Pro.por-
tionale zu drei gegebenen Zahlen, a, b und ¢ — zu finden, ist nur unler gewrissen
Bedingungen lésbar.

Hungaricae 17, 1969
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Stufe b) Natiirlich kann man dieselben Aufguben in der Geometrie
— wenn a, b und ¢ keine Zahlen, sondern beliebige gerade Strecken sind —
immer losen. Eben dies wird bei Euklid in den Sitzen VI 11 und 12 gezeigt.
Doch werden die Konstruktionen der letzteren Sitze nur aufgrund der
eudoxischen Definition der Proportionalitit giiltig. Denn die gefundene Dritte
bzw. Vierte Proportionale wird ja hiinfig eine inkommensurable G'rope.

Stufe ¢) Man kann jedoch dieselben Aufgaben — auf einer vermutlich
mittleren Entwicklungsstufe - auch okne Ritcksicht auf Proportionen und
Inkommensurabilitdt allgemeingtiltig 16sen, wenn man die folgende Transfor-
mation vollzieht. Die Frage nach der Dritten Proportionale zu zwei gegebenen
Zahlen oder GrBen (a : b = b : z) 1Bt sich auch so avffassen: gegeben ist das
Quadrat $*, und man sucht das flichenglciche Rechteck az, dessen eino Seite
(a) ebenfalls gegeben ist. Ahnlicherweise transformiert man die Frage nach
der Vierten Proportionale (@ : 4 = ¢ : z): gegeben ist das Rechteck be, und
man sucht das andere fliichengleiche Rechteck mit der einen gegebenen Scite a.
~ Fiir beide Aufgaben gilt der Euklidische Satz:

1 44: oAn eine gegebene Strecke ein cinem gegebenen Dreieck gleiches Paral-
lelogramm in einem gegebenen geradlinigen Winkel anzulegen.» (Nur zulicbe einer
groBeren Allgemeingiiltigkeit ist in dem Wortlaut dieses Satzes dic pegebene
Fliiche, anstatt einex Rechiecks, ein ¢Dreiecks; und eben darum redet auch
Euklid anstatt des anderen Rechlecks von einem «Parallelogramm in einem
gegebenen geradlinigen Winkels.) Das ist die bekannte parabolische Flichen-
anlegung der Pythagoreer, bei der die Inkommensurabilitit und die Propor-
tionen nickt beriicksichtigt werden.

Zweiles Beispiel

Stufe a) Man beachte die beiden Siitze bei Euklid:’*

VIII 18: «Zwischen zwei dhnlichen ebenen Zahlen gibt es eine Mittlere
Proportionalzahl.s

VIII 20: oLdft sich zwischen zwei Zahlen eine Mittlere Proportionalzahl
einschalten, so milssen die Zahlen dhnliche ebene Zahlen sein.s

(Zugrundeliegen beiden Siitzen die Definitionen: VII def. 16 und def. 21.)
Im Sinne dieser beiden Siitze gibt es also zwischen zwei Zahlen, a und b, nu r
dann cine Mittlere Proportionalzahl, wenn eine solche Faktorenzerlegung
mbglich ist: @ = cd und b = ¢f, wobei c :e = d : f ist. Wird diese Bedingung
nicht erfiillt, so findet man keine Mittlere Proportionalzahl zwischen den
beiden gegebenen Znhlen, d. h. die betreffende Aufgabe ist arithmetisch unigsbar.

Stufe by Sind jedoch ¢ und b keine Zahlen sondern beliebige gerade
Strecken, so findet man zu ihnen immer die Mittlere Proportionale nach dem

1 Ich ziticro den Satz VIII 18 — Einfachkeithalber — in verkiirzter Form.

Adta Antigua Academiae Seienti Hung 17, 1962
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Euklidischen Satz VI 13, Doch ist die Konstruktion des letzteren Satzes
wieder nur aufgrund der eudoxischen Definition der Proportionalitat giiltig.
Denn die gefundene Mittlere Proportionale wird ja hiiufig eine inkommen-
surable Gropfe.

Stufe ¢) Man kann dasselbe Problem auf einer amittleren Entwicklungs-
stufes mit der folgenden Transformation lisen, Dic Frage nach der Mittleren
Proportionale zwischen zwei gegebenen Zahlen oder Graflen (a : 2 = x : b) ist
gleichwertig mit dem Problem: gegeben ist das Rechteck eb, und man sucht
dazu das flichengleiche Quadrat (2?). - Gernde dicse Aufgabe wird bei
Euklid — okne Proportionen und ohne Ritcksicht auf die Inkommensurabilitit —
in dem Satz IT 14 gelist.

Drittes Beispiel

Stufe a) Als drittes Beispiel mochte ich den sog. 'pythagoreischen Lehr-
satz’ selbst anfithren. Wie bekannt, lilt sich dieser Satz arithmetisch nur
dann verifizicren, wenn die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks sog. "pythago-
reische Zahltripel” (also etwa 3, 4, 5; oder 7, 24, 25 etc.) sind. Es scheint. daf}
die Bahnbrecher der griechischen Mathematik in der Tat an dieser arithmeti-
schen Verifikation intcressiert waren, (Woh! darum hat man auch Regeln
dafiir ausgearbeitet, wie man solche Tripel in unbeschriinkter Anzahl her-
stellen kann.'3) Nun ist also die Verifikation des 'pythagoreischen Lehrsatzes’
wohl auch cine solche Aufgabe, die in der Arithmetik nur unter sehr beschrinkten
Bedingungen lésbar ist.

Stufe b) Allgemeingiiltiz beweist man den 'pythagoreischen Lehrsatz’
meistens mit Hilfe von Proportionen, indem man von dem rechten Winkel
auf die Hypotenuse das Lot fiillt, und dadurch das gegebene rechtwinklige
Dreieck in zwei kleincre, sowohl untereinander wie auch zu dem urspriinglichen
Dreieck #hnliche rechtwinklige Dreiecke auflést. Nachdem die Seiten- der
#hnlichen Dreiecke untereinander proportionell sind, kann man aus den ent-
sprechenden Proportionen die bekannte Formel a® 4- * = ¢? leicht ableiten.
— Wohl ist ein solcher Beweis bei Euklid nicht iiberliefert worden. Da jedoch
eine allgemeinere Form des ’pythagoreischen Lehrsatzes’ auch bei Euklid
(VI 31) mit Proportionen bewiesen wird, kann man mit Recht vermuten, dal
der Beweis mit Proportionen filr die gewdhnliche Form desselben Satzes auch
schon in voreuklidischer Zeit wohl benutzt wurde. — Doch wird ein solcher
Beweis mit Proportionen nur dann zwingend, wenn die Proportionalitit
auch filr inkommensurable GréBen irgendwie schon definiert ist. (Diese Auf-
gabe erfiillt bei Euklid die eudoxische Definition: V def. 5.)

Stufe ¢) Bei Euklid wird der 'pythagoreische Lehrsatz’ (I 47) nicht mit
Proportionen, sondern mit einer Art 'Fliichengeometrie’ bewiesen, fiir welche

13Vgl. 0. Becker, Das mathematische Denken der Antike, 52 fT.
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dassclbe charakteristisch ist, was auch in den beiden anderen Beispiclen die
Stufe c) kennzeichnet, dnB sic nimlich die Proportionen und das Problem der
Inkommensurabilitiit gar wicht berficksichtigt, (Zu dem folgenden siche Abb. 4.)
Verliingert man niimlich das Lot (CD) von dem rechten Winkel eines allgemei-
nen rechtwinkligen Dreiccks auf dic Hypotenuse, so wird dadurch - also
durch DE — das Quadrat auf der Hypotenuse in die beiden Rechtecke eRo
und <Ry geteilt. Dall nun «Rp» = ¢Qp und Ry = ¢Q,» ist, wird folgender-
malen gezeigt. Die beiden schrafficrten Drciecke CAF und HAB (48, 5)

/ Ny
»
c/’ '0'2 /\
4 4
4 ’

R ol
4 7///11-. 3

] ] ]

o ) !

1RIL R ;

Vo H R2

(S ) j )

[ S d !
E F ~m—-d
Abbd. 4 Abb. §

sind offenbar kongruent; je zwei Seiten und ihr Winkel sind niimlich auf alie
Fiille gleich. Das eine Dreieck (HAB) macht dabei die halbe Fliche von «Q,s
wiithrend das andere (CAF) die halbe Fliche von aR,» aus (vgl. den Satz 1 ;l'
b'ei Euklid). Darum miissen also auch die ganzen Fliichen «Q» und @R, unter-
einander gleich sein. -~ Mit ehensolchen «Hilfsdreicckens beweist man auch die
Gleichheit von ¢Qu und ¢Ree; und addiert man dann die beiden Teilergebnisse
fiir «R;» und @R, o hat man damit den pythagoreischen Lehreatz 'flichen-
geometrisch’ bewiesen.

Nun hoffe ich, sowohl mit dem *Menon’-Beispiel wie auch mit den danach
angefithrten anderen drei Beispielen im vornus wahrscheinlich gemacht zu
haben, daB jene 'Flichengeometrie’, deren clementare Bestandteile in dem
folgenden zusammengestellt werden - also die Stufen ¢) — die Anwendung
von Proportionen und das Problem der Inkommensurabilitiit zu beseitigen

bestrebt war.
1 3

) Wir werden di¢ elementarsten Bestandteile jener "Flichengeometrie’, die
bisher, nach einem Vergleich von P. Tannery,™ als sgeometrische Algebras
ausgelegt wurde, in drei Punkten tiberblicken.

1 Siche oben Anm. 6.
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1. Es wird sich lohnen, wieder von der Skluvenszene in Platons Dialog
*Menon® auszugehen. — Sokrates zeigt dem Sklaven zuniichst ein Quadrat
mit 2 Fup lunger Seite. Das gezeichnete Quadrat besteht also aus vier klei-
neren, nachdem die Scite zweigeteilt ist. Spiter wird durch Sokrates auch darauf
hingewiesen, daf$ dic Diagonale dic Quadratfliche kalbiert. (Siche Abb. 6 sowohl
fiir die Auflésung der Quadratfliiche in vier kleinere Quadrate, wie auch fiir
dic Halbierung mittels der Diagonale. Schon hier muB ich auch die triviale
Tatsache hervorheben, daB dic Strecken, die die Sciten halbieren, und die
Diagonale sich in einem Punkt schneiden. Diescr Schnittpunkt der Diagonale
wird in dem folgenden eine wichtige Rolle spiclen.) Nun sind die beiden Arten,
die Quadratfliche in kleinere Bestandteile aufzuldsen — also dns Teilen mittels
der Diagonale cinerseits, und das Halbicren der Sciten andrerseite —, in je
einer allgemeineren Form, auch als Euklidische Sitze iiberliefert worden. Denn
bei Euklid wird ja in dem Satz I 34 gerade dasselbe, was Sokrates iiber die
Quadratdiagonale ausspricht, auf Parallelogramme verallgemeinert: edus Paral-
lelogramm 1ird durch seine Diagonale halbierts. — Noch interessanter ist die
Euklidische Verallgemeinerung dessen, wie man das Quadrat durch Teilen
der Seite in kleincre Flichenhestandteile auflist. Sokrates ging von jenem
einfachsten Fall aus, daB die Scite des Quadrats kalbiert wird; dies fithrt zu
vier kleineren kongruenten Quadraten. Aber wie wird die Quadratfliche auf-
gelost, wenn man die Seite in zwei beliebige Segmente teilt? Gernde dies wird
bei Euklid in dem Satz II 4 hehandelt:

eTeill man eine Sirecke, wie es gerade Urifft, so ist das Quadral #tber der
ganzen Strecke den Quadraten dber den Abschuitten und zweimal dem Rechteck
aus den Abaschnilten zusammen. gleich.o

Durch das Teilen der Quadratseite in zwei beliebige Segmente wird also
die Quadratfliche selbst in die Summe von zwei verschiedenen Quadraten und
von zwei kongruenten Rechtecken aufgelost (siehe Abb. 7). — Wohl ist dieser
Euklidische Satz das geometrische Aquivalent fiir unsere algebraische Formel
{a + b) = a* 4 b + 2ab, aber ich glaube nicht, daB man diese Tatsache in
dem Sinne auslegen diirfte, als ob hicr die snachtriigliche Geometrisierung eines
urspriinglich algebraischen Gedankengangess vorlige. Denn erstens kann man
aus der griechischen Uberlieferung der voreuklidischen und Euklidischen Zeit
die Spuren von irgendwelchen echt algebraischen Gedankengiingen gar nicht
nachweisen. Und zweitens wiirde man durch die eben angedeutete historische
Auslegung auch den grundlegenden Unierschied zwischen der angefithrten
algebraischen Formel und dem vorhin zitierten Euklidischen Satz unerlaubter-
weise verwischen. SchlieBlich ist ja der Ausdruck (e <+ b) in der Algebra viel
allgemeingiiltiger als der entsprechende bloB-geometrische Satz bei Euklid.
(Der geometrische Satz ist nur eine mégliche Auslegung fiir die algebraische
Formel, dic jedoch keineswegs nur «Quadrates und sRechteckes bedeuten
kann!) .

Acta Antiqus Atademiae Seient Bungaricae 17, 1969
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2. Es liit sich zeigen, daf die Pythagoreer den eben zitierten Satz I1 4
— f{ber dic Aufissung der Quadratfliche durch das Teilen der Seite in zwei
beliebige Segmente - auch auf Parallelogramme verallgemeinert hatten. Ihr
alter Satz hiel etwa folgondermaBen (siche Abb. 8):

«Zieht man durch einen beliebigen Punkt der Diagonale zwei Parallelen
zu den beiden Seiten cines Parallelogramms, so wird dadurch die Fliche des
Parallelogramms in insgesamt vier Flichenstiicke zerlegt. Von diesen vier
Flichenstiicken sind zwei — die beiden *um die Diugonale liegenden Parallelo-

ab |(¥)
(a?) {ob
Abb, 6 Abb, 7 Abb. 8

gramme’ (die leergelassene Flichenstilcke in Abb. 8) — sowohl untereinander
wie auch zu dem urspriinglichen Parallelogramm &hnlich, wihrend die
beiden anderen Flichenstiicke — die sog. maganinodpara (schraffiert in
Abb. 8) -- untereinander gleich sinda

Wohl ist dieser Satz zuniichst nur meine eigenc Rekonstruktion. Man
findet ihn bei Euklid nirgends in dieser wiederhergestellten Form. Denn
Euklid muBite ihn — offenbar aus kompositorischen Giinden — in 2wei Séitze
zerlegen, von denen der einc erst im Buch V1. der «Elementes untergebracht
werden konnte. In der Tat behandelt der Satz VI 24 dic Ahnlichkeit der
'um die Diagonale liegenden Parallelogramme’ ; zu dem vollstiindigen Beweis
dieses Satzes ist ja dic endoxische Definition der Proportionalitdt im V. Buch
(V def. 5) unerliBlich nétig. — Dagegen konnte dic andere Hilfte des rekon-
strujerten Satzes — ilber dic Qleichheit der 'Ergdnzungen' (parapleromata) —
auch schon im 1. Buch behandelt werden (I 43), nachdem in diesem Fall die
Proportionalitit und die Inkommeénsurabilitiit gar nicht beriickaichtigt werden
muBten. Der Beweis fiir dicsen letzteren Satz wird einfach auf dem Wege von
Bubtraktion der tiberflissigen Flichenstiicke gefiihrt.

Nun muB ich hier nachdriicklich betonen, dall der von mir eben rekon-
struierte Satz eine schr wichtige Rolle in jener 'pythagoreischen Flichen-
geometrio’ gespielt hatte, die nach P, Tannery den ungliicklichen und irre-
fiuhrenden Namen sgeometrische Algebruy erhielt. Der Satz tiber die Gleichheit
der 'parapleromata’ hat z. B. jene parabolische Flichenanlegung der Pytha-
goreer™ erméglicht, auf die ich hier nochmals hinweisen michte. — Es wurde

i Proclus in Eucl. (F) 419, 16—420, 23; aus der modernen Literatur siche dazu
Tu. L. Heats, Euclid’s Elements vol. 1, 343 f.
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oben, anlaBlich meines ersten Beispielss, schon erwihnt, dali man die Suche
nuch der Vierten Proportionale zu drei gegebenen Zahlen oder Grofen (a : b =
= ¢ : ) auch so auffassen kann: gegeben ist das Rechteck ¢, und man sucht
dazu das andere flichengleiche Rechteck, dessen eine Seite (a) ebenfalls gegeben
iat. Nun wird diese Aufgabe bei Euklid in dem Satz I 44 aufgrund der folgenden
Uberlegung geldst (siche Abb. 9 und 10): man faBt das gegebene Rechteck bc
als ein ‘parapleroma’ auf. Eine belicbige Seite des gegebenen Rechtecks
{c oder b) und die Strecke a ergeben im eraten Schritt das eine "um die Diago-
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Abb. 9 Abb. 10

nale liegende Parallclogramm’ (ac oder ab). Die Verlingerung der Diagonale
uelbst und die Verlingerung der Rechteckseite (¢ oder b) ergeben im zweiten

* Schritt auch das andere 'um die Diagonale liegende Parallelogramm’ (bz oder

cx). Nachden man nun das eine 'parapleroma’ und die beiden "um dic Diagonale
liegenden Parallelogramme’ gewonnen hat, muS man nur noch das andere
*parapleroma’ bzw. seine gesuchte Seitex hinzuftigen. (Parabolisch heilt diese
Art Flichenanlegung deswegen, weil die gegebene Fliche bc an die gegebene
Strecke a angelegt wird; vgl. das Wort xapgafdilew.)

Aber es gibt auch einen anderen, wie mir scheint, noch wesentlicheren
Beleg dafiir, dafl der vorhin rekonstruierte Satz eine sehr bedeutende Rolle
in der Geometrie der Pythagoreer gespielt haben muB. Fasse man nur noch
cinmal denselben Satz ins Auge. Man zieht durch einen beliebigen Punkt der
Diagonale zwei Parallelen zu den beiden Seiten eines Parallelogramms; es
wird dadurch die gegebene Flicho in zwei solche Flichenstticke zerlegt, die
untereinander gleich, und in zwei andere, die untereinander (und 2u dem
urspriinglichen Parallelogramm) &hnlich sind. — Hat nicht eben diese,
an und fitr sich einfache und doch schéne Entdeckung auch zu jener bertihmten
altpythagoreischen Aufgabe gefihrt, iber die Plutarch bei einer Gelegenheit
{Symp. VIII 2, 4) folgendermaBen berichtet:

11 Acta Antiqua Academios Scients B lcde 17, 1980
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«Es gibt unter den schénsten geometrischen Theoremen, oder eher Pro-
blemen, die folgende: gegeben sind zwei Figuren, und man soll eine dritte
konstruieren, dic der einen von den gegebenen gleich und der anderen
von den gegebenen @& hnlich ist. Man sagt auch, da3 Pythagoras in seiner
Freudo ilber diese Entdeckung sein berithmtes Opfer dargebracht hiitte.
Kein Zweifel, dieses Theorem ist in der Tat viel raffinierter und der Wissen-
schaft viel wirdiger, als jenes andere, wonach das Quadrat auf der Hypotenuse
der Summe der Quadrate auf den heiden Katheten gleich ist.»®

3. Zum Schlu muB} ich unter den elementaren Bestandteilen der behan-
delten pythagoreischen 'Fliichengeometrie' noch die Euklidische Definition
fiir den geometrischen Begriff 'Gnomon’ anfilhren:

11 def. 2: «In jedem Parallelogrammn soll ein beliebiges der um seine Diago-
nale liegenden Parallelogramme zusammen mil den beiden Erganzungen (paraple-
romata) ein Gnomon heifien.n

Wie man sieht, hat auch’zu diesem Begriff die vorhin behandelte Vier-
teilung des Parallelogramms gefiihrt. Man zicht niimlich durch einen beliebigen
Punkt der Diagonale zwei Parallelen zu den beiden Seiten des Parallelogramms.
Aber diesmal werden von den insgesamt vier Fliichenstiicken, die auf diese
Weise ontstehen, drei — ein beliebiges der 'um die Diagonale liegenden Paral-
lelogramme’ und die beiden "parapleromata’ — als ¢Gronions zusammengefaQit.
Zur Illustrierung zeige ich als Abb. 11 den Gnomon eines Quadrats, Die drei
Bestandteile des Gnomons wurden durch verschiedene Schraffierungen kennt-
lich gemacht. AuBerdem zcigt diese Abbildung auch noch, da8 das urspriing-
liche Quadrat (x?) diesmal in dic Summe des kleineren Quadrats (3°) und des
Gnomons aufgelost wurde. (Mit andertn Worten: subtrahiert man das kleinere
Quadrat y* von dem grifleren a2, so bleibt ein Gnomon tbrig.)

Wichtig ist nun die eben angedeutete Auflisung des Quadrats (z?) in
die Summe eines kleineren Quadrats (y?) und des Gnomons deswegen, weil man
dabei den Gnomon selbst sehr leicht in ein Reckteck verwandeln kann. Ja, es gibt
sogar zwei verschiedene Muglichkeiten fiir diese Verwandlung des Gnomons
in flichengleiches Rechteck. Man kann niimlich entweder so verfahren, wie cs
unsere Abb. 12, oder so wie es die Abb. 13 zeigt. In dem einen Fall (43b. 12)
bleibt bloB das eine 'parapleroma’ an seiner urspriinglichen Stelle; dagegen
wird die Fliche, die aus dem "Parallelogramm um die Diagonale’ (dem klein-
sten Quadrat, auf unserer Abbildung) und dem anderen ’parapleroma’ besteht,
dem an seiner Stelle belassenen "parapleroma’ als eine Art *Fortsetzung nach
links zu’ hinzugeftigt. — In dem anderen Fall (4b. 13) bleiben dagegen das
eine "parapleroma’ und das 'kleinste Quadrat’ an ihren urspriinglichen Stellen,

¥ Jch kann mich mit dieser Aufgabe in dem vorliegenden Zusammenhang nicht
eingchender beachiftigen. Man vergleichu jedoch dazu, wie diese in der historischen
{o?:;:uég bishor behandelt wurde, einstweilen TH. L. HeaTH, Euclid’s Elements vol.
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und bloB das andere 'parapleroma’ wird ihnen als *Fortsetzung nach links zu’
hinzugefiigt. — In beiden Fillen wird die eine Seite des konstruierten Recht-
ecks, das dem Gnomon fliichengleich ist (schraffiert in den A4bb. 12 und 13):
2 4 y. und die andere Seite:  — y. (Zu den Buchstaben z und y sieche auch
Abb, 11.) Ein Unterschied besteht zwischen den beiden Fillen bloB insofern:
was mit dem kleinsten Quadral’, dem Bestandteil des urspriinglichen Gnomons
wird? — In dem crsten Fall (Abb. 12) scheint dieses kleinste Quadrat dem
konstruierten Rechteck zu feklen (éAdelnew). Darum ist dies ein sog. ellipti-

elleipei

Abb. 12

scher Fall der Flichenanlegung. — In dem anderen Fall (Abb. 13) schieft
dusselbe kleinste Quadrat @iber dos Quadrat y? hinaus (sUberschufs — dnep-
Pokij). Darum ist dies ein hyperbolischer Fall der Flichenanlegung. — Nun

- kann ich mich in diesem Zusammenhang mit der 'Elleipsis’ und mit der

"Hyperbole' nicht cingehender beschiiftigen.” Es sei hier nur darauf hinge-
wiesen, daB bei Euklid in der Konstruktion des Satzes I1 5 eben die angedeutete
elliptische Fldchenanlegung, wihrend in der Konstruktion des Satzes II 6
der hyperbolische Fall zur Anwendung kommt.

v

Nun konnen wir zu dem Satz II 6, dessen Genesis hier erklirt werde
soll, zuriickkommen. ) :

Es wurde oben im Kapitel II. schon angedeutet, daB dieser ein Hilfs-
satz zu dem Beweis des anderen wichtigen Satzes, I1 14 ist; er wird auch in
dem Beweisteil des letzteren wirtlich zitiert. Darum fessen wir vor allem den
Satz 11 14 niher ins Auge. Die in ihmn behandelte Aufgabe heiBt:

sEin einer gegebenen geradlinigen Figur gleiches Quadrat zu errichien.s

Euklid erstrebt immer die groStmdgliche Allgemeingiiltigkeit. Darum
geht er nicht sogleich von einem Rechteck, sondern im allgemeinen von einer

17 Sieho wieder die vorige Anmerkung !

11* Aeta Antigua A das Sele Huongaricss 17, 1060
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*
sgeradlinigen Figurs aus. Zuerst wird — unter Hinweis auf den fritheren Sutz

I 45 — die gegebene ogeradlinige Figurs in ein Rechteck verwandelt, und
erst dann kommt der wesentliche Inhalt des Sotzes II 14, der sog. 'fefra-
gonismos' = edas Verwandeln des Rechtecks in flichengleiches Quadrato.

Ich habe oben, in meinem ezweiten Beispiel» schon darauf hingewiesen,
daB das Verwandeln eincs Rechtecks in flichengleiches Quadrat der Aufgabe
die Mitttlere Proportionale zwischen zwei Zahlen oder Grifen zu finden, gleich-
wertig ist. Die Konstruktion der Mittleren Proportionale zu zwei geraden

X
Y

Strecken wird bei Euklid in dem Satz V1 13 behandelt. Die beiden Sitze,
VI 13 und II 14 fishren also zu demselben Ergebnis.?® Uns interessiert jedoch
diesmal eben der Unterschied der beiden Sitze.

Das Uberraschende an den Konstruktionen in VI 13 und 1I 14 ist
niimlich, da8$ die wichtigsten Schritte in beiden Fillen auf den ersten Anblick
als vallig identisch aussehen (siche Abb. 14). In beiden Fillen werden zuniichst
die Seiten des betreffenden Rechtecks — bzw. die Strecken a und b, zu denen
man die Mittlere Proportionale sucht — einer geraden Linie entlang addiert.
Dann halbiert man die Summe der beiden Strecken und man schligt mit der
balben Strecke den Halbkreis um den Halbierungspunkt. Und schlieBlich
errichtet man die Senkrechte in dem Berithrungspunkt der beiden Strecken a
und & bis zur Peripherie des Halbkreises; die so gewonnene Strecke d wird
die gesuchte Mittlere Proportionale zwischen « und b, bzw. die Seite des dem
ab flachengleichen Quadrats,

i “WI& m::, bq:'!; J‘ ikenschnf HEIBERG (ullgatllile;naii‘:iehm zumArmo‘ telese, Abhand-
ungen zur . d. math. Wi . 18. Heft, ig 1804) unter Hinweis auf
die beiden wichtigen ArisTorELES-Stellon, De antma II %z.;gl!in 13—20. und Metaph.
B 2.996b 18—21, den Batz VI 13 fiir den &lteren und ursprilnglicheren gohalten; demge-
mber kbnnte — seiner Ansicht nach — II 14 cine X'ﬂngert Variante sein. Dersolboen

icht hat sich auch T, L. Heatn (¢Mathematics in Aristotles, Oxford 1949 191—193)
angeschlossen. ~ Ich muB in diesom Zusammenhang zwoi Tatsachen festlegen: 1. der
Satz II 14 ist aller Wahrscheinlichkoit nach altpythagoreisch ; 2. dic relative Chronologic
der beidon Siitze VI 13 und II 14 146t sich nick mit, Bestimmtheit entscheiden, (S;E:c
auch oben meine Anmerkung 11.) Auch VI 13 kann nl{iythafominch sein, obwohl zu
:%i::‘;mchwch bei EvrLID allerdings die oudoxische Definition der Proportionalitiit

Acia Antiquo Academice Scientiarum Hungaricae 17, 1089
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Beachtet man bloB die eben zusammengefuliten Schritte, o wiire man
zuniichst geneigt, die beiden Konstruktionen (VI 13 und II 14) fiir identisch
2u halten. Und doch unterscheidot sich der Sinn derselben Schritte in den
heiden Fillen so vollkommen wie nur miglich ! Die Gedankengiinge der beiden
Siitze, die sich hinter den sidentischen Schrittens stecken, sind villig ver-
achieden. Man tiberlege sich niimlich zuniichst, welchen Sinn die eben ange-
deuteten Schritte - von dem Gesichtspunkt des Satzes VI 13 aus — haben
milssen.

Abb. H

Man addier! die beiden Segmente « und b — zu denen die Mittlere pro-
portionale gesucht wird —, weil man die Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks (AC, Abb. 14) bekommen will. (Man weif dabei im voraus, daB o
und b je fiir sich langere Kathete bzw. kitrzere Kathele von zwei anderen recht-
winkligen Dreiecken werden !) Man halbiert das Segment AC. und man schligt

. mit der halben Strecke den Halbkreis, weil man — im Sinne des thaletischen

Satzes — zunéichst die geometrischen Stellen aller jener rechtwinkligen Drei-
ecke sucht, deren Hypotenuse AC ist. Und schlieBlich wird d die gesuchte
Mittlere Proportionale zwischen « und &, weil sie kitrzere Kathele dea recht-
winkligen Dreiecks ABD, und zu gleicher Zeit lingere Kathete des reohtwinkli-
gen Dreiecks BCD ist, wobei dic Dreiecke ABD und BCD untercinander
hnlich sind. — Zweifellos bildeten eben diese Gedanken die Grundlage zu
der Konstruktion in dem Satz VI 13. Aber man findet nichts von densclben
Gedanken in der nur scheinbar identischen Konstruktion des Satzes II 14. —
Versuchen wir in dem folgenden jene Gedankenginge zu reproduzieren, die zu
der Konstruktion in dem Satz II 14 geftihrt hatten.!®

Soll man ein gegebenes Rechteck ab — ohne Anwendung von Propor-
tionen — in flichengleiches Quadrat verwandeln, so denkt man etwa folgender-

1 Jch méohte hicr dankbar betonen, daB mein Leitfeden in der folgenden Rekon-
struktion — wie auch =onst in der Rekonstruktion antiker ma r Gedanken-
giingo schr oft — das schdne Bilchloin von G. Pérya, ¢How to solve it?» war. Ich bin
iiberbaupt der Ansicht, da8 nicht nur die mathematische Heuristik in den Dienst der
hiswriuﬁcn Forschung gestellt werden kann, sondern auch kehrt: die historische
Forschung dio keimende Wissenschaft der Heuristik firdern soll.

ricas 17, 5069
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maBen. Wir haben sozusagen einen Weg hinter uns zu legen. Gegeben ist
unser e¢Ausgangspunkts, das Rechteck ab. Das «Ziels, zu dem wir gelangen
milssen, ist das dem Rechteck ab flichengleiche Quadrat, d°. — Man hat das
Gefiihl, daB cAusgangspunkts und «Zicl ziemlich weit voneinander entfernt
sind; es gibt sozusagen einen Niveau-Unterschied zwischen den beiden. Kénnten
tAusgangspunkts und «Ziels nicht irgendwie einander niihergebracht werden?
Es wire z. B, sogleich etwas gemeinsames in dem «Ausgangspunkts und in
dem «Zicly, wenn man sie beide als Ergebnisse je einer geometrischen Operation
auffassen kounte. Wie wird nun sowohl das gegebene Rechteck ab, wie auch
das gesuchte Quadrat d® zum «Ergebnis je einer Operations? — Wir wollen
es zunichst mit dem Rechteck versuchen.

Man denke an die Subtraktion in den obigen Abbildungen 17 und 12.
Subtrahiert man von einem griferen Quadrat z* ein kleineres 32, so bleibt
ein 'Gnomon’ iibrig, der jedoch sehr leicht in das Rechteck (z 4 ) (z — ¥)
verwandelt werden kann. — Unser Rechteck (ab) unterscheidet sich von dem
letzteren bloB darin, da8 hier anstatt der Quadrate, die man auseinander sub-
trahieren soll — 2® und »? —, unmittelbar die Seiten des Rechtecks a und b
gegeben sind. Aber selbstverstiindlich kann man aus den beiden Seiten des
Rechtecks auch die Quadrate 2* und y* bekommen:

b)’

¢’=(—a—i—b-r und y’=[a~
2 2
(Siehe die Abb. 12.) Wir fassen also unseren ¢ xsga.ngspunkto. das Rechteck

ab als die Differenz der beiden Quadrate (u ; b] P ) auf, 8o wird

der «Ausgangspunkts zu dem ¢Ergebnis einer geometrische Operanom. (Eigent-
lich wird eben diese Transformution des sAusgangspunktess durch den Hilfs-
satz I1 5 im voraus zustandegebracht !)

Ahnlich kann man auch das «Ziels, 2u dem wir gelangen wollen, d?, als
¢Ergebnis einer anderen geometrischen Operations auffasson, Ja, auch diese
andere Operation kann eine Sublraktion sein. Denn fiir das rechtwinklige
Dreieck in unserer Abb. 15 gilt ja der 'pythagoreische Lehrantz': 22 = ® 4 d2,
Bubtrahiert man darum aus dem Quadrat der Hypotenuse das Quadrat der
einen Kathete, 80 bekommt man das Quadrat der anderen Kathete: 2* — y2=d?.
~ Hat man dies erkannt, so hat man die Lisung unserer Aufgabe — das
Verwandeln des Rechtecks ab in flichengleiches Quadrat — sozusagen schon
in der Hand.

Denn vorhin fiihrte die Subtraktion der beiden Quadrate auseinander
zu einem Rechteck, und jetzt fiihrte dieselbe Subtraktion® zu einem Quadrat.
Will man also ein Rechteck ab in flichengleiches Quadrat verwandeln, so

0 Moine Buchstabierung in 4bb. I5 wollte im voraus den Gedankengang fitr
den Lecer erleichtern.
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besteht die Losung daraus, da3 man die beiden Ergebnisse miteinander ver-
2
bindet. Das groBere Quadrat ‘a sl

} von dem man das klcinere subtrahiert,

wird das Quadrat auf der Hypotenuse eines rechtwinkliger:~Dreiecks, Dagegen
—b2

wird dae kleinere, das subtrahierte Quadrat [i;i, das Quadrat auf der

1
0, |
A d !
!
!
{— |
g
X = e o
d [] (u-b)z
2
Y
Abd. 15 Abb. 16

einen Kathete. Aus den beiden Angaben: Hypotenuse = Boiech und eine

Kathete = — T 5 soll man die ssdlers: Kathers des recktwinklipen Dreiscks

bekommen (siche Abb. 16). Das Quadrat auf dieser anderen Kathete (d) ist
fliichengleich dem gegebenen Rechteck ab. Das ist der Sinn der Konstruktion
im Satz 1I 14.

Man sicht also, daB das Addieren der beiden Seiten des Rechtecks (a + 5)
in dieser Konstruktion (8. Abb. 16) in der Tat einen anderen Sinn hat, als in
dem Satz VI 13 (siche zu dem letzteren die Abb. 14). Dort addierte man die
beiden Strecken, weil die Summe a 4 b Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks wurde. Diess Hypotenuse mufite in VI 13 kalbiert werden, um den
thaletischen Satz anwenden zu knnen. — Dagegen haben dieselbe Addition
und dieselbe Halbierung in 11 14 den Sinn, da8 die halbe Summe der beiden

Seiten des Rechtecks: — -: 3 selber Hypotenuse eines anderen rechtwinkligen

Dreiecks wird (4bb. 16).
Es sei hier als eine interessante Tatsache noch hervorgehoben, daB in

—b)\12
der Konstruktion des Satzes IT 14 die Seite jenes kleineren Quadrats gk

das von dem Quadrat der Hypotenuse B

2
b] subtrahiert wird, gar nicht
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besonders konstruiert werden soll. Denn dic Strecke zwischen dem Halbierungs-
@ -

punkt von a + b und dem Berthrungspunkt von a und b ist eben:

]

Zum SchluB muB ich noch meine frithere Behauptung — daB niémlich
der Satz IT 5 nur einon Hilfssatz, ozusagen einen ¢Fertigbauteils zu dem Beweis
des Satzes IT 14 darstellt — etwas nither begriinden.

Es sei vor allem darauf hingewiesen, dall Euklid den IT 5 (den Wortlaut
siehe oben am Anfang des 1. Kapitels) an einer Zeichnung erkliirt und beweist,
die in allem wesentlichen meiner Abb. I2 entapricht. Mit dieser Abbildung
habe ich veranschaulicht, wie die Pythagoreer einc beliebige Quadratfliche
in die Summe eines kleineren Quadrats und eines Gnomons, bzw. in diejenige
eines Quudrats und eince Rechtecks aufltsten. Es handelt sich im Grunde eben
um dasselbe auch in dem Satz 1T 5. Allerdings geht Euklid nicht von einem
Quadrat, sondern von einer Strecke aus, die halbiert und in ungleiche Abschnitte
geteilt wird. -- Daa Teilen in ungleiche Abschnitte ist offenbar nur die Umkeh-
rung dessen, daB in II 14 die beiden Seiten des Rechtecks addiert werden.
In IT 14 macht man aus den beiden Seiten des Rechtecks eine Strecke, wiihrend
in II 5 aus der gegebenen Strecke — durch beliebiges Teilen — ein Rechteck
gemacht wird. — Die sHalbierungeno haben in beiden Siitzen — II 5 und 14. —
denselben Sinn: auf die halbe Strecke wird jenes grifiere Quadrat errichtet,
von dem ein kleineres subtrahiert werden soll.

Aber noch interessanter ist das folgende. Ich habe schon hervorgehoben.
daB zu der Anwendung des ‘pythagoreischen Lehrsatzes’ in II 14 auch die

halbe Differenz der beiden Rechteckseiten ' = b] notig ist. (Das Quadrat auf

2
dieser Strecke wird von dem Quadrat der Hypotenuse [a + b] subtrahiert.)

Man braucht jedoch diese Strecke gar nicht besonders zu konstruieren; sie ist
die «Strecke zwischen dem Halbierungspunkt von a + b und dem Berithrungs-
punkt von @ und bs. Dasselbe Segment wird bei Euklid in II 5 als die «Strecke
2wischen den Teilpunkiens bezeichnet. — Auch diese sprachlich schwerfillige,
beinahe unbeholfene Bezeichnungsart ist fiir mich ein schlagender Beweis
dafiir, daB der alte Geometer den Satz 1T 5 im Hinblick auf IT 14 im voraus
aufgestellt und bewiesen batte. '

v

Man kdnnte jene Ergebnisse der vorangestellien Untersuchung, die mir
auch von dem Gesichtspunkt der weiteren Forschung aus als wichtig vor-
kommen, etwa in den folgenden Punkten zusammenfassen:

Acta Anigua Academi dentt Hungaricae 17, 1082
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1. Der Satz II 5 ist cin rein geometrischer Hilfssutz zu dem Beweis des
Satzes 11 14. Es wiire irrefuhrend, diescn Satz als ¢Lisung @ner algebraischen
Gleichungs aufzufassen. Die algebraische Auslegung — auch wenn sie dem Satz
Euklids dquivalent ist — verdunkelt den wahren geometrischen Sinn dieses
Satzes, und historisch erweckt sie den falschen Schein, als hitten die Griechen
in voreuklidischer Zeit in der Tat mit calgebrnischen Gleichungens operiert.

2. Es wurde oben im Kapitel I1. auch darauf hingewiesen, dafl auch die
itbrigen Sitzo der sog. egeometrischen Algebra der Pythagoreers sich als rein
geometrische Siitze erkliren lassen. Dagegen hat man Spuren von echt algebrai-
schen Gedankengiingen® aus der voreuklidischen und Euklidischen Uber-
lieferung bisher nickt nachweisen kisnnen.

8. In einem Punkt werden jedoch die Gedanken von P. Tannery, mit
denen er die spiiteren Spekulationen iiber die angebliche sgeometrische Algebra
der Griechen» angeregt hatte,? beibehalten. P. Tannery war némlich der
Ansicht, dal} diese Art Geometrie ihr Entstehen der Entdeckung der Inkom-
mensurabilitéit zu verdanken hat. Es wurde in der Tat auch in meiner Arbeit
darauf hingewiesen, daB dic behandelte ‘Flichengeometric der Pythagoreer’
dag Problem der Inkommensurabilitiit ewsschaltet und die Benutzung von
Proportionen konsequent vermeide!.

4. Jene Vermutungen, die die egeometrische Algebra der Pythagoreers
als Ubernahme bzw. griechische Weiterentwicklung von urspriinglich babylo-
nischen Gedankengiingen auffassen wollten, waren voreilig, Der Zusammen-
hang dieser Art Kenntnisse mit der ¢babylonischen Wissenschafts ist in der
Wirklichkeit nirgends erwiesen. Im Gegenteil! Man hat eher den Eindruck,
daB die hier behandelte ‘Fliichengeometrie der Pythagoreer’ eine rein griechi-
sche Errungenschafl war.

Budapest.

[

Szané A., Wie kamen die Pythagoreer zu dem Salz Eucl,, Elem. 11,5 : AAnt-
Hung XVII 1969 149-169. | Le théordéme 11,5 est purement géométrique ct
fail partie de la preuve de 1r,14 3 {1 ne s'agit pas J'une équation algéhrique.
L’influence babylonicnne doit donc &tre exclue. .

* 2 Echt algebraisch ist z. B. die Interpretation von B, L. v, d. WAERDEX fir den
Beweis des Satzea 11 14 (Erwachende Wissenschaft 1858, 193; oder Science awakening
1963, 118), Anstatt von Fldchen arboitot hier der moderne Verfasser mit Produkten gus
swei Fakioren, bzw. mit Grifen zweilen Grades, wobei man die Gefahr Muft, daB in dem
Leser der grundlegende Unterschied der Geomotrie und dor bra gar nicht bewufit
wird, Natiirlich ist auch der moderne Beweis von B. L. v. d. WAERDEX tadellos. Aber
mit dem antiken Gedanken hat er in der Wirklichkeit gar nich!s =u tun.

2Vgl. oben meine Anmerkung 6.
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