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Sechste Sitzung am 11. Dezember 1906. VOG'T:, H.
Herr Direklor der Kénigl. Maschinenbauschule Kosch: \qo%}

EKonstruktion und Bedentung des Kerns von Querschnitten
prismatischer Stébe.
Referate Uber einige der gehaltenen Vortrige sind unten abgedruckt.
Die Sitzungen waren von 15 bis 30 Personen besuchl. Zum Prisidial-
delegierten fiir die Jahre 1907 und 1908 wurde in der letzlen Sitzung
Herr Geh. Rat Prof. Dr. Sturm wiedergewihit.

ffber einen Beweis in C. G. J. Jacobis Abhandlung De determinantibus
functionalibus.
Von
Prof. Dr. E, Toeplitz.
Der Vortragende macht darauf aufmerksam, dat der Beweis, den
Jacobi im art. 6 der genannten Abhandlung*) fir den Fundamentalsatz:
die Determinante von Fuuktionen. die nicht von einander unabhingig
sind, verschiwindet
gibt, einen Fehler enthilt, was noch nirgends ausdriicklich hervorgehoben
worden zu scin scheint.
Aus dem identischen Bestehen der Gleichung
A f, . fu) =0
zwischen den n - 1 Funktionen f, f;, . ., fx der Verinderlichen z, x,. . ., 24
folgt namlich nur, daB das durch Differentiation hervorgeliende lineare
homogene Gleichungssystem
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dann identisch besteht, ,,wenn man fir £, f;, . ., /n die Ausdriicke in den
Verinderlichen x, 2, . ., @» einselzl, denen sie gleich sind“. Man kann
s, h

also auf das Verschwinden der Funktionaldeterminante = = 35 a_x—, R

auch nur dann schlieBen, wenn feststeht, daB nicht alle GréBen %‘LI, B_H_’ . .'a_ﬂ

f af 1 af n
bei dieser Einsetzung gleichzeitig verschwinden, aber nicht, wie
Jacobi schlieBt, an sich nicht verschwinden; denn dies erst wiirde be-
deuten, daB X von allen f, f;, . ., fn frei wire.

#) Journ. f. d. r. u. a. Math, Bd, 22, 1841 S. 328 f., Jacobis Gesammelte Werke
Bd. 111, 1884 S. 40¢ f., Ausgabe von P. Stickel in Ostwalds Klassikern der exakten
Wissenschaften Nr. 78, 1896 8. 16 f.
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Dieser Fehler wird zwar in manchen Beweisen des Jacobischen Satzes

| vermieden — sei es dadurch. daB dber die Auflosbarkeit der Gleichung

JA(f, fis. .. [n)=0. oder iiber die der Gleichungen f=fix, x;, .., Tn):
fi =hl e ooa) o o fu=fulz, 3. . ., 7,) gewisse Voraussetzun-
gen gemacht werden; aber es wird auch, selbst bis auf dic neueste Zeit,
der Jacobische Beweis unveriindert wiedergegeben; auch in den Anmerkun-
gen der Osticaldschien Ausgabe ist keine Bemerkung hieriiber zu finden.
Deshalb glaubte der Vortragende eimmal darauf hinweisen zu sollen.

Der Pythagoreische Lehrsatz in der Hltesten Geometrie der Inder
yon
Professor Dr. H. Vogl,

Die Geometrie der Inder hat unter dem Einflusse von M, Cantor bisher
als abhéngig von der der Griechen gegollen. Durch die Versffentlichungen von
Biirk (Zeitschrift der Deutschen Morgenlindischen Gesellschaft Bd. 55. 56)
1901 und 1902 ist ein Umschwung der Auffassung vcingetreten: es wird
jetzt allgemein anerkanni, daB die Inder anschauliche geometrische Walir-
heiten zur Ausfithrung ibres Opferkults, hesonders zum Bau von gesetz-
masig gestalteten Alliiren in der Zeit von 2000 bis 1200 v. Chr, aufgefunden
und angewendet haben, daB ein Fall des Pylhagoreischen Lehrsatzes (das
rechtwinklige Dreieck 15, 36, 39) sich bei ihnen um 800 findet, und daB
ein Kodex geometrischer Wahrheiten und Vorschriften in den Sulba-Sulren
von 600—400 v. Chr. niedergelegt worden ist. Die Unabhiingigkeit dieser
Geometrie ist auBer durch ihr hohes Alter auch durch ihre Eigenartigkeit
gewiihrleistet.

Zur Zeit der Sulba-Sutren sind die Inder im Besitz des Pythagoreischen
Lehrsatzes gewesen, sie wissen Quadrate zu addieren und subtrahieren,
Rechtecke in Quadrate zu verwandeln, den Kreis annithernd zu quadrieren,
komplizierte Gestalten z. B. einen in Gestall eines Falken aus Quadraten
und Rechiecken zusammengesetzien Altar um eine gegebene Fliche zu ver-
groBern, ohne die Gestalt zu verindern; auch haben sie einen sehr guten
Annitherungswert fir die Diagonale eines Quadrats.

Die Erkenntnisgriinde dieses Wissens aber sind entweder die An-
schavung oder das Messen mit sehr beschrinkter Genanigkeit. Geometrische
Abstraktion und deduktives. Beweisverfahren ist ihnen unzuginglich; sie
bleiben durchaus im Bereiche des ungewissen Suchens und des praktischen
Ausfithrens, So ist zwar der besondere Fall des Pythagoreischen Lehr-
satzes (fir das Quadrat) adiqual aus der Anschauung erkannt, der all-
gemeine Satz aber hat zur Begriindung nur die Giltigkeit des besonderen
Falles und das Ausprobieren an 8 Fillen von ganzzahligen Pythagoreischen
Dreiecken. (Die Inder verwenden die Rechtecksfiguren.)

Haben die Inder also auch den Pythagoreischen Lehrsatz als allgemein
galtig ausgesprochen, so ist er bei ihnen doch keine mit dem Kennzeichen
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der Notwendigkeit behaftete geometrische Wahrheit, sondern ein glickliches
Ergebnis von Intuition und Ausmessung in Einzelfillen. Ebenso ist sicher,
dag die alten Inder das Irrationale, dessen Kenntnis man ihnen zugeschrieben
hat, nicht gekannt haben,

So bleibt nach wie vor die Schipfung der wissenschaftlichen Geometrie
insbesondere die Feststellung des Pythagoreischen Lehrsatzes als einer
‘wissenschaftlichen Tatsache und die Entdeckung des Irrationalen das Werk
der Griechen. Was sie von den Vélkern des Orients, zu denen jetzt auch
die Inder treten, erhalten haben konnen, das kaun héchsiens ein gewisses
Rolunaterial von anschaulich und messend gewonnenen empirischen Tat-
sachen gewesen sein.

Uber eine Verallgemeinerung der Alhazenschen Aufgabe
yon

Dr. Pyrkosch.

Eine Kurve 4. Ordnung ist durch 14 ihrer Punkte im allgemeinen
bestimmt. Demnach bestimmen 13 Punkie im allgemeinen ein Biischel
von Kurven 4, Ordnung. Soll ein Punkt ein Doppelpunkt der Kurve sein,
so zdhll er fir 3 einfache Punkte, und eine Kurve 4. Qrdnung vom
Geschlecht 0 ist also durch ihre 3 Doppelpunkte und 5 einfache Punkte
bestinmt. Demnach ist ein Biischel solcher Kurven im allgemeinen fest-
gelegl, wenn 3 Punkte als Doppelpunkte und auBerdem 4 einfache Punkte
gegeben sind.

Diese 3 Doppelpunkte kénnen nun siimtlich oder z. T. in die Diagonal-
punkte des von den 4 einfachen Punkten gebildeten Vierecks fallen, und
im folgenden wollen wir den Fall niher ins Auge fassen, wo 2 Doppel-
punkte mit 2 Diagonalpunkten zusammenfallen, wihrend der dritte beliebig
bleibt. Ein solches Biischel liBt sich aul folgende Weise erzeugen:

Wir betrachten ein Kegelschnittbiischel mit den Grundpunkten F,, F,’,
F,, F,’. Der Schnittpunkt von F,F," und F;F,” sei A, der von F,F, und
F,’F;" sei B, Dann wird durch das Biischel auf AB eine Involution mit
den Doppelpunkten A und B fesigelegl. Von einem beliebig gewihlten
festen Punkte O aus projizieren wir diese Punktinvolution durch eine
Strahleninvolution. Wir kdnnen dann die Kegelschnitte des Biischels [F]
und die Strahlenpaare der Involution [O] als lineare Mannigfaltigkeiten
auf 003 Arien projekliv auf einander beziehen, indem wir 3 Elemente
der cinen 3 Elementen der anderen zuordnen. Wir setzen nunmehr fest,
daf dem Geradenpaar des Kegelschnittbiischels, das seinen Doppelpunkt in
A hat, der Doppelstrahl OA der Strahleninvolution entsprechen soll und
dem Geradenpaar des Biischels mit dem Doppelpunkt B der Doppelstrahl
OB. Danmn sind noch oco! projektive Zuordnungen der Involution und
des Biischels méglich.

Es ist pun leicht einzusehen, daB das Erzeugnis irgend einer dieser
Zuordnungen eine Kurve 4, Ordnung ist, die in A, B, O je einen Doppel-
punkt hat und die 4 Punkte F zu einfachen Punkten, so da8 also die oo’
Zuordnungen ein Biischel 4. Ordnung mit den festen Doppelpunkten A,
B. O und den einfachen Punkten F,, F,’, F,, F," erzeugen.

Insbhesondere kinnen wir irgend einem Strahlenpaar ¢ der Involution
[O] den Kegelschnitt des Biischels [F] zuordnen, der die AB in denselben
Punkten schneidet wie o; dann gilt dies von jedem Paar entsprechender
Elemente, und die Involution und das Kegelschnilthiizchel liegen perspektiv
inbezug auf die Punktinvolution aul AB. Dann lést sich von der erzeuglen
Kurve 4. Ordnung die Gerade AB ab, und die Restkurve ist eine Kurve
3. Ordnung, die in O einen Doppelpunkt hat und auBer durch die Punkte
F durch die Punkie A und B geln.

Lassen wir irgend einem Kegelschnitt des Biiscliels ein Strahlenpaar
der Involution enlsprechen, das enlweder dem Doppelstrahl OA oder dem
Doppelstrahl OB unendlich benachbart ist, so gelangen wir zu 2 anderen
zerfallenden Kurven des Biischels. Die eine besteht aus der Doppelgeraden
OA und dem von B ausgehenden Geradenpaar F, F,, F,"F," und die andere
aus der Doppelgeraden OB und dem von A ausgehenden (eradenpaar
F,F,FF.

SchlieBlich ist durch die 5 Punkte A, B, O. F,, F," und ebenso durch
A, B, O, F,', F, je ein Kegelschnitt bestinmt, und diese beiden Kegel-
schnitte bilden zusammen auch eine zerfallende Kurve des Biischels, indem
auf ihnen beiden durch die Strahleninvolution und das Kegelschnitthiischel
dieselbe Involution eingeschnitten wird.

Wir wenden uns nunmehr zu folgender Aufgabe, die mit einem
Kurvenbiischel der beschriebenen Art in einem gewissen Zusammenhang
steht:

Wenn ein Kreis % gegeben und in derselben Ebene 2 feste Punkte
A und B, die Punkte X auf % zu ermitteln, nach denen ein von A aus-
gehender Lichtstrahl zielen muB, um nach der Brechung an dem Kreise,
der 2 optisch verschiedene Medien trennt, nach B zu gelangen.

Es sei O der Mittelpunkt des Kreises x, X ein Punkt der gesuchien Art,
also OX das Einfallslot, & der Einfallswinkel, § der Brechungswinkel, n der

Brechungsexponenl!, Dann ist 3::-9‘ = n. Stehen AM und BN senkrecht aufOX,

AM AM BX raw
=ix = —. =n. IstR : -
so ist sin @ = X sin B Y fo]gl ich INAN =M I8 der Schnitt
. AM AR .. AX AR i
punkt von OX und AB, so ist BN = BR' folglich Bx = ™ BR oder
AX AR .
A= n.p wenn D O A, G — P gesetz! wird.



