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Haben die alten Inder den Pythagoreischen Lehrsatz
und das Irrationale gekannt?

Von HeiNricE VoGT in Breslau.

Die in den Jahren 1901 und 1902 erfolgte Veriffentlichung und Er-
liuterung des Arasrauna-Sulba-Sutra,?) einer der drei Aufzeichnungen der
ltesten geometrischen, kultischen Zwecken dienenden Konstruktions-
methoden der Inder, hat einen Umschwung in der Wertung der iiltesten
indischen Geometrie herbeigefiihrt, dem M. Caxtow im Archiv der
Mathematik und Physik (8s, 1905, S. 63—72) Ausdruck gegeben hat. -

Gerade CanrtoRr hatte 30 Jahre lang durch sein groBes Ansehen den S
Glauben an die Abhiéngigkeit der indischen Geometrie von der griechischen ¥
aufrecht erhalten. Er hatte sich seine Ansicht gebildet im Gegensatz '
gegen die von Timnaur aufgestellte Schitzung der indischen Geometrie
als eines selbstindigen und uralten Ausflusses indischer Geistesart. Tmpavr
batte das Bavonarass-Sulvasutra mit Ubersetzung und Kommentar heraus-
gegeben?) und aus allen drei Sulbasuiren, deren Verfasser BAUDHAYANA, :
Arastanra, Karvavana heiBen, einen vergleichenden, sehr eingehenden *
Auszug hochst plauvoll und durchsichtiz zusammengestellt,®) mit fort-
laufendem Kommentar versehen und sein Urteil ither das Alter und die

Selbstindigkeit der Geometrie der Inder aus inneren Griinden hergeleitet. :
Weder THBAUT noch der viel weiter gehende VON ScurOEDERY) 2

drangen mit ihren Ansichten durch: den Umschwung herbeizufiibren war 3

erst BiRk beschieden. | :
Biek veroffentlicht das Arasrawza-Sulba-Sutra vollstindig in Uber- >

setzung,) fihrt die innerlichen Griinde THIBAUTS weiter aus und fiigt

1) Awsenr Biex, Das Arisrausa-Sulba-Sutra; Zeitschrift der Deutschen

Morgenl&ndischen Gesellschaft 55, 1301, S. 543—591; 56, 1902, S. 827—391,
2) The Pandit, 8 monthly journsal of the Ronares college devoted to

Sanskrit literature (Benares), 9—10, 1875.

8) Journal of the asiatic society of Bengal (Calcutta), 44 : 1, 1875.

4) vox Scrmoxorn, Prruiconas und die Inder (Leipzig 1884). ’
5) a. a. 0., 56, |
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. satz I.md das Irrationale gekannt? Bibl. math. 7 ("06/07) S. 6—23.
1:\ . Dle. Inder haben in einer Zeit, fir die griechischer EinfluB noch 1
nicht in Frage kommt, den Pythagoreischen Lebrsatz allgemein auf- .
o 5 \g gestellt, ihn aber nur durch unvollstindige Induktion begriindet. Sie -
g g Y haben einen vorziiglichen Niherungswezt fir V2, dessen Fehler nur.
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ihnen neue, philologische Argumente hinzu.l) Er bestitigt und stiitzi
seine Schliisse, geht aber auch in wesentlichen Punkten fiber ibn hinaus
in dem, was er den alten Indern zu- und den Griechen ahspricht.

Die altindische Geometrie ist jetzt ihrer Art nach als selbstiindig, an
Alter der griechischen tiberlegen erkaunt. Die Bliitezeit des Opferkults,
an den sie geknlipft ist, schlieBt das 12. vorchristliche Jahrhundert ein;
ein Beispiel eines Pythagoreischen Dreiecks (15, 36, 39) ist aus dem
8. Jahrhundert tiberliefert; die Siulbasuiren werden nicht spiiter als in das
5. oder 4. vorchristliche Jahrhundert geseizt.?) Also die Griechen sind
bestimmt nicht, wie man bisher angenommen hatte, die Lehrmeister der
Inder gewesen.

Konnen nun umgekehrt, was zeitlich nicht unmiglich “wire, die
Griechen von den Indern gelernt hahen? Kinnen sie speziell den Pyiha-
goreischen Lehrsatz und das Irrationale aus indischen Quellen gesehipft
haben?

Diese Frage will ich im folgenden durch Untersuchung der Grenzen
des altindischen geometrischen Wissens zu beaniworten suchen.

1
Haben die alten Inder: den Pythagoreischen Lechrsatz gekannt?
Aprasrannpa-Sulba-Sutra cap. I, 4 und 5 lanten:

1. ,Die Diagonale eines Rechtecks bringt beides hervor, was die
lingere und die kiirzere Seite desselben, jede fiir sich, hervor-

bringen. 4
2. ,Die Diagonale eines Quadrats bringt eine doppelt so groBe Fliiche
hervor.”
Wer diese beiden Sitze liest, wird nicht anstehen, die obige Frage
zu bejahen, s o

Aber vertiefen wir die Frage: Welchen.Grad von Rinsicht in die
Gilltigkeit diesor Sitze haben die Inder besessen? Waren es empirische -
Regeln, von derem Griinden und deren Giiltigkeitsbereich man keine
Keuntnis besitzt, oder offenbart sich in ibnen ein auf Griinden der .\n-
schanung oder des Denkens beruhendes, den Umfang der Giiltigkeit nach
dem Uwfange der Erkenntnisgriinde abgrenzendes Wigsen?

Satz 2 ist eelhst ein Einzelfull Er ist vollstindig erkennbar aus
einer Fignr wie der bekunnten aus dem PraToxNischen Dialog Mrxes, wo
4 Quadrate zu einem groBen Quadrate zusammengescholen sind und in
jedem Einzelquadrat diejenige Diagonele gezogen ist, welche nicht nach

Ya o 0,85 — 2 Bimk, a. 8. O, 55, B, 544, 553, 556, 551.
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der Mitte der ganzen Figur liuft. Bi'rk macht es durchaus wahrseheinlich,
duB aveh fiir die Inder die Anschauung dieser Figur ohne logische De-
duktion die volle Einsicht in die Beziehung zwischen Quadrat iiher der
Seite und Quadrat {iher der Diagonale geliefert hat.

Bedenkt man, was HaNkEeL, THisavt und Bitkx iiberzeugend betonen
und was ein Blick in die Sulbasutren bestitigt, ,das Vorwiegen der uno,
mittelbaren Anschauung in der Entwickelung der Geometrie der Inder,
welches einen so merkwiirdigen Gegensatz bildet gegen die durch Begriffe
vermitielte Konstruktion der Siitze bei den Griechen®;') nimmt man hinzu
daf die Sulbasutren und die ihnen dienende Geometrie rein praktisché
/wecke verfolgen, so wird man die Gedankenginge, die zur Auffindung
des Satzes vom Quadrat diber der Rechtecksdiagonale gefiihrt haben, sic;
ganz empirisch und anschaulich denken miissen. Es diirfte deshalb der
Bi'rrsche Rekonstruktionsversuch, welcher in ausgiebiger Weise dus Um-
legen von Gnomonen um ein vorhandenes Quadrat mit gunzzahliger Seite
i)f:nutfzt, auf allgemeine Zustimmung rechnen.?) So kounen die Inder in
Verbindung it der vorher erkannten Eigenschaft der Quadratdiagonale
und der vielleicht schon vorher bekannten Rechtwinkligkeit des D;;ieeks
3. 4:. 5 empirisch auf einen Zusammenhang zwischen der Rechiwinkligkeit
gewisser ganzzahliger Dreiecke und der Tatsache gekommen sein, daB
gerade in diesen Dreiecken das Quadrat iiber einer Seite gleich der Summe
fler Quadrate &iber den beiden andern ist. In den Swulbasutren finden sich
fam ganzen 8 solche Dreiecks- resp. Rechteckszahlen angefiihrt, niimlich
3:7;4,155,, 56,1:6. 13; 8, 15, 17; 12, 16, 20; 7, 24, 25; 15, 20, 25; 12, 35,

\’.Vie wenig systematisch das Auffinden dieser Rechtecke erfolgt ist,
lﬁ?t sich auch daraus ersehen, daB, wenn man bis zur griBten benutzten
Dmgqgnle_ 39 gehen will, ein systematisches Verfahren im ganzen nicht 8;
sondern, 15 ganzzahlige Rechtecke liefern wiirde, nimlich auBer den nn-’
gttgebene_n noch 6, 8, 10; 9, 12, 15; 10, 24, 26; 20, 21, 29; 18, 24, 30;
16, :-.JO, 84; 21, 28, 85. Gerade mach der von Bikxk rekonstruierten geo:
wetrischen und sbzihlenden Methode ist Vollstindigkeit keineswegs ver-
biirgt und Ubersehen mancher Fille wohl miglich. Auch ist se'l:u ein-
']enchend, daB die alten Inder Gnomonen von der Breite ¢ (fiir 18, 24
39}, von der Breite 7 (ftir 21, 28, 85), von der Breite 8 (fiir 20, 21’ 29),
nicht erkannten, da sie eben nur bis zur Breite 5 (fiir 15, 20, 25) ,fort-
schritten. Auffiillig dagegen und nur durch unsystematisches Verfahren
nnd das rein praktische, nicht anf theoretische Vollstindigkeit gerichtete

.1.) H‘."\sxm., Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mittelalter, S. 220.
) Biwx, 0. a 0. 53, 8. 560~575. — Cantox, a. a, 0. 8. 67—69.
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Interesse zu erkliren ist, daB sie die schmiileren Gnonomen fiir 6, 8, 10;
10, 24, 25; 9, 12, 15, 16, 30, 34 tbersahen.

DaB die Inder nicht noch audere, tiefer gehende Begriindungen
fiir ihren Rechteckssatz besaBen, scheint mir zweifellos wus Bavoparasa-
Sulba-Suira?) hervorzugehen. BAUDHAYANA, der von den drei Suira-
verfassern am meisten Sinn fir Begriindung hat, der ungenaue, von den
andern iiberlieferte Methoden nicht hat und gennue Methoden bevorzugt,
der somit wohl am meisten mathematisch von den Dreien denkt, und den
Tiupavr 2) nennt ,entitled to the first place by a clearer and more ex-
tensive treatment of the topics in question®, fiigt allein von ihnen an den
Rechteckssatz die Bemerkung: ,This is seen in those oblongs the sides
of which are three and four, twelve and five, fifteen and eight, seven and
twenty-four, twelve and thirty-five, fifteen and thirty-six."

- CaNTORS) nennt dies ,den Pythagoreischen Lehresatz, erliuterl an
Zahlenbeispielen®. Dem Wortlaut nuch ist es mehr als eive  Erlinterang®;
es ist, wenn man auch mach Biuk in den Sulhasutren einen Beweis nicht
suchen darf,?) ehen das, was Ravmuaradza als  Beweis fiir den voranf-
gehenden Lehrsatz zu geben hat.

Das ist anch dic Auffassung Tumarrs I Anschiukt an die Parallel-
gtelle APASTAMBAS: S0 many cogpizabie measurements of the vedi iAliar)
exist%,%) sagt er:% .In this manner Aissrampa turns the P'ythagorean
triangles known to him to n practieal use, but after all BArpnAyaxNa's
way of mentioning these triangles as proving his proposition about the
diagonal of an oblong is more judicious. 1t was no practical want which
cquld have given the impulse to such a research — for right angles could
be drawn as soon as ome of the ,vijneya“?) oblongs (for instance that
of 8, 4, 5) was known — but the want of some proof which might
establish a firm convietion of the truth of the proposition )

Wir sehen: U'ber gewisse Einzelfille von ganzzahligen Rechtecken
(auf einige mehr oder weniger kommt es nicht an) hat die indische Be-
trachtung nicht binansgefihrt und hat ihrer Natur nach nicht dartiber
hinaus fiihren konnen.

Auch der Umstand, daB die Sutren den Quadratsatz stets von dem
Rechteckesutz trennen, in dem er bei allgemeiner Auffassung doch enthalten
ist, hat wohl seine Ursnche darin, daB die Erkenntnisgriinde fiir bheide
Siitze ganz verschieden waren, daB also fiir den Rechteckssatz kein all-
gemeiner Apschauungsheweis vorlag wie fir den Quadratsata.

I, Twinavs, Journal 5. 285 — 2. Journal 5. 228,

2 Canion, Geschichte der Mathem. 1%, §. 598 (= 1°, §. 544).

4) Biwn, & a. 1. 35, 1901, 8. 535, — &) Vergl. Brux, o. 8. 0. 506, 1802, S. 841.
6 Journal, 8. 288, - 7, ,erkeunbare.
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Nun kinnte man meinen, die Inder haben den Rechteckssatz zwar

formell allgemein ausgesprochen, inhalilich aber darunter nur die bekannten
ganzzahligen Fille begriffen.

Das aber ist bestimmt nicht der Fall. Zwar werden zur Konsiruktion
des rechten Winkels nur die ganzeahligen Rechtecke benutzt, aber Apa-
stamra fiigt an die Aufsihlung dieser Moglichkeiten die schon oben
zitierte Bemerkung (cap. V, 8) ,80 viele erkennbare Konstrukiionen der
vedi (Altdre) gibt es, d. h. so viele ganzzahlige Rechtecke sind vorhanden
und konnen zur Konstrukfion rechtwinkliger Altire benutzt werden. Es
liegt hierin erstens das Eingestindnis, daB der Verfasser mehr ganzzahlige
Rechtecke nicht kennt, und zweitens setzt die Einschriinkung der Brauchbar-
keit des Rechteckssatzes zu Konstruktionen auf die ,erkennbaren® Recht-
ecke die Annahme voraus, daB der Satz auch fiir ,nicht erkennbare“ Recht-
ecke’, d. h. Rechtecke mit nicht ganzzahligen Seiten und Diagonalen gilt.

Dies findet seine Unterstiitzung darin, daB der Rechteckssatz ganz
geldufig zur Addition und Subtraktion von Quadraten ohne Riicksicht auf
ihre Seitengrofen benutzt wird, und daB speziell die trikarani, d. h. die
Seite eines Quadrats, welches 3 Flicheneinheiten enthiilt, hergestellt wird
als Diagonale eines Rechtecks, dessen kiirzere Seite die Kinheit und dessen
lingere Seite die Diagonale des Einheitsquadrates ist.

Also die alten Inder haben den Rechteckssatz ganz allgemein und ohne
Einschriinkung ausgesprochen und verwendet; aber ihr Erkenntnisgrund
ist kein anderer, als daB in einigen ganzzahligen Fiillen Rechtwinkligkeit
und Gleichheit zwischen der Quadratsumme der Seiten und dem Quadrat
der Diagonale zusammentreffen. Hieraus wird durch unvollstindige In-
duktion geschlossen, daB die Eigenschaft der Quadratsumme stets die
Rechtwinkligkeit zur Folge hat, und umgekehrt.

Auch die Induktion und selbst die unvollstindige Induktion hat ihren
berechtigten Platz in der Geometrie, aber nur als Werkzeug der Erfindung,
nicht als endgiiltiger Erkenntnisgrund. Sie kann auf Wahres wie auf
Falsches filhren und gibt einer-Einsicht keine Notwendigkeit und All-
gemeinheit. Das gesteht selbst SCHOPENHAUER zu, der Feind des griechischen
diskursiven Denkens, der Freund der indischen Intuition, der stets an-
gerufene Eideshelfer fiir die Inder gegen die Griechen:!) ,Diese letztere
Art der Erkenntnis st immer nur Induktion, d. . aus vielen Folgen, die
auf einen, Grund deuten, wird der Grund als gewiB angenommen; da die
Fille aber nie vollstindig beisnmmen sein kounen, so ist die Wahrheit
hier auch nie unbedingt gewiB. Diese Art von Wahrheit allein aber hat
alle Erkenntnis durch sinnliche Anschauung und die allermeiste Erfabrung.

1) Scunorzxuaven, Welt als Wille und Vorstellung (Werke 1, Buch 1, § 15).

P L

Haben die alten Inder den Pythagoreischen I.ebrsatz und das Irrationale gekannt? |1

Der wahre Wert des Pvthagoreischen Lehrsatzes bei den Indern isi
der eines an einigen Einzelfilllen gliicklich erratenen Zusammenhanges.
Wenn sie diesen Zusammenhang als aligemein giiltig aussprechen wnnd
verwerten, so diirfen wir uns dadurch iiber die Tragweite ihrer Erkenntnie
nicht tiuschen lassen: wir erkennen daran nur, daB die nalten Inder.
mogen wir jhrem intuitiven Spiirsinn mit ScropeNnaver, HANKEL und
voN Scuroepkr jede Bewunderung zollen, doch vom Wesen des geo-
metrischen Denkens und Erkennens sehr weit entfernt waren.

1L

Haben die clten Inder das Wesen des Irrationalen erkannt; d. h.
haben sie, wenn auch nur an e¢imer Zahl oder einem Verhillinis erkannt,
duB es durch ganze Zahlen und Briiche nicht genav ansgedriickt werden
kann?

Den Weg zur Auffindung des Irrationalen xchildert CaxTOR folgender-
mafien:1) ,Die Hypotenuse (des gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks
mit der Kathete 1) wurde gemessen. Sie war griiBer als eme, klewner als
zwei Liingeneinheiten. Die mannigfaltigsten Versuche migen darauf an-
gestellt, andere und andere Zablenwerte fiir die gleichen Katheten em-
gesetzt worden sein, um eine Zahl fiir die Hypotenase zu erbalten
Vergebens. Man erhielt wahrscheinlich Zahlen, die dem gesuchten MaBe
der Hypotenuse nahe kamen; Niherungswerte von 12 wiirden wir sagen.”
Also der erste Schritt ist: man erhiilt Werte, deren Ungenauigkeit man sich
bewuBt ist.

Caxtor fihrt fort: ,Aber es war noch ein Riesenschritt, von der
Fruchtlosigkeit der angestellien Versuche auf die aller Versuche iiberkaupt
zu schliefen”. Dieser zweite Schritt, in dem man aber statt ,schlieBen”
pvermuten® sagen rollte, ist gewiB der groBte und der -eigentliche
schiipferische Gedanke, durch den die Idee des Irrationalen ins BewuBtsein
tritt. Diesen Schritt hat z. B. ARCIIMEDES. getan, indem er auf Grund
der vorangegangenen verfehlien Versuche die genaue Rektifikation des
Kreises fir unmoglich hielt und sich systematisch auf Niherungswerte
heschriinkte. Aber dieser zweite Schritt ist doch noch nicht der letzte
aur Erkenntnis des Irrationalen. "

Die Fruchtlosigkeit noch so vieler Versuche kann die Uyldsbarkeit
eines Problems wohl vermuten, aber nicht sicher erkennen lassen. Auf
dem Wege des Probierene kann iiberbaupt kein Unmiglichkeitsbeweis
geliefert werden. Fiir das praktische Messen, welches, wie F. KLEIN es

1) Geschichte der Mathematik 17, S. 169 (= 1', 5. 154).
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glicklich ausdriickt,’) dem Bereiche der ,Approximationsgeometrie* an-
gehirt, gibt es iiberhaupt kein Irrationules; denn jedes praktischéi\lcssen
komm{ mit Erreichung der Gennuigkeitsgrenze zu abgeschlossenen I\IaB-
zahlen. Das Irrationale entspringt erst auf dem Boden der ,I’riizisions-
geometrie“ (wieder nach KreIN), und der Nachweis der Un’xlnﬁglichkeit
der Rationalitit kann seiner Natur nach nicht anders gefthrt werden als
durch Abstraktionen: entweder das Messen muB unendlich fortsetzbar
gedaoh.t werden, was es praktisch nicht ist (Schema des griBten gemein-
sch.nfthchen Teilers, Kettenbruch-Algorithmus), oder die Annahme der Ratio-
nalitét muB durch indirekte SchluBweise auf einen Widerspruch mit Zahlen-
%?_se:zen g'eﬂihrt werden (Pythagoreischer Nachweis der Irrationalitit von
}ﬁ)).l ) l.)wae'r“Unmiiglichkeihbeweis ist der dritte Schritt; ihn hat fir
g :NN rng;txtzza.xhtat von x erst LAMBERT, fiir die Transszendenz erst LiNpE-

Wie einfach denkt sich hingegen Birk die Entdeckung des Irratio-
nalen! FEr sagt:®) ,Man verglich die Diagonale mit der Seite (des
Quadrats), nannte die Differenz visesa (Unterschied) und kam nach langen
\rerge}{]ichen Versuchen zu der Uberzeugung, daB sich eine genane Zahl
ti'l:' die Diagonale nicht finden lasse. So begniigte man sicl.l= mit einem
tmahemngswert-, dem savisesa“. Und noch deutlicher:4) ,Die Inder haben
im A..Escl%luﬂ an ihren 1. Unterfall (den Quadratsatz) fiir die dvikarani
(=1 2) einen Niherungswert (den savisesa) aufgestellt — offenbar, nachdem
sie zuvor das Irrationale entdeckt hatten. ‘

. In Wahrheit wird sich die Entdeckung der Irrationalitiit, etwa der
Dmg?nale des Quadrats, in den oben entwickelten 3 Schritten vollziehen:
1. Die durch Messen direkt erhaltenen oder daraus ahgeleiteten Werte
\vtrd?n als ungenau erkannt, 2. es taucht die Uberzeugung von der Un-
:mglfchkelt 'ein'es _genauen Wertes auf, 8. es wird der Unmoglichkeits-
‘;:;;s gfe(;:o;l:; elliiai.’twnahtat geliefert. Wie weit sind die Inder auf diesem

Wir miissen uns vor allem hiiten, unser Wissen um die Irrationalitit
rﬂckw:irta auf die Inder zn tibertragen: Finden wir bei den Indern Werte
fiir d.Je Qnadmtdiagonale, die wir heute Naherungswerte nennen, so be-
rechtigt uns das keineswegs zu der Annahme, daB sie diese We;te eben-
falls als N_iherungswerte einer nicht genau ausdriickbaren GriBe erkaunt
baben. Wir haben zuniichst zu untersuchen, ob sie diese Werte ﬁi)erhaupt
. 1:;2:: dfr'x;;-. i:;:::d(ul‘rz pdz:; Il);{)}‘;;mtial- und Integralvechnung auf Geometrie,

3)) Caxror, Geschichte der Mathematik 12, S. 170 (= 1%, 8. 155).

¢) a a. 0. 55 8. 557, Anm. 1. — 4) a. a. 0. 55, S. 575, Anm. 1.
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fir ungenau gehalten haben. Ist dies der Full, so ist noch der Nachweis
des zweiten und dritten Schrittes erforderlich. Sollten sie aher einen
oder den andern Wert fiir genau gehallen haben, dapn ist jede weitere
Untersuchung iiberfliissig: dann haben sie das Wesen der lrrationalitiit
bestimmt nicht erkanuf.

Alle drei Sutrenverfasser geben fiir die Lange der Quadratdiagonale
fibereinstimmend an: ,Man verlingere das MaB um seinen dritten:Teil und

diesen um seinen vierten Teil weniger ;—4 dieses vierten Teils.* Also die

Dingonale = 1 + + + g5q — gagi Soite Der Uherschub dor

Diagonale tber die Seite, also die GrdBe 5 + gy — j-jgq heiBt visesha
,Unterschied“; der ganze Ausdrack fiir die Diagonale heillt savisesha ,mil
dem Unterschied”. Der savisesha ist eine sehr gute Annihernng an den
wahren Wert der Diagonale; er ist gleichwertig mit ;('g, dem 8ten Nitherunys-
wert der Kettenbruchsentwickelung von 12.

Die Gienauigkeit des savisesha-Wertes ist zu groB und seine Form ist
zu eigenartig, als daB er rein ewpirisch gefunden sein kiunte. Dgn
wahrscheinlichen Weg der Auffindung, der beide Eigenschaften in be-
friedigender Weise erkliirt und nicht {iber das geometrische Kinnen der
Inder hinansgeht, hat THiBAUT in folgender Weise rekonstruiert: ') Nimmt
man an, daB die Inder anf irgend einem Wege hemerkt hatten, dab in
einem Quadrat mit der Seite 12 sich die Summe der beiden Seitenquadrate
144 4 144 = 288 d. h. das Quadrat der Diagonale nur um eine FEinbeit
von_289, dem Quadrat von 17, unterscheidet, daB also die Diagonale an-
pihernd = 17 ist,%) so lag es mnabe, sich die Frage vorzulegen, uwm
welche GroBe die 17 zu verkloinern sei, damit das Quadrat {iber dieser
verkleinerten Strecke genau = 288, also um. 1 Einheit kleiner-als 289 '
werde. Will man das Quadrat 172 = 289 nach indischer Weise um
einen Gnomon = 1 verkleinern, so muB man dickem Gnomon .die Breite

311 geben; denn ein solcher Gnomon hesteht nahezu ans zwei Rechtecken,

jedes von der Fliiche 17 X -.311 = ; Wan wird also fiir das Quadrat mit

der Seite 12 die gesnchie DiagonalgriBe 17 — J = 12 + 44+ 1—z

erhalten, welche GriBe, anf die Einheit als Seite reduziert, nichts anderes

ist als der savisesha 1 + -% + "% — 3-41,, W

1) Tweavr, Journal, S. 280—241. , :
2 Vergl. die dnrhy Swiuneeos der Griechen: Fu. Huvasen, Biblijoth. Mathem.
1,, 1900, S. 8—12. '
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Haben die Sutrenverfasser den savisesha fiir einen genuuen nder einen
ungenauen Wert der Diagonale gehalten? '

Eine direkte Andeutung, daB savisesha in anderem Sinne ein Zuhlen-
wert sei wie andere bestimmte Werte, findet sich in keiner der 3 Sutren.
So stehen bei APAsTAMBA vollstindig gleichberechtigt, ohne Andeutung
cines Giiltigkeitsunterschiedes hintereinander die Sitze (I, 5 und 6):
sDie Diagonale eines Quadrats bringt eine doppelt so groBe Fliche
hervor, Das Quadrat dvikerani ‘die das doppelte herrorbringendé."‘
Und ,man verlingere das MaB um seinen dritten Teil und diesen um

seinen vierten Teil, weniger 3l4 dieses Teils. savisesha ‘mit dem Unter-
schied’.

Woran will man erkennen, daB der erste Satz eine absolute Wahrheit
der zweite eine bewuBte Annitherung ausdriickt? ,

Ja, wenn man fiir die Differenz zwischen Diagonale und Seite ein
eigenes technisches Wort visesha, ,Unterschied”, und fiir die um diese
Differenz vergriBerte Seite ein zweites savisesha, ,mit dem Unterschied®,
priigte, so deutet dies wohl positiv auf das BewuBtsein einer genauen Er-
kenutnis hin. Wie sollte man eine ungenaue Hinzufiigung, deren Er-
setzbarkeit durch eine bessere mun sich bewubBt wiire, durch cinen eigenen
Nawen fixieren? Weiter: Nach Baupnavanal) wird die Lingeneinheil
pradesa in 12 unguli (Fingerbreiten) geteilt, 1 anguli aber in 8 yaasv
(Gerstenkdrner) oder auch in 84 tilas (Sesamkirner).?) Von dieser letzteren
Teilung sagt TumsavuT:3) ¥ have no doubt that the second division which
l have not elsewhere met, owns its origin to the savisesha“. In der Tat:
ist die Quadratseite 1 pradesa = 12 anguli, so ist die Diagonale nach der
suvisesha-Regel == 17 anguli weniger 1 tila == 16 anguli 88 tilas, also mit
-diesen MaBen ganzzahlig ausdriickbar. Ist es denkbar, daB man eine so
dauernde Einrichtung, wie die Unterteilung der MaBeinheit und Benennung
der Unterteile mit festen Namen, treffen sollte zu Liebe einer Ausmessung,
die man selbst fir ungenau und wandelbar hilt?

Man kinnte einwerfen: Die oben nach Tumaur gegebene, sehr
wahrscheinliche Herleitung des savisesha ist tatsichlich ungenau; sie

setzt zwei Rechtecke von der Linge 17 und der Breite 3}1 , welche zu-
summen = 1 gind, gleich dem Gnomon von der &uBeren Seite 17 und

- e :
der Breite 5z, withrend tatsiichlich dieser Gnomon um ein Quadrat von

. ; i
der -Saxtenlimge 94’ alfso der Fliche 1_115—6 kleiner ist als die Summe der

-~ ————

1) Tumavr, Jouraal, S, 241. — 2) Pandit 9, 8, 293.
3)a. 0 O, 8, 24], :

B
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beiden Rechtecke Waren die MeBmethoden und die Denkart der alten
Inder so wenig scharf, daB sie diesen Unterschied giuzlich fibersehen und
den gefundenen savisesha-Wert fiir genau halten konnten?

Wir miissen unterscheiden: Wenn wirklich, was wahrscheinlich, uber
doch nicht sicher ist, die savisesha-Regel auf dem oben mach Tnmavt
gekennzeichneten Wege aufgefunden. worden ist, so konute der Entdecker
sehr wohl bemerken, welche Vernachlissigung er beging; denn die ge-
naue Auswertung eines Gnomon lug durchaus im Gesichiskreise ultindischer
Geometrie und wurde gewohnheitsniiBig ausgeiibt.

THiBAUT sagh:?) ,but we must remember that they were interested in
geometrical truths only as far as they were of practical use, and that
they accordingly gave to them the most practical expression”. So trieb
unch den Entdecker des savisesha gewiB nicht theoretisches, somdern
praktisches Interesse. Praktisch war die beganyene Vernachliissigung
giinzlich belanglos; so wurde der savisesha als strenge Regel iiberliefert;
oh mit oder ohne BewuBtsein der Ahweichung von der Genauigkeit, ist
nicht zu entscheiden.?) Die spiiteren Geometer, welche nach dieser Regel
arbeiteten, konnten mach ilirer Denkweise und nach den Genauigkeits-
grenzen ilrer MeBmethoden gar nicht auf den Gedanken kommen, daB hier
eine Itegel in anderem Sinne vorliege wie die iibrigen (' berlieferungen.

Die savisesha-Regel liefert bei einem Quadrat von 10 Metern Seiten-
limge die Diagonale um % Millimeter zu groB. Die Inder maBen auf
dem Erdboden ihre Altire mit eiugeschlugenen IMiicken und daran ge-
spunnten Seilen aus; schwerlich dirfte diese Methode eine griBere Ge-
nuuigkeit als allenfalls Zentimeter verbiirgen. Wik sollten in ihnen
Yweifel an der Genanigkeit des suvisesha aufsteiwen, deren theoretischer
Fehler weit unterhalb der Girenzen ibrer Genunigkeit blich?

Nur wenige ilirer Regeln, z. B. der Satz von der liiagona‘le des
Quadrats, der Satz (@ + )2 = a® + 2¢b + V% jer Gnomonsatz, das
Senkrechteerrichten durch 2 gleichschenklige Dreiceke hatten einen allgemein
anschaulichen Charakter; die nllermeisten, z B. wie oben nachgewiesen,
der Saiz von der Diagomale des Rechiecks berubien anf Ausmessung in
Einzelfillen und wurden fiir allgemein giiltig gehalten, wenn die Messung
keipen Fehler erkennen lieB. Warum sollten sic iiher savisesha anders
denken? Wir komnen nicht erwarien, daBl sie die (Genadigkeit dieser
Regel ausdriicklich versichern, wenn sic gar keinen (irund hatten, an ibr
za zweifeln.

1) s a. 0, 8. 232,
2) Verzl. dic unten (S. 17) sitierte Bemerkung Bimxs zn der ungenauen Ver-

griBerung des 7'/, fachen Altara.
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Sehen wir an einigen Beispiclen zu, was fiir Regeln die alten Inder
iir genau halten konnten! Arastampa gibt cap. 11, 1 die Vorschrift:
.Wiinscht man ein Quadrat in ein Rechteck zu verwandeln, so muche
man eine Seite so lang, wie man das Rechteck wilnscht. Darauf fiige
man den Rest hinza, wie es paBt.“

Alle drei Sutrenverfasser verwandeln ein Quadrat in einen Kreis,
indem sie um den Mittelpunkt einen Kreis schlagen, welcher zum Radius

die halbe Seite hat, vermehrt um } der Differenz zwischen der halben
a

Diagonale und der halben Seite; also r = 3 + ¢ V2. Arastamua (11 2)
fiigb dieser Regel, welche nicht schlecht, aber doch viel ungenauer als
die savisesha-Regel ist (es wird # = 3,09 gesetzt), die Versicherung der
Genaunigkeit bei: ,Diese“ (Schnur) ,gibt einen Kreis, genau. Soviel als“
(an den Ecken) ,verloren geht, kommt“ (an den Seiten des Quadrats)
Hhinzu®,

Alle 3 Sutrenverfusser geben als Seite eines einem gegebenen Kreise
flichengleichen Quadrats $# des Kreisdurchmessers an.  Aprastaymna ver-
sichert wiederum fiir diese Quadratur (es ist 7 = 3 gesetzt!) die Ge-
nauigkeit (111, 3): ,Die“ (Schnur) ,,gibt ein Quadrat, genau* (so groll wie
der Kreis).

Eine Hauptform der indischen Altdre ist der falkenformige oder so-
genannte siebenfache: Er besteht aus 7 ganzen Quadraten, von denen 4,
zu einem groBeren Quadrat zusammengefiigt, den Korper des Falken
bilder, je ein Quadrat einen Fliigel und den Schwanz; jeder Fliigel aber
ist um 4 Liingeneinheit, der Schwanz um % Lingeneinheit verlingert, so
daB zu den 7 ganzen Quadraten noch 2 Fiinftel und 1 Zehntel Einheits-
quadrat, im ganzen also 4 Quadrat hinzukommt, und der ganze Altar
74 Quadrateinheiten enthiilt. Es ist nun eine Fundamentalaufgabe, diesen
Altar um 1 Quadrateinheit zu vergroBern, ohne seine Gestalt zu verindern.
Aasrawra-Sulba-Sutra 111, 6: ,Was beim 8fachen . .. von dem 7fachen
verschieden ist, teile man in 7 Teile und lasse in Jeden purusa® (Quadrat-
einheit_des 7fachen Altars) ,1 Teil eingehen, weil eine Veriinderung der
Gestalt” nicht schnftgemﬁﬁ wire“. Also es wird die hinzuzufiigende
Quadrateinheit in 7 gleiche Teile geteilt und neue Quadrate gebildet, von
denen jedes 13 Einheiten enthdlt. 7 solche neue Quadrate bilden den
Korper, den Stamm der Fliigel und des Schwanzes fiir den neuen Falken-
altar und enthalten somit 8 Quadrateinheiten. Die Verlingerungen der
Fliigel und des Schwanzes aber hekamen die alte Breite von } und T
urspriinglichen Lingeneinheiten. So hleibt trotz der kultischen Vorschrift
praklisch weder die Gestalt des Falkenaltars unveriindert, noch ist die
FlichengroBe genau 84 Quadrateinheiten. Die Vernnchlissigung betrigt

ERE O %S I
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0,047 Quadrateinheiten, also wiederum viel mehr alg der Fehler des savi-
seshu. Bikrx bemerkt?) hierzu: ,Die Frage, wie groB der Inhalt eines
vergroBerten agni (Altars) genay, d. h. alles — auch jene Verlingerungen —
eingerechnet sei, hat unsern Sutra-Verfasser nicht beschaftigt”.

Bei dem Vorhandensein aller dieser groben Vernachléssigungen scheint
es mir unmdglich, den alten Indern und speziell den Sutraverfassern gerade
gegen den savisesha eine ganz unerhirte Feinfiihligkeit zuzutrauen.

Doch ist nicht zu iiberschen, duB die drei Sutrenverfusser sich un-
genauen Konstruktionen gegeniiber recht verschieden verhalten: hesonders
tritt der Unterschied zwischen BAUDIAYANA und Arastaysa auch hierin
hervor.2) !
BavpHAYANA vermehrt den 73fachen Altar um 1 Einheit richtig
mit voller Wahrung der Gestalt; indem er nimlich jedes der 7 Quadrate
in Korper, Fliigeln und Schwanz um % Einheitsquadrat vergréBert nnd
auf diese Weise o, der Vermehrung fiir die Verliingerungen von Fliigeln
und Sehwanz iibrig behiilt.3) Kinen. ganz besonderen Beweis seines
kritischen Geistes gibt er, indem er die zur Qwolratur des Kreises ver-
wendeter 3 des Durchmessers. deren Geuamighent Atasiavun: swersicher:
Hthe gross side of the square nennt;?s vine Kriik. dic - den Sulba-
sutren wohl einzig dastehen diirfie. Er allein 2.
als ,grob“ erkannten Quadratur des Kreises =ine genauere Ouadratseite au

1 1
=stsm —gws T swaus
itberzengend nachweist,) ist diese Formel die Umkehrung der in allen
3 Sulbasutren enthaltenen, oben®) angegebenen Regel fiir Verwandlung
des Quadrats in einen Kreis; und zwar hat Bavpnavana fiir diese Um-
kehrung, welche nicht anders als rechneris:h gemacht werden konnte,
nach TmBAm' zum Ausdruck der Quadratdiagonale. die savmesha-Regel;
‘benutzt.

BAUDHAYANA benutzt den savisesha allein zu diesem Lweck; die
anderen Sutrenverfasser zur Herstellung von rechten Winkeln und
Quadraten, die Kommentatoren zur Berechnung von Diagonalen, ,wo
immer Diagonalen in Frage kommen®. Wenn Tinnarr diese ausgedohutere
Verwendung des savisesha vom Standpunkt der Genanigkeit verwirft,7)
sthis proceeding however, is not only useless, but positively wrong, us in
all such cases caleulation cannot vie in accuracy with geometrical con-
struction®, so ist dem entgegenzuhalten, dub diec mit savisesha berechnete

© o Hegensolz zu dieser

des Durchmessers. Wie THiBAUT

1) a. a. O 535, 8, 357. — 2) Vergl. 8. 9. -- 8 Pandit 1, 73.

4) Pandit 10, 21; Journal, . 254. — 3, Jonrnal, S, 253, 254.

6) & 16. — 7 Journal, 8. %41. _
Biblictheca Matbematica. I1f. Folge. VII. 2
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Diagonale nur um 5yy%gy groBer ist als die genaue, und der mit savisesha
hergestellte rechte Winkel einen genauen rechten Winkel nur um 5% Bogen-
sekunden @bertrifft. Diese durch die Rechnung verschuldeten Uberschiisse
sind weit kleiner als die nnvermeidlichen Ausfiihrungsfehler; ihr Vorhanden-
sein wiire weder zu Baupnayaxas Zeit noch heute mit MeBinstrumenten
festzustellen. Der Grund fiir den sparsamen Gebrauch des savisesha bei
Baupnavana kann also nicht der von THIBAUT vermutete sein. Vielleicht
ist es der, daB die savisesha-Formel gerade zu dem Zwecke ersonmnen ist,
zu dem BAUDHAYANA sie unentbehrlich findet, néimlich zur Umrechnung
der Zirkulatur des Quadrats in die Quadratur des Zirkels, und daB man
erst spiiter darauf verfallen ist, sie auch anderen Zwecken dieastbar zu
machen. Es wiire dies eine Stiitze der aus philologischen Griinden ge-
machten Annahme, da BaAuDHAYANA dlter sei als Aprastampa.l)

BavpuaYANA wiirde damit der Erfindung der savisesha-Regel nither
geriickt werden als die anderen Sutrenverfasser Sollte er aber, was nicht
unmiglich genannt werden kann, selbst der Erfinder der Regel sein, ja,
sollte er sogar ihre Ungenauigkeit erkannt haben, wogegen allerdings die
gerade bei ihmn sich findende Teilung der Liingenemheit in 34 Unterteile
spricht, so hitte er zwar den ersten Schritt zur Entdeckung des Irratio-
palen getan; ihm aber auch den zweiten und dritten zuzutrauen, dafiir
liegt keine Spur einer Andentung vor. Den anderen Sutrenverfassern aher
diirfen wir aus der Hiufung der oben dargelegten Griinde das BewuBtsein
von der Ungenauigkeit des savisesha bestimmt absprechen. lhnen ist nicht
einmal jemer erste Schritt gegliickt. —

Die Rolle eines handgreiflichen Beweises fiir die Bekanntschaft der
alten Inder mit dem Irrationalen haben im letzten Vierteljahrhundert die
Worte dvikarani, trikarani usw. gespielt.

CANTOR sagt von den Sulbasutren:?) ,Die Auffindung der Seite eines
2, 3, 10, 40mal so groBen Quadrats, als ein gegebenes ist, geschieht durch
allmihliche, sich’ wiederholende Anwendung des pythagoreischen Lehr-
satzes ... Dabei erscheinen Namen fiir V2, V3, usw. gebildet durch Zu-
sammepeetzung der Zahlwdrier mit dem von uns frither (8. 581, 1. Aufl,
S. 527) ertrterten Worte karana (Tumavt, 8. 16),%) also dvikarani = V2,
trikarani = V3, dagakarani = V10, catvaringakarani = ¥40 usw“ 8. 581
(527) heiBt es allgemein, ohne Bezichung auf die Sulbasutren: ,Uber die
Potenzbezeichnung hinaus hat sich aber der Inder auch noch zu einer
Bezeichnung der irrationalen Quadratwurzel einer Zahl mit Hilfe des
Wortes karana, geschrieben ka, emporzuschwingen gewuBt“. Im AnschluB

1) Biuxk, a. a. O, 56, 8. 552 (Hinweis auf Binres).

2) Geschichie der Mathematsk 1%, S. 599 (= 1%, 8. 544).
8) Gemeint ist der Abdruck mus Journal of the Asiatic society, S. 242.
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an die erste Stelle sagt vox ScHrokDER:!) ,Dies ist wiederum von
hichstem Interesse, denn es tritt uns hier in den (ulvasifras deutlich dus
Irrationale entgegen®.

Die CanToR-SCHROEDERsche Beweisfiibrung ist nicht stichhaltiy; ihr
Fehler liegt darin, daB Canrtor und vox SCHROEDER nicht zwischen demn
Gebrauche der Worte dvikarani usw. in den Sulbasulren und in der
spiiteren indischen mathematischen Literatur unterscheiden. Diese Ver-
wechslung ist um so auffiilliger, als Tumaur, der Gewiihrsmann beider,
die Notwendigkeit dieser Unterscheidung sehr klar und iiberzeugend darlegt.

Die Sulbasutren gehen fast ausschlieBlich konstruierend und messend,
nicht rechnend vor: ,Nothing in the sutras would justify the assumption
that they were expert in long calenlations®.?) Dadurch unterscheiden sie
sich vollstiindig von den spiiteren, 1000 his 1500 Jahre jiingeren indischen
Mathematikern, anch von ihren Kommentatoren, welehe durchaus arith-
metisch denken und sich bemiihen, die alten geometrischen Wahrheiten,
um sie sich und ibren Zeitgenossen verstindlich und interessant zu
machen, ins Arithmetische zu iibersetzen. ,A geowetrical truth interests
the lJater ludian mathematicians but in so far as it furnishes them with
convenient examples for their arithmetical and algebraie rules; purely
geometrieal constructions, as the samiisa and nirhira (Addition und Sub-
traktion} of squarves, deseribed in the Swlvasutras, find no place in their
writings.“3)

Bei Buasgaka (im 12, Jahrhundert n. Chr.) heibt der spezielle Py-
thagoreische Lehrsatz: ,Die Quadeatwurzel der Quadratsumme der Seiten
ist die Disgonule. In den Sulbasufren wher heiBt es: ,Die Diagonale
eines Quadratz bringt cine doppell so groBe Fliiche hervor. (Die Diagonale)
JAes Quadrats” (heiBt durum seine) dvikarani, die das doppelte Hervor-

‘bringende®.” - Das ist -der- rein -geometrische - Ausdruck - derselben; von

Buaskaka algebraiseh ausgedriickten Tatsache: In den Sulbasutren bedeutet
dvikarani nicht V2, sondern dvikarani ist die geometrisch konstruierte,
nicht die durch Messern oder Rechnen bestimnite Seite eines Quadrats mit
der Fliiche 2. Jeder Zweifel ist ansgeschlogsen durch die bei KaTvavana
hinzugefiigte Erklirung:4) By the expressions: karani, kavani of that (of
any square) etc we mean cords. Deshalb ist Tiisar v+ Ausginandersetzung
unanfechthar:%) ,rajja (cord = Seil) is to be supplied to karani“ und
»The side of a square being called its kurani, the side of a square of

1° Prruaconss und die Inder, 8. 51. — 2, Tnimavt, Journal, 8. 288.
3) Tumsaut, Journal, S. 271: ebeuss dus Folgende.

4) Twwart, Journal, 8. 233.

5) a. a. OO, 8. 238,
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double the size was the “dvikarani’, the line producing the double (1
shall for convenience sake often employ the terms ,side“ or ,line“ instead
of ,cord*); this was therefore the name for the diagomal of a square®.

Gerade weil dvikarani eine im Quadrat durch Konstruktion hergestellte
Linie, ja das von Ecke zu Ecke gespannte Seil selbst war, deswegen
brouchte man zur Unterscheidung fiir das MaB derselben Linie einen
andern Ausdruck; das eben ist der oben behandelte savisesha.

Wenn nun in der spiteren indischen Mathemathik ,the word karani
is invariably used to denote a surd or irrational number; as the commen-
tators explain it, that of which when the square-root is to be taken, the
root does not come out exact“,') so hat sich hier im Laufe vieler Jahr-
hunderte ein Bedentungswandel vollzogen: Von der konstruiert vorliegenden
Quadratseite ging die Bezeichnung fiber auf die ausgemessene oder he-
rechnete, und mit Verengerung des Begriffs, auf diejenige MaBzahl, welche
nicht in anderen Anwendungen, sondern allein als MaB einer Quadratseite
anftrat, d. h. als irrationale Quadratwurzel. ,And“ so schlieBt Twnavt
seine Abhandlung, ,thus we see that the same word which expressed in
later times the highly abstract idea of the surd number, originally denoted
u cord made of reeds which the adhvaryu stretched out between two wooden
poles when he wanted to please the Immortels by the perfectly sym-
metrical shape of their altar

1.

Hitten die alten Inder das Wesen des Irrationalen erkannt, so diirfte
man aus diesem einen Grunde trotz mancher entgegenstehender Bedenken
threr Geometrie diejenige Abstraktion und Wissenschaftlichkeit nicht ab-
sprechen, ohne welche diese. Erkenntnis ganz unmoglich ist. Mit dem

Nachweis, daB sie diese Erkenntnis nicht besessen haben; fillt auch diese

Notigung weg.

Die altindische Geometrie war rein praktisch und empirisch, von Ab-
straktionen wie der Irrationalzahl weit entfernt; hat sie ja doch auch den
Pythagoreischen Lehrsatz nur an Einzelfillen probierend erkannt und mit
subjektiver Uberzengung aunsgesprochen, aber nicht anf den Ruang einer
objektiv begriindeten wissenschaftlichen Wahrheit zu erheben vermocht.

So kinnen die alten Inder in der Geschichte der Mathematik auf keine
andere Schiitzung Anspruch erheben, als etwa die, welche bisher seit den
Zeiten der Griechen die Agypter genossen haben. Wie die Agypter zum
Ziwecke der Feldmessung mancherlei geometrische Tatsachen empirisch
bemerkten und praktisch 'verwendeten, %) so die Inder zum Zweck der Kon-

1) Tunuwr Jonrnsl .274.
--2):Die_Zougnisee bei Cm on, Geschichie der Mathematik 17, 5. 53,
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struktion ihrer Altire. Mag auch ihr Wissen iiber das der Agypter er-
heblich hinausgegangen sein, so kinnen sie in der Geometrie als Wissen-
schaft die Lehrer der Griechen ebensowenig gewesen sein, wie die Agypter:
aus dem schr einfachen Grunde, daB beide nicht geber konnten, was sie
selbat nicht hatten. Mogen die Griechen stoffliche Anregungen, sozusagen
geometrisches Rohmaterial den Vilkern des Orients entlehnt haben; nach
allem, was wir wissen, bleibt es wahr, wenn PROKLUS!) einem Griechen
nachriihmt, daB er ,mv asol avriy @uiodoplay &g oyfjux waidelag
élevdéoov peTéomoey, dvwdey Tig dgyis avtijs émononoduenog xal ddiwg
xai voepds T Yewptjuara Owpevvduevos”, Nicht Orientalen, sondern
Griechen haben diese weltgeschichtliche Leistung vollbraeht; erst bei ihnen
finden wir die Methoden und Theoreme ,des immateriellen, abstrakten
geometrischen Forschens®, die ihnen die ganze vor ihnen und um sie herum
existierende Welt nicht hatte geben kinnen.

Mag der Pythagoreische Lehrsatz als empirische Erfahrung zuerst
von Indern oder Agyptern aufgestellt sein, oder mégen sich _seme Anfinge
im Urwissen der Menschheit verlieren, als wissenschaftliche Tatsache ist
er griechisch ebenso wie die Erkenntnis des Irrationalen.

Wir sind meiner Ansicht nach nicht genau genug unterrichtet, um
Prriacoras selbst diese Kntdeckungen mit Sicherbeit zuschreiben zu
kinnen;2) aber in seiner Schule sind sie bestimmt gemachi: worden. Das
gehen wir daraus, daB sie zu PLATOs Zeit vorhanden waren und von Prato
und ARISTOTELES den Pythagoreern zugeschrieben werden. —

Wird neuerdings allgemein zugestanden, daB die Griechen nicht die’

~ Lehrmeister der alten Inder gewesen sein kinnen; geht ans meinen Aus-
fiihrungen hervor, daB die Griechen nicht umgekehrt ihre Geometrie aua'

indischer Quelle geschipft haben konnen, so bleiben fiir den Urspr
der Geometrie drei Moglichkeiten.
" "Die erste spricht Canton aus:?) Es i i o Gadanke, ob ‘wicht.
in den Zeiten, welche wir als uralte zu bezeichnen pflegen, also rund ausq
gesprochen jeizt vor drei bis vier Jahriansenden, schon ein dem ganze
damaligen Kulturgebiete, ulso Vorderasien und Agypten gemeinsames nich
ganz unbedeutendes mathematisches Wissen® (z. B das, rechtwinkligs
Dreieck 3, 4, 5) ,vorhanden gewesen sein kimnte, welches gich je nach
der Begabung der einzelnen Vilker buold nach der einen, bald nach der
underen Richtung weiter entwickelte®. Zweitens kinnte in historischen
Zieiten geometrisches Wissen an verschierlenen voneinander nnnbhingigen

1) Prociy Commeniaris in Evcims elem. 1. ed Fumpiry (Lexpz:g 1873), p. 65

2) Die alteren Forscher (Zm.ixn, Haxxkw) sind mit Recht hwnn zurfickhaltender
als manche Neuaren.

8) Caxtow, Arch. der Mathem. 8By, 1905, 8. 71,
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Stollen entstanden sein. Diese Vorstellung ist zur Zeit die unbeliebteste,
zumal bei den Erforschern des alten Orients. Aber ich meine, man hat
doch kein Recht, sie mit WinpiscR und Biirk!) als Gluuben an ,einen
wunderbaren Fall von pristabilierter Harmonie abzuweisen, zumal wenn
man nicht nur die, zum Teil durch den gleichen Stoff bedingten, Uberein-
stimmungen, sondern auch die Unterschiede des Inhalts und der Methoden
gebithrend wiirdigt. Endlich konnten die Griechen die Regeln der figyptischen
FeldmeBkunst oder der indischen Altarbaukunst auf irgend cinem Wege
erhalten und als Grundlage und Rohmaterial fiir die Geometrie benutat
haben, die sie darauf in eigenem Geiste erbauten. Das ist die iiberlieferte,
nicht erwiesene aber auch nicht widerlegte, Vorstellung, nur daB jetzt die
Inder in Konkurrenz mit den Agyptern treten.

Eine Entscheidung zwischen diesen drei Moglichkeiten diirfte zur Zeit

wissenschaftlich nicht zu begriinden sein. .

Nachtrag,

Durch die Giite des Herrn Herausgebers dieser Zeitschrift werde ich
nach Vollendung meiner Arbeit auf einen sehr heachtenswerten Vor-
trag aufmerksam gemacht, den ZEUTHEN unter dem Titel , Théoréme de
Prraascore”; .origine de la géométrie scientifigue auf dem zweiten inter-
nationalen KongreB fiir Philosophie zu Genf September 1404 gehalten hat
(abgedruckt in den Comptes rendus du Congres, Geneve 1904).

" Ich freue mich, in wesentlichen Punkten {"bereinstimmung mit meinen
Anschauvungen feststellen zn kinnen. Der Vortragende scheidet die
empirischen Anfange der Geometrie, welche auf ,intnition simple“ beruhen,
von der ,géométrie propre“ oder ,scientifique”. Erstere findet er bei
mehreren orientalischen. Vilkern, ‘besonders bei Indern und Agyptern; zur
wissenschaftlichen Geometrie sind erst die Griechen vorgeschritten; und
zwar war der entscheidende Schritt die Entdeckung des Irrationalen und
Inkommensurablen (8. 852): ,C'est & eux que se rattache la premitre
connaissapce de quantités incommensurables que nous rencontrions dans
I'histoire, et cette connaissance a provoqué ensuite les démonstrations
géométriques que nous devons aux Grecs”. Die Inder haben sich zur Idee
des Irrationalen micht erhoben (8. 851 Ende): ,Mais les Indiens ne se
sont sans doute jamais posé la question plus abstraite de savoir g'il’ était
en v;érité-absolument impossible de trouver une fraction numérique égale
i V2—1% savisesha haben sie vermuilich fir genau gehalten (S. 851
Anfnng): ,et alors on aura pu regarder ces mesures comme exactes®.

— e .

1) Boux, a. 0. O. 85, S. 575. .
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Haben die alten Inder den Pythagoreischen Lehrsatz und dae Irrationsle gekann

A usw.“
Die Worte BAUDHAYANAS, ,Das sieht man &n (;1011 J‘w;zt‘;’;i‘; el
(siche oben S. 9) sieht ZEUTHEN Wie' '.[illlBA(ll’: ;:TH;: ! um (S, S16);
Urhebers ,comme démonstration du the:;e;:econnaissnnce in ihéorime de

i 850): s pas Y.
;:i]ﬁ;gﬁo? 'M"N::i;;i s::i,:uel, ou il v a eu plusieurs duc«;ﬁu::ge:
indépendantes ni, dans le flem.iex’- ca;,“ si on y est parvenu de ‘
mqni%:g:ne: a:e::;xf :;éd::r dll:ekr:nnstmk. tionsversuch, den Buu\t f‘ﬁ; e:lll:
indische ngrleitung.des allgemeinen Pythagoreischen ;{‘-“E'Sﬁ’-‘“‘;:“;mho el
licher Ausnutzung des Gnomon gibi, festeren A‘lls':‘«l n e —
der Sulbasuren zu haben als der BRETSCHA I-Z;l)l-.llb(‘- nc; :ten' T savisocha-
zuriickgreift. Ahnliches diirfte fir die beiden V ex:suc:_l.e g 'F(.; r,m o b g
TRewcel herzuleiten (8. 350, 851). Der ers?« will ‘.1;:33 e it mach
Me:sung hervorgehen lassen und diirfte cinu}ltl:;eiﬁ:‘: rer § e
g] - eigi’tfil:lﬁh::’ 3103;?:1'2‘; zz;;i:ischen Verfubren und\triul‘t; It}u:l;::
o o, . o e e uens
Quellen und dem Zeugnis TuisavTs erst ihre SP“W“‘:'. “ ! w": T
gessen haben. THsauT, der in diesemn hesonderen lunkic :
gemeinen mehr Beachtung verdient, ’
mit seinem Herleitungsversuche der W

ahrheit woll niiher grekonmen sein

As er hisher efundes nat, dirfie

ite hnnutzt'dic FFormel
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