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Kapitel 1

Allgemeiner Uberblick

Die griechische Mathematik beginnt circa 600 v. Chr. und endet circa 300 n.
Chr. Man unterscheidet vier verschiedene Abschnitte:

1. ,Jonische Periode (Thales, Pythagoras, Anaxagoras, Hippokrates, ...)
600-400 v. Chr.

2. Athenische Periode (Sophisten, Platon, Deinostratos, ...) 400-300 v.
Chr.

3. Alexandrische Periode (Eukleides, Archimedes, Nikomedes, ...) 300-200
v. Chr.

4. Spétzeit (Hipparchos, Heron, Pappos, ...) 200 v. Chr. -300 n. Chr.“ ([5],
Seite 1).

Vor den Griechen kannte man Mathematik seit 2000 Jahren. Es gab schon
ein schriftlich fixiertes Zahlensystem, Rechenmethoden und die Anfinge der
Geometrie. Jedoch fithrten erst die Griechen eine abstrakte Mathematik ein,
,die sich auf logische Strukturen von Definitionen, Axiomen und Beweisen
grindete. (1], ,Mathematik* ). Die mathematischen Texte der vorgriechi-
schen Mathematik waren zum grofsen Teil Aufgabentexte, die manchmal auch
vorgerechnete Losungswege enthielten, jedoch ohne Begriindungen fiir die
Rechenschritte. Man kannte vor den Griechen noch keine Beweise, denn so-
gar die wenigen Lehrtexte die es gab, ,,in denen ein allgemein anwendbares
Verfahren beschrieben wird“, waren ohne Begriindungen ([1|, Vorwort Seite
XVI).

Zu den ersten Theorien, die im 5. Jahrhundert v. Chr. entstanden, zéhlt , die
Lehre von Geraden und Ungeraden®, die zu der Arithmetik der Pythagoreer
zu zéhlen ist. Ein erstes mathematisches Lehrbuch, die sogenannten ersten
,Elemente”, hat um circa 440 v. Chr. Hippokrates von Chios verfaft.
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Fiir die griechische Mathematik war die Inkommensurabilitédt von Strecken,
also die Tatsache, dass zwei Strecken nicht vergleichbar sein kénnen, ein
groftes Problem. Denn es gab die Hoffnung, ,alle geometrischen und astro-
nomischen Verhéltnisse ebenso wie die musikalischen in ganzen Zahlen aus-
driicken zu koénnen“ ([1], Vorwort Seite XVII). Diese Hoffnung wurde durch
die Erkenntnis zerstort, dass es ,keine natiirlichen Zahlen n und m [gibt],
deren Quotient das Verhéltnis einer Seite zur Diagonalen [eines Quadrates|
ausdriickt.“ ([1], ,Mathematik) Ein solches Verhéltnis kann man nur mit
Hilfe der ,irrationalen Zahlen“ angeben.

Die ,,Quadratur des Kreises* ist ein weiteres, wichtiges Problem. Dabei geht
es darum, ausschliefslich ,mit Hilfe von Lineal und Zirkel ein Quadrat zu
konstruieren, das den gleichen Flacheninhalt haben soll, wie ein vorgegebe-
ner Kreis* (|4, ,Mathematik*). Man versuchte mit eingeschriebenen bzw.
umschriebenen Vielecken das Problem zu losen. Archimedes wurde durch
diesen Losungsansatz dazu veranlasst, die Kreiszahl Pi (7) zu bestimmen.
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Kapitel 2

Die Pythagoreer

2.1 Leben und Wirken der Pythagoreer

Der griechische Philosoph Pythagoras wurde circa 570 v. Chr. in Samos ge-
boren. Nachdem er sich 530 v. Chr. in Kroton, einer griechischen Kolonie in
Stiditalien, niedergelassen hatte, griindete er die Schule der Pythagoreer. Er
starb um 500 v. Chr. wahrscheinlich in Metapont. Seine Philosophie ist nur
durch die Schriften seiner Schiiler erhalten geblieben. Sie verehrten ihn sehr
und wurden stark von ihm beeinflusst. Einiges, was Pythagoras zugeschrie-
ben wird, stammt jedoch gar nicht von ihm. So soll der ,,nach ihm benannte
»Satz des Pythagoras® [...], der ihm von Proklos zugeschrieben wurde, |...|
aus alterer Zeit [stammen|* (|1], ,,Pythagoras”).

Die Pythagoreer glaubten an ,die mathematische Ordnung der (géttlich ge-
schaffenen) Welt“ (||, ,,Pythagoras®). Mit Hilfe ihrer Zahlentheorie versuch-
ten sie die Welt zu erklaren, indem sie zahlentheoretische Satze aufstellten
und diese auf verschiedenen Gebieten anwandten. So zum Beispiel auf die
Musiktheorie, Geometrie, Kosmologie und ,,iiberhaupt auf alle Bereiche des
Seienden, wo immer sie Abbilder der Zahlen erblickten* ([1], Seite 232).

2.2 Zahlentheorie

Die ,,Zahlentheorie” ist heute ein Zweig der Mathematik, der sich mit den
Eigenschaften der Zahlen und deren Beziehungen beschéaftigt. ,,Im Allgemei-
nen beschrankt sie sich jedoch auf die Untersuchung der ganzen Zahlen oder
Zahlenmengen mit dhnlichen Eigenschaften.” (||, ,Zahlentheorie). Die Tat-
sache, dass sie sich heute vor allem mit den ganzen Zahlen beschéftigt, ldsst
aus meiner Sicht den Schluss zu, dass die Zahlentheorie der Pythagoreer,
die sich ausschlieflich mit ganzen Zahlen beschéftigte, da sie ja noch keine
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anderen Zahlen kannten, der Ursprung unserer heutigen Zahlentheorie ist.
Sie behandelt unter anderem das Wesen ganzer Zahlen. Dabei werden die
Begriffe ,ein Vielfaches”, | Teiler* bzw. ,Faktoren“, ,echter Teiler“! |  gerade
ganze Zahlen“ | ungerade ganze Zahlen* | eine ,,perfekte” bzw. ,, vollkommene
Zahl“? und schlieRlich der Begriff der ,,unvollkommenen Zahl“® definiert.
Hauptséachlich geht es in der Zahlentheorie jedoch um die Untersuchung von
Primzahlen. Dabei wird natiirlich festgelegt, was eine Primzahl ist und dass
das Ergebnis eines Produkts aus Primzahlen als ,,zusammengesetzte Zahl®
bezeichnet wird. Des weiteren werden zwei Primzahlen mit der Differenz zwei
als ,,Primzahlzwillinge bezeichnet. Man berechnet den grofsten gemeinsamen
Teiler zweier Zahlen und nennt sie ,teilerfremd” , wenn dieser Eins ist. Und
schlieflich sind zwei Zahlen kongruent, wenn sie bei der Division mit einer
dritten Zahl denselben Rest iibrig lassen.

2.3 Arithmetik

2.3.1 Abgrenzung zur Zahlentheorie

Wortlich tibersetzt heifst Arithmetik ,zum Zahlen gehorend“. Ebenso wie
die Zahlentheorie beschéftigt sie sich mit Zahlen, wobei die Arithmetik die
,Kenntnisse der Zahlen und des Rechnens* umfasst (|4], ,,Arithmetik®). Eine
eindeutige Trennung der beiden Gebiete ist nicht moglich, da es Uberschnei-
dungen gibt. So wird auch in der Arithmetik zum Beispiel die Teilbarkeitsleh-
re behandelt ([0], Seite 39). Der wesentliche Unterschied liegt jedoch darin,
dak sich die Zahlentheorie mehr mit den Eigenschaften der Zahlen beschéf-
tigt, wahrend sich die Arithmetik mehr auf das Rechnen selbst konzentriert.
Hierbei geht es um die Erweiterung von Zahlenbereichen und um die Defi-
nitionen der vier Grundrechenarten: Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division, sowie die Definition von negativen Zahlen. Mit letzterer diirf-
ten sich die Pythagoreer kaum beschéftigt haben, da man damals nur die
positiven, natiirlichen ganzen Zahlen kannte und als Zahlen akzeptierte.

La = be; wenn ¢ # +1, dann ,ist b ein echter Teiler von a* (|4], ,,Zahlentheorie)

2Dies ist ,eine positive ganze Zahl, die gleich der Summe aller ihrer Positiven echten
Teiler ist*; z.B.: 28 =142+ 4 + 7+ 14 (4], ,,Zahlentheorie*)

3Wenn die Summe der Positiven echten Teiler kleiner als die Zahl ist, nennt man sie
defizient; ist die Summe gréfler, nennt man sie abundant
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2.4. Entdeckung des Irrationalen )

2.3.2 Historischer Hintergrund und Problem des Irra-
tionalen

Ausgangspunkt fiir die Arithmetik der Pythagoreer, also den Umgang mit
den Zahlen unter Verwendung der vier Grundrechenarten, ist die Bruch-
rechnung. Die Griechen haben Teile der Arithmetik von den Babylonieren
und Agyptern iibernommen, die jedoch ,bereits hochstehende, komplizierte
Methoden fiir die Losung mathematischer Probleme héherer Ordnung ent-
wickelt hatten“ ([1], Seite 207), wohingegen die griechische Mathematik im
5. Jahrhundert v. Chr. noch am Anfang stand. Anders als die Babylonier
kannten die Griechen irrationale Zahlen noch nicht. Fiir sie war die Eins
nicht teilbar und deshalb haben sie Briiche nicht als Zahlen gesehen. Somit
haben sie an die Stelle der Briiche Zahlenverhéltnisse gesetzt. Hieraus ist
die Grundlage der pythagoreischen Arithmetik entstanden, die im Buch VII
der zahlentheoretischen Biicher VII und VIII Euklids genannt wird. Es geht
dabei um die Theorie der Zahlenproportionen, die Lehre von der Teilbarkeit
der ganzen Zahlen, den grofsten gemeinsamen Teiler, (der vom Kiirzen der
Briiche stammt,) das kleinste gemeinsame Vielfache, (das aus dem Gleich-
namigmachen der Briiche entstand) und um die teilerfremden Zahlen, wobei
teilerfremde Zahlenpaare gekiirzten Briichen entsprechen. Die Unwissenheit
iiber die Existenz des Irrationalen hatte die Folge, dass sich die babylonischen
algebraischen Gleichungen und ihre Losungen nicht immer auf das griechi-
sche Zahlenverstéindnis iibertragen liefen, da sie unter Zahlen nur rationale,
also ganze Zahlen verstanden. Da sich die Griechen nicht mit genéherten
Lésungen zufrieden gaben, was sich vor allem an der Einfiihrung von schrift-
lichen Beweisen widerspiegelt, mussten sie die babylonischen Gleichungen ins
Geometrische iibertragen. Denn die Losungen unter Zuhilfenahme der Geo-
metrie sind ,,exakt und allgemeingiiltig, und die geometrische Algebra lésst
sich auf beliebige, auch irrationale Strecken anwenden®. (|!], Seite 207) Dies
diirfte meiner Ansicht nach auch der Grund dafiir gewesen sein, warum sich
die Pythagoreer nicht nur mit den Zahlen, sondern auch mit der Geometrie
beschéaftigten.

2.4 Entdeckung des Irrationalen

Hippasos von Metapont gilt als erster Entdecker des Irrationalen. Er stellte
Untersuchungen am regelméfigen Fiinfeck an, wobei er das Verhéltnis zwi-
schen der Diagonale und der Seite bestimmen wollte. Dabei verwendetet er
das Verfahren der Wechselwegnahme:

Man zieht von zwei verschiedenen Grofen die kleinere so oft wie moglich von
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der grofseren ab; mit dem Rest der kleineren Grofe macht man es genau-
so. Auf diese weise erhilt man das grofte gemeinsame Mafs zweier gerader
Linien bzw. den grofiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen. Gibt es einen
grofsten gemeinsamen Teiler zwischen zwei Grofen, dann bricht das Verfah-
ren beim erreichen dieses Teilers ab. Die beiden untersuchten Grofen sind
damit vergleichbar; man sagt sie sind kommensurabel.

Die Wechselwegnahme war schon Jahrhunderte zuvor den Handwerkern als
Faustregel bekannt, die diese Methode mit Messstocken und Messschniiren
angewandt hatten. Unter Zuhilfenahme dieser Mittel ldsst sich jedoch nicht
die Inkommensurabilitat zweier Grofsen ermitteln. Zwei Gréfsen sind namlich
dann inkommensurabel, wenn die Wechselwegnahme ins Unendliche fortge-
fithrt werden kann. Bei seinen Untersuchungen am regelméfigen Fiinfeck,
dem Pentagramm (siehe Abbildung 2.1), stellte Hippasos von Metapont ge-
nau dies fest:

Er betrachtete dabei das Verhéltnis zwi-
schen Diagonale und Seite. Zeichnet man
alle Diagonalen des Fiinfecks ein, so stellt
man fest, dass diese ein weiteres, eben-
falls regelmafiges Fiinfeck bilden. Wenn
man in dieses kleinere Fiinfeck wieder
die Diagonalen einzeichnet, so erhélt man
ein noch kleineres, aber wiederum re-
gelméfiges Fiinfeck. Es zeigt sich also,
dass man diese Prozedur ins Unend-
liche fortsetzen kann. Zieht man nun
von einer Diagonale des urspriinglichen
Fiinfecks die anliegende Seite ab, er-
kennt man, dass der Rest der Lidnge Abbildung 2.1: Ein Pentagramm
einer Diagonale des kleineren Fiinfecks (Sternfiinfeck)

entspricht.* Gleichzeitig erkennt man,

dass man durch Subtraktion des Restes von der Seite des Ausgangsfiinfecks
die Linge einer Seite des kleineren Fiinfecks erhilt.” Nun hat man also die
Lange einer Diagonale und einer Seite des kleineren Fiinfecks. Auf die glei-
che Art und Weise kommt man zu der Diagonalen und zur Seite des néchst
kleineren Fiinfecks. Da es eine unendlich grofte Zahl an immer kleineren regel-
maéakigen Filinfecken gibt, setzt sich auch die Methode der Wechselwegnahme
ins Unendliche fort. Das bedeutet, dass ,kein grofites gemeinsames Mals der
Diagonale und der Seite des regelméfigen Fiinfecks gefunden werden kann“.

“AE = AB und B'D = B'E' = AD — AE = B'E ([1], Seite 296)
SAE = ED' = EA’ und B'E' = B'D = B'E = AE — B'E’ = B'A ([1], Seite 296)
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([1], Seite 296). Damit sind die beiden Grofsen ,,Seite und ,,Diagonale” des
Pentagramms inkommensurabel, das heifst man kann ihr Verhéltnis nicht
durch zwei ganze Zahlen ausdriicken. Hier zeigt sich, dass es nicht nur ratio-
nale, also Briiche von ganzen Zahlen, sondern auch irrationale Zahlen geben
muss.

2.5 Weitere Entdeckungen

Die Pythagoreer haben noch einige andere Entdeckungen gemacht, die im
Folgenden kurz erwahnt werden sollen.

Sie stellten fest, dass man Quadratzahlen aus einer Summe von ungeraden
Zahlen darstellen kann. Als Formel hierfiir gilt: 1+3+5+...+(2n — 2) = n?.

® Weiterhin fanden sie heraus, dass Dreiecks-
'Y zahlen - das sind Zahlen, die durch ein Drei-
¢ 660 ecksmuster dargestellt werden konnen (sie-
: 6 he Abbildung 2.5) - die einfachste arithme-
“ tische Reihe darstellen: 1+24+3+...4+n =
o nntl), (Eine Reihe entsteht dadurch, dass
@ QO 2 . .

Y QO man die Glieder einer Zahlenfolge zusam-

O Q0O menzéhlt.)

(XN X QooQQ

Man kann die Summe gerader Zahlen auch
] U 1 5 als ein Produkt von zwei Zahlenpaaren von
der Differenz 1 darstellen ([], Seite 2). Die
entsprechende Formel lautet: 2+4+64. ..+
(2n)=n-(n+1).

Sie entdeckten die ,,Harmonische Proporti-
on“. Proportion ist zum einen die Bezeichnung ,fiir das Verhéltnis zweier
Zahlen oder Grofen”, zum anderen aber auch die Bezeichnung . fiir eine Ver-
héltnisgleichung* ([6], Seite 353). Letzteres trifft hier zu: % — % = % — %
Diese ,,Harmonische Proportion® kann man beim Verhéltnis der Fléche
(a = 6), Ecken (b = 8) und Kanten (¢ = 12) des Wiirfels betrachten. Al-
o }—d=t-ghid=

Des weiteren fiihrten sie den Begriff der ,befreundeten Zahlen“ | bzw. ,ver-
wandten Zahlen ein: um zu erkennen, ob zwei Zahlen befreundet sind, muf
man sich die Teiler der Zahlen anschauen. Zahlenbeispiel: 220 und 284.
Teiler von 220: 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110 und natiirlich 220 selbst.
Teiler von 284: 1, 2, 4, 71, 142 und 284.

Zahlt man nun die Teiler, die von der urspriinglichen Zahl unterschiedlich

sind, zusammen, dann erhéilt man - wenn die Zahlen verwandt sind - als

Abbildung 2.2: Darstellung
verschiedener Dreieckszahlen
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Abbildung 2.3: Satzgruppe des Pythagoras

Ergebnis die jeweils andere Zahl: 1+24+4+45+10+114+204+22+44+55+110 =
284 und 1+ 2+ 4+ 71 4 142 = 220.

Schlieflich behandelten sie noch die Auflésung von linearen Gleichungen mit
n Unbekannten.

2.6 Satzgruppe des Pythagoras

Zum Schluss soll hier noch die wohl bekannteste Erkenntnis der Pythagoreer
erlautert werden, die sogenannte ,,Satzgruppe des Pythagoras®.

Ausgangspunkt ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit der Héhe CD. Diese
Hohe zerlegt nun dieses Dreieck ,;in zwei Teildreiecke, die zueinander und
zum ganzen Dreieck dhnlich sind.“ ([7], Seite 81) (siche Abbildung 2.3, a)).
Die Dreiecke ADC und CDB sind also dhnlich.

Es ergibt sich folgende Gleichung: AD : CD = CD : BD bzw. q : h =
h : p. Man teilt also immer die grofere Seite durch die kleinere. Andere

Schreibweise: { = %. Multipliziert man die Gleichung mit h und p, so erhélt

man: h2 =p-q.

Betrachtet man ,,h? als Flicheninhalt eines Quadrats mit der Seitenlinge h
und p - q als Fliacheninhalt eines Rechtecks mit den Seitenldngen p und g*
([7], Seite 81), so erhélt man den Hohensatz:

Das Quadrat iiber der Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks ist inhaltsgleich
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dem Rechteck aus den beiden Hypotenusenabschnitten. ([7], Seite 81)

Als nachstes betrachtet man die ahnlichen Dreiecke ABC und ACE bzw_. die
Dreiecke ABC und BCD (siehe Abbildung 2.3, b)). Man erhélt: AB : AC =

AC : AD bzw. & = g. Mit b und q multipliziert hat man also: b*> = ¢ - q.

Desweiteren hat man die Proportion: AB : BC = BC : BD bzw. £ = %.
Nun multipliziert man mit a und p und hat als Ergebnis: a® = ¢ - p.

Auch hier deutet man wieder b bzw. a? als Flicheninhalte von Quadraten
mit der Seitenldnge b bzw. a und c - ¢ bzw. ¢ - p als Flacheninhalte von
Rechtecken mit den Seitenldngen ¢ und q bzw. ¢ und p. So kommt man zum
Kathetensatz:

Das Quadrat iiber einer Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist inhalts-
gleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und dem der Kathete anliegenden
Hypotenusenabschnitt. ([7], Seite 82)

Addiert man die beiden Gleichungen a? = c¢-p und b* = ¢ - ¢ erhilt man:

a?+b=c-ptc-g=c-(p+q)=c?also:

a® +b? = ¢* (siche Abbildung 2.3, c)).

Wiederum werden a?, b*> und ¢? als Flicheninhalte von Quadraten mit den
Seiten a, b und ¢ angesehen. Es ergibt sich der Hypotenusensatz:

Die Quadrate iiber den beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks erge-
ben zusammen den Inhalt des Hypotenusenquadrats. (|7], Seite 82)
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Kapitel 3

Fuklid

3.1 Leben und Wirken Euklids

Euklid lebte von ca. 365 bis ca. 300 v. Chr. Man nimmt an, dafs er in Athen
von den Schiilern Platons erzogen wurde. In Alexandria lehrte er Geometrie
und griindete eine Schule fiir Mathematik.

Ihm werden verschiedene Entdeckungen aus dem Bereich der Zahlentheorie
zugeschrieben. Bei manchen Werken, die bisher Euklid zugeschrieben wurden,
sind die Historiker der Ansicht, dass diese Zuschreibung nicht gerechtfertigt
ist. Dies gilt zum Beispiel fiir die Werke ,, Data, eine Sammlung geometrischer
Theoreme' , Phenomena, eine Beschreibung des Himmels, Optik [und] die
Einteilung der Tonleiter, eine mathematische Diskussion iiber die Musik®
([4], Euklid ).

Auch bei vielen anderen Werken sind sich die Historiker nicht einig, jedoch
gilt als gesichert, dass das Werk ,,die Elemente* von Euklid stammt.

3.2 Die Elemente

3.2.1 Allgemeines

Die Elemente sind das Hauptwerk Euklids. Dieses Werk stellt eine Abhand-
lung iiber die Mathematik dar und umfasst 13 Bande. Es wird vermutet,
dass Euklid bei den geometrischen Abschnitten in diesem Werk die Arbeiten
alterer Mathematiker herangezogen und sie neu angeordnet hat.

Man kann die 13 Biicher dieses Werkes in drei Kategorien aufteilen:

!Theorem: Dies ist eine andere Bezeichnung fiir einen mathematischen Satz, also eine
»~wahre Aussage iiber einen mathematischen Sachverhalt ([6],Seite 384).

10
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e die ersten sechs Biicher bezeichnet man als die planimetrischen?, aller-
dings trifft dieser Name eigentlich nur auf die Biicher I, III, IV und VI
AVK

e die Biicher VII bis X werden als die arithmetischen,
e die Biicher XI bis XIII als die stereometrischen bezeichnet.

Generell kann man sagen, Euklid versucht in diesem Werk ,,alle geometrischen
Sachverhalte aus Postulaten oder Axiomen herzuleiten.“ (|6], Seite 164) ,,Ein
Postulat [ist] ein speziell geometrischer Grundsatz, der die Mdoglichkeit ei-
ner Konstruktion, die Existenz eines Gebildes sicherstellen soll; ein [fiir wahr

gehaltenes| Axiom |...] ist ein allgemein logischer Grundsatz, den kein Ver-
niinftiger, auch wenn er von Geometrie nichts weift, bestreitet.“ (|2], Seite
419)

Postulate und Axiome sind nur im ersten Buch zu finden, bei den restlichen
Biichern folgen iiblicherweise nach den Definitionen gleich die Propositionen.
Letzteres sind teilweise Aufgaben, teilweise Lehrsiatze. Euklids Interesse rich-
tet sich hauptséchlich ,,auf den in ihrer Losung liegenden Existenzbeweis” (|2],
Seite 420). Nach Prokles sind die wesentlichen Bestandteile einer Proposition
folgende:

1. ,,die allgemeine Vorlage selbst (Protasis), Lehrsatz oder Aufgabe;
2. das speziell Gegebene (Ekthesis), die Voraussetzung;

3. das speziell Geforderte (Diorismos), die Behauptung;

4. die Konstruktion (Katasheue);

5. der Beweis (Apodeixis);

6. die auf die Vorlage zuriickgreifende Schlufzusammenfassung (Sympe-
rasma).“ (|2], Seite 420)

Zwar konnen auch einzelne Teile fehlen, jedoch werden in der Regel alle
Punkte aufgefiihrt.

2Planimetrie ist die ebene Geometrie, das heift man untersucht geometrische Eigen-
schaften in der Ebene. Im Gegensatz dazu steht die rdumliche Geometrie, auch Stereome-
trie genannt. ([6], Seite 164)
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3.2.2 Biicher I bis VI

Buch I beginnt mit grundlegenden Definitionen, allerdings wird hier von
Euklid ,,die Anschauung schon vorausgesetzt*. ([2], Seite 417) So lautet die
erste Definition: ,Ein Punkt ist, was keine Teile hat.“ ([2], Seite 1) Wenn
man nicht schon eine Vorstellung davon hat, was man unter einem Punkt
zu verstehen hat, wird man mit dieser Definition nichts anzufangen wissen.
,Euklid will hochstens abgrenzen, was an sich bereits existiert, wobei er
allerdings nur ,einzelne Merkmale hervorhebt* (|2|, Seite 417). Bei dieser
Definition ist es die Unteilbarkeit des Punktes.

In gleicher Weise werden unter anderem die Begriffe Linie, Strecke, Flédche,
Winkel, Kreis, etc. definiert. Danach folgen Postulate und Axiome, auf die das
gesamte Werk aufbaut. Schlieflich folgen 48 Sétze, die sich in drei Bereiche
untergliedern lassen:

e 8§ 1-26 Kongruenzlehre, Fundamentalkonstruktionen und Verwandtes,
e § 27-32 Parallelentheorie,

e § 33-48 die Hauptsitze iiber das Parallelogramm und die Lehre von der
Flachengleichheit (|2], Seite 417).

In Buch IT wird die geometrische Algebra behandelt. Hierbei geht es um
yallgemeinere Grofenbeziehungen (|2], Seite 425), die durch Formeln ausge-
driickt werden. Ziel ist es, unbekannte Grofen aus bekannten zu bestimmen.

Buch IIT handelt von der Kreisleh-

re. Die Definitionen legen fest, wann

zwei Kreise gleich sind, wann eine Li-

nie eine Tangente ist, was ein Kreisab-

schnitt ist, was ein Kreisausschnitt ist

und dergleichen mehr ([2], Seite 45).

In den Paragraphen werden nun ver- Kreisabschnitt Kreisausschnitt
schiedene Sachverhalte bewiesen, wie (Segment) (Sektor)
zum Beispiel: ,Ein Kreis kann einen

Kreis nicht in mehr als zwei Punkten Abbildung 3.1: Kreissegment und
schneiden.” ([2], Seite 53, § 10) Kreissektor

In Buch IV geht es um regelméfige Vielecke. Der Inhalt dieses Buches wird
als pythagoreisch angesehen.
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,2Buch V gibt die strenge Begriindung einer Proportionslehre allgemeiner
Grofen. ([2], Seite 429)

Zum historischen Hintergrund:

Wie schon im Abschnitt ,,Die Pythagoreer erwahnt versuchen die Griechen
~geometrische Probleme |...| mit Hilfe von Proportionen* ([2], Seite 429)
darzustellen. Dieses Verfahren konnte durch die Entdeckung des Irrationalen
nicht langer aufrechterhalten werden. Man mufste versuchen, ,,die wesentli-
chen elementaren geometrischen Sétze ohne Proportionen herzuleiten* (|2],
Seite 430). Durch die Erweiterung der Flachenlehre wurde dies bewerkstel-
ligt. Ein Beispiel hierfiir ist der Euklidische Beweis des Pythagoras.

Die geometrische Anwendung des vorherigen wird in Buch VI aufgefiihrt.
Desweiteren behandelt es ,,die Ahnlichkeitslehre und die allgemeine Flichen-
anlegung (|2], Seite 434).

3.2.3 Biicher VII bis X

In der ersten Hélfte (bis § 19) von Buch VII geht es um ,,die Grundlegung
der Lehre von den Zahlenverhéltnissen, die zweite behandelt die Teilbarkeit*
(2], Seite 439).

Die geometrischen Reihen werden in Buch VIII und in der ersten Halfte
von Buch IX hauptséichlich behandelt. Es wird die Lehre von den Potenzen
und die Lehre von den rationalen Wurzeln gebracht.

Die Séatze 21-34 am Ende des IX. Buches stellen eine , Lehre von Geraden
und Ungeraden“ dar ([1], Seite 125). Dieses Satzgefiige kann man als ,,den An-
fang einer Theorie der Kongruenzen modulo 2 (z. T. auch mod 4 und mod 8)*
(1], Seite 128) bezeichnen: In den Sétzen 21-27 sind die Ergebnisse der Ad-
dition und Subtraktion, in den Sétzen 28-29 der Multiplikation von geraden
bzw. ungeraden Zahlen angegeben. Die Sitze 30-31 sind wichtige Hilfssétze
iiber die ungerade Zahl als Teiler. Schlieflich zeigen die Satze 32-34, dass die
,Einteilung der geraden Zahlen in lediglich gerademalgerade, lediglich unge-
rademalgerade und in gemischte” ([1], Seite 128) wirklich Zahlen enthélt.

Euklid behandelt in Buch X die ,,bei Konstruktionen auf Grund der Postu-
late auftretenden irrationalen Strecken“ (|2], Seite 446). Diese Abhandlung
soll ,ein Fundament” fiir ,,das Ziel [...| des ganzen Werkes, die Theorie der
reguldren Korper,* bilden (|2], Seite 446).
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Abbildung 3.2: Parallelflach

In den Propositionen 1-18 ,werden allgemeine Untersuchungen iiber Kom-
mensurabilitdt durchgefithrt (|2], Seite 447). Wichtig sind §§ 9, 17 und 18,
da hier die Einzelergebnisse zusammengefaft werden. §9 enthélt die Ratio-
nalitdtsbedingung der Quadratwurzel, und §§ 17, 18 handeln von der ,,Ratio-
nalitdt der Wurzeln einer dreigliedrigen quadratischen Gleichung” (|2], Seite
447).

Die Propositionen 19-111a bilden den Hauptteil. Die §§ 19-26 handeln von
Rechtecken mit rationalen Seiten und von den Strecken, die quadriert diese
Art von Fliachen ergeben. Alle bisherigen Abschnitte machen fiir den ma-
thematisch Gebildeten nur wenige Schwierigkeiten. Anders verhélt es sich
jedoch bei den nun folgenden. Die Konstruktionen der §§ 27-35 gelten als
»ganz besonders undurchsichtig” ([2], Seite 447). Allerdings dienen sie nur als
Existenzbeweis der im Folgenden eingefithrten Grofen. Der Rest des Haupt-
teils behandelt verschiedene Formen von Strecken, wobei es 12 Hauptformen
und 12 Hilfsformen gibt. Die 12 Hauptformen sind in §§ 36-41 und §§ 73-
78 definiert, die 12 Hilfsformen in ,,Zweite und Dritte Definitionsgruppe, §3§
47a, 84a* ([2], Seite 448). Zur Zusammenfassung dienen 72a, 111 und 111a.
Ob der nun folgende letzte Teil des Buches X von Euklid ist, ist zweifelhaft.
Er beinhaltet ,,die Vorschrift fiir das Rationalmachen zweigliedriger Nenner*
(2], Seite 450) (8§ 112-114). § 115 dient als Beispiel ,fiir die Moglichkeit,
tiber die gesteckten Grenzen hinauszugehen ([2], Seite 450). § 115a ist zwar
nicht von Euklid, er ist jedoch als ,,voreuklidischer Beweis der Irrationalitit
von /2 wichtig (|2], Seite 450).

3.2.4 Bicher XI bis XIII

Buch XI, das erste stereometrische Buch, definiert zuerst mehrere neue Be-
griffe. Sodann wird untersucht, welche Lagebeziehungen es ,zwischen den
Grundgebilden Gerade und Ebene* gibt (§§ 1-19) ([2], Seite 463). In den
darauf folgenden Satzen und Aufgaben wird die dreiseitige korperliche Ecke
betrachtet (§§ 20-23, 26, 35). Es folgen weitere Sitze und Aufgaben iiber
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Dodeaeder Oktaeder Ikosaeder

Abbildung 3.3: Dodekaeder, Oktaeder und Tkosaeder

Parallelflache® | vor allem iiber deren Rauminhalt (§§ 24, 25, 27-34, 36,37).
Schliefslich folgen noch zwei Hilfssétze, die aber erst fiir die spateren Biicher
wichtig sind.

Da das nach dem Parallelflach folgende allgemeine Prisma keine weiteren
Schwierigkeiten macht, ist die Lehre vom Rauminhalt abgeschlossen, solange
keine Infinitesimalbetrachtungen® nétig sind. Letzteren ist das Buch XII
gewidmet. In ihm wird auch der ,,Satz iiber das Verhéltnis von Kreisflachen
nachgeholt” (|2], Seite 463), jedoch fehlt die Berechnung des Kugelvolumens
ebenso, wie ,,die Vergleichung der Oberflachen® (|2], Seite 468). Beides wird
erst von Archimedes geliefert. Bei den Sétzen XII, 2, 5, 10, 11, 12 geht es um
folgendes: Das Verhiltnis zweier irrationaler Grofen X, Y soll dem Verhéltnis
elementarer Grofen gleich sein.

Das Buch XIII entwickelt zuerst ,eine Reihe Grofenbeziehungen an stetig
geteilten Strecken und am Finfeck* (|2, Seite 463) und féhrt fort mit der
Konstruktion der regelméfigen Korper. Es werden die fiinf platonischen Kor-
per konstruiert, ,,die aber nicht von ihm stammen® (|2], Seite 471). Die drei
Korper Wiirfel, Pyramide und Dodekaeder® sind von den Pythagoreern, die
restlichen beiden Korper Oktaeder® und Ikosaeder” gehoren dem Theaitetos.
Platonisch werden sie genannt, weil Platon sie im Timaios genannt hat(siehe
auch Abbildung 3.3).

3Ein Parallelflach ist ein ,,Kérper, dessen Oberfliche von sechs Parallelogrammen gebil-
det wird, von denen je zwei kongruent sind und in parallelen Ebenen liegen.“([6], S. 329;
siche auch Abbildung 3.2)

“Infinitesimalrechnung ist ein anderer Begriff fiir Differential- und Integralrechnung.

SEin Dodekaeder ist ein regelmiRiger Kérper, der aus 12 kongruenten Flichen (regel-
méfige Fiinfecke) zusammengesetzt ist.

6Der Oktaeder ist ein regelmifiger Korper; er besteht aus 8 dreieckigen Flichen.

"Der Ikosaeder ist ein regelmiRiger Kérper; er besteht aus 20 dreieckigen Flichen.
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3.2.5 Angefiigte Biicher XIV und XV

Die Biicher XIV und XV stammen nicht von Euklid und wurden erst spé-
ter den Elementen hinzugefiigt.

Buch XIV stammt von Hypsikles (um 150 v. Chr.), der sich {iber 100 Jahre
spater mit dem Verhéltnis der Oberflichen und Volumina von Dodekaeder
und Tkosaeder beschéftigte. In diesem Buch weist er nach, daf sich die Ober-
flichen und Volumina dieser Korper ,,zueinander Verhalten wie die Wiirfel-

kante und Ikosaederkante ([2], Seite 476).

Schliefslich ist da noch Buch XV, das verschiedene Verfasser hat und we-
sentlich spéater entstanden ist. Hauptséchlich beschéftigt es sich ,,mit trivia-
len Einzeichnungen eines regelméfigen Korpers in den anderen und mit der
»~Aufzéhlung von Kanten und Ecken“ (]2], Seite 477).
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Kapitel 4

Archimedes

4.1 Leben und Wirken des Archimedes

Archimedes wurde um 287 v. Chr. in Syrakus auf Sizilien geboren und ver-
brachte dort auch den groften Teil seines Lebens. Von diesem ist, aufser den
mathematischen und physikalischen! Errungenschaften, nicht viel bekannt.
Viele Geschichten iiber ihn diirften nur Legenden sein, jedoch weifs man,
dass er, um die von den Romern belagerte Stadt Syrakus zu befreien, Stein-
schleudern bzw. Katapulte erfunden hat. Er starb 212 v. Chr. wéhrend der
romischen Eroberung von Syrakus im 2. punischen Krieg. Zu seinen erhalten
gebliebenen Werken gehoren:

,Uber Spiralen, , Kugel und Zylinder*, , Die Quadratur der Parabel”, ,Uber
das Gleichgewicht ebener Fléachen oder iiber den Schwerpunkt ebener Fl&-
chen®, ,, Uber Paraboloide, Hyperboloide und Ellipsoide®, ,, Uber schwimmen-
de Korper”, ,,Die Sandzahl“ und , Kreismessung*.

4.2 Werke

4.2.1 Buch ,,Uber Spiralen*

Archimedes definiert eine Spirale wie folgt: Ein Halbstrahl (unsere heutige
Bezeichnung dafiir ist die Halbgerade) bewegt sich mit konstanter Geschwin-
digkeit um seinen Endpunkt innerhalb einer Ebene, bis er in seine Ausgangs-
stellung zuriickkehrt (Archimedes nennt diese Ausgangsstellung ,,Leitlinie ).
Gleichzeitig bewegt sich ein Punkt auf der Halbgeraden vom Endpunkt aus

!Dazu gehéren: Hebelgesetze, grundlegende Gesetze der Hydrostatik, die Erfindung des
Flaschenzuges und die Erfindung der Wasserschnecke.

17



4.2. Werke 18

mit ebenfalls konstanter Geschwindigkeit. Die Linie, auf der sich der Punkt
in der Ebene bewegt, ist eine Spirale.
Das Buch besteht aus 28 Satzen, wobei die ersten 17 Satze hauptséchlich nur
Hilfssétze sind oder nur dazu dienen, die folgenden Sétze zu beweisen. Die
restlichen Sétze 18 bis 28 kann man in zwei Kategorien unterteilen: Differen-
tialsdtze (18-20) und Integralsitze (21-28).
Die Sétze 18 bis 20 kann man wie folgt
zusammenfassen: ,,Die Subtangente der
Spirale ist gleich dem Produkte aus Ya
dem Radius Vektor und der Anoma-
lie.“ ([3], Seite 62) Zur Veranschauli-
chung (siehe Abbildung 4.1): Man hat P
also einen Punkt P der Spirale in Po- |
larkoordinaten, das heifst er ist durch ”» I p’
seinen Abstand r vom Ursprung O (dem Subtangente [Sub- |
sogenannten Pol) und dem Winkel w  normale
zwischen |[OP] und der X-Achse defi- '
niert. (Dieser Winkel wird auch An- APbildung 4.1: Subnormale und
omalie genannt.) Der Schnittpunkt der Subtangente
Tangente in P mit der X-Achse sei P”. Die Projektion des Tangentenabschnit-
tes |[PP”] auf die X-Achse ist die Subtangente.
Mit den Séatzen 21 bis 23 wird die Integrabilitdt bewiesen; in den Sétzen 24
bis 28 wird die Integration ausgefiihrt.
Die Sétze 24 bis 28 behandeln die Bestim-
mung des Fldacheninhaltes eines Spiralsek-
x tors, also eines Teils der Spirale. Zum Bei-
spiel (siehe Abbildung 4.2):
Bogen-Endpunkte: By (r1;w1), By (72;w2)

Somit ist das Ergebnis des Buches , Uber
Spiralen” folgende Formel, mit der man den

. ' Inhalt des Spiralsektors berechnen kann: Fla-
Abl?lldung 4.2:  Spiralsektor cheninhalt — % (war? — wir?)
(Skizze)

4.2.2 Buch ,,Kugel und Zylinder*

In diesem Buch beschéftigt sich Archimedes mit der ,,Berechnung der Ober-
fliche und des Inhalts der Kugel und des Kugelsegments, sowie des Kugelsek-
tors”. ([3], Seite 75). Ein Kugelsegment, auch Kugelabschnitt genannt, erhélt
man, indem man die Kugel mit Hilfe einer Ebene zerschneidet.

Spiralsektor
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,Ergénzt man einen Kugelabschnitt iiber seinem Grundkreis durch einen Ke-
gel, dessen Spitze im Mittelpunkt der Kugel liegt, so entsteht ein Kugelaus-
schnitt (Kugelsektor).“ (|6], Seite 258).

Dieses Werk des Archimedes besteht aus zwei Teilen, wobei er im zweiten
Teil Anwendungen nennt und Aufgaben gibt. Der Leitgedanke dieses Werkes
ist, dak man die Kugel in Elementarkegel zerlegen muf. Die Spitze der Kegel
ist der Mittelpunkt der Kugel. Daf es allerdings nicht zur Art des Archime-
des gehort, den Leitgedanken in den Vordergrund zu stellen, und ,,er nur ihm
selbst als Schliissel der Beweisfindung® ([3], Seite 75) dient, wird in der Ein-
leitung zu diesem Werk des Archimedes gezeigt. Um dies aufzuzeigen, wird
hier, ausgehend vom Leitgedanken, der Gedankengang Archimedes riickwarts
durchlaufen. Durch ihn ergibt sich die Moglichkeit ,,aus der Oberfliche der
Kugel auf ihren Inhalt, bzw. von der Kalotte? auf den Inhalt des Sektors und
damit auf den Inhalt des Segments zu schliefen“. ([3], Seite 76)

Archimedes muss also die Oberfliche der Kugel bestimmen. Fiir die hier-
fiir notige Integration schliefit er das Integral in Grenzen ein, indem er ,,der
Kugel einen Korper um- und einen anderen einbeschreibt® ([3], Seite 75).
Hierfiir wéhlt er Rotationskérper von regelméfigen Vielecken. Dieses Ver-
fahren, einem Korper andere regelméafige Korper um- und einzubeschreiben,
auf die Ebene angewandt, beniitzt Archimedes, um die Kreiszahl Pi () zu
bestimmen (sieche auch 4.2.6 Kreismessung).

4.2.3 Buch ,,Die Quadratur der Parabel“

Man geht in diesem Werk von folgendem Problem aus: zu einem gegebenen
Kreis oder Kreissegment soll eine geradlinig begrenzte Fliche konstruiert
werden, die zu ersterem flachengleich ist. Man versuchte dann dasselbe fiir
ein Ellipsensegment zu zeigen, wobei man allerdings Hilfssitze verwendete,
deren Richtigkeit nicht bewiesen war. Deswegen glaubten die meisten, diese
Probleme seinen nicht gelést. Archimedes zeigt nun, durch Quadrieren der
Fléache eines Parabelsegments, dass ,,der Inhalt jedes Parabelsegments um ein
Drittel grofer ist als das Dreieck, das mit ihm gleiche Grundlinie und Hohe
hat“ ([3], Seite 153).

ZKalotte ist der ,zur Kugeloberfliche [gehérende] Teil eines Kugelabschnitts” ([6], Seite
258)
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4.2.4 Buch , Uber Paraboloide, Hyperboloide und Ellip-
soide’

Paraboloid

Ein Paraboloid ist eine Rotationsfigur, die dadurch entsteht, daf eine Pa-
rabel um ihre Achse rotiert. Ein Paraboloid-Segment entsteht durch zwei
parallele Ebenen, wobei die eine das Paraboloid beriihrt und die andere das
Paraboloid schneidet. Die Basis des Segments ist ,,das Flachenstiick, das in
der schneidenden Ebene durch die Fliche des Paraboloids begrenzt wird®.
([3], Seite 213)

Es geht nun um den Beweis, dass wenn die Ba-
sis eines Paraboloid-Segments senkrecht auf der
Rotationsachse steht, der Inhalt des Segments 1%
mal so grofs ist, wie ein Kegel mit gleicher Grund-
fliche und Hohe. Des weiteren geht es um den Be-
weis, dass ,,die Inhalte beliebiger Segmente dessel-
ben Paraboloids [sich so verhalten| wie die Qua-
drate ihrer Achsen“ (|3], Seite 213).

. Abbildung 4.3: Parabolo-
Hyperboloid id

Ausgangspunkt ist eine Hyperbel in einer Ebene. Lésst man nun die Hyper-
bel um ihre Hauptachse rotieren, so nennt man die sich daraus ergebende
Figur ein Hyperboloid. Ein Hyperboloid-Segment ist ebenso definiert, wie
ein Paraboloid-Segment.

Nun handelt es sich unter anderem um fol-
genden Beweis: Steht die Grundebene ei-
nes Hyperboloid-Segments auf der Rotati-
onsachse senkrecht, dann ,,verhélt sich der
Inhalt des Segments zum Inhalt des Kegels
von gleicher Grundfliche und Hohe wie die
Summe, gebildet aus der Achse des Segments
und der dreifachen Achsenergénzung, zu der
Summe, gebildet aus der Achse des Segments
und der doppelten Achsenergéanzung®. (|3,
Seite 214)

Abbildung 4.4: Zweischaliges
Hyperboloid
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Ellipsoid

Es werden zwei verschiedene Arten von Ellipsoiden genannt: Wenn sich eine
Ellipse um ihre grofe Achse dreht, wird die Rotationsfigur ein verldngertes
Ellipsoid genannt, dreht sich die Ellipse um ihre kleine Achse, wird die Ro-
tationsfigur ein abgeflachtes Ellipsoid genannt. Anders als beim Paraboloid
und beim Hyperboloid werden hier drei Ebenen verwendet, um Ellipsoid-
Segmente zu bekommen. Alle drei Ebenen sind parallel, wobei zwei Ebenen
das Ellipsoid beriihren und die dritte das Ellipsoid schneidet. Die Basis der
Segmente heifst ,,das Flachenstiick, das in der schneidenden Ebene durch die
Fléache des Ellipsoid begrenzt wird“. ([3], Seite 215)
Es geht nun um folgende Beweise: Wenn

die Grundflache zweier Ellipsoid-Segmente
senkrecht zur Achse des Ellipsoids ist und

durch den Mittelpunkt geht, ist jedes Seg-

ment doppelt so grof wie ein Kegel mit glei-

cher Grundfliche und Hohe. Anders ist es,

wenn die Grundfliche zwar immer noch senk-

recht zur Achse des Ellipsoids steht, sie je-

doch nicht mehr durch den Mittelpunkt geht.

Wenn dem so ist, dann , hat das grofere Seg- Abbildung 4.5: Ellipsoid
ment zum Kegel von gleicher Grundfléche

und Hohe dasselbe Verhéltnis wie die Summe, gebildet aus der halben Achse
des Ellipsoids und der Achse des kleineren Segments, zur Achse des kleine-
ren Segments, andererseits hat [dann| das kleinere Segment zum Kegel von
gleicher Grundfliche und Hoéhe dasselbe Verhéltnis wie die Summe, gebildet
aus der halben Achse des Ellipsoids und der Achse des grofseren Segments,
zur Achse des groferen Segments”. ([3], Seite 215)

4.2.5 Buch ,,Die Sandzahl*

Es geht hier um das Problem, wie grofs die Zahl der Sandkorner ist. Ar-
chimedes listet hier zuerst einige Meinungen seiner damaligen Zeit auf. So
glaubten anscheinend viele, es gebe unendlich viele Sandkorner, wohingegen
andere wiederum meinten, die Zahl der Sandkorner sei zwar nicht unend-
lich, jedoch gébe es keine Zahl, die grofser ist als die Anzahl der Sandkorner.
Archimedes zeigt nun, unter Zuhilfenahme geometrischer Beweise, dass es
sogar etliche Zahlen gibt die grofer sind. Dabei fiihrt er das Bild einer Kugel
ein, die die Grofe der Erde hat und vollig aus Sand besteht, wobei auch die
Meere und alle Téler der Erdkugel bis zu den Gipfeln der Berge mit Sand
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ausgefiillt wéiren. Jedoch will Archimedes nicht nur eine Zahl finden, die ,,die
Zahl der Sandkorner in jener der Erdkugel gleichen Kugel® iibertrifft, ,;son-
dern auch die Zahl der Sandkorner in einer Kugel, die so grof ist wie der
Kosmos“. (|3], Seite 349). Natiirlich findet er auch eine: 109 ([3], Seite 364).
Interessant scheint mir hier noch das zu sein, was Archimedes und seine
Zeitgenossen unter dem Begriff ,, Kosmos" verstanden: sie bezeichnen damit
die Kugel, ,,deren Zentrum der Mittelpunkt der Erde und deren Radius die
Verbindungslinie der Mittelpunkte der Erde und der Sonne ist“. ([3], Seite
349).

4.2.6 Kreismessung

Anhand der Kreismessung gelingt es Archimedes zum ersten mal in der Ge-
schichte der Mathematik die Kreiszahl Pi (7) zwischen rationale Schranken
einzuweisen: 3% <7< 3% . Er bewies als erster, dass ,,die Flachenbestim-
mung des Kreises und die Bestimmung des Kreisumfanges dquivalente Pro-
bleme sind“ ([6], Seite 256).

In seinem ersten Satz zeigt er, dass ein Kreis und ein rechtwinkliges Dreieck
inhaltsgleich sind, wenn der Radius des Kreises dieselbe Linge hat wie eine
der Katheten, und wenn der Umfang gleich der Hypothenuse (Archimedes
nennt sie Basis) ist. Der zweite Satz behauptet, dass das Verhéltnis von der
Flache des Kreises zum Quadrat seines Durchmessers 11 zu 14 ist.

Mit Hilfe des dritten und letzten Satzes schlieft Archimedes 7 zwischen zwei
Grenzen ein, indem er einem Kreis ein Polygon von 96 Seiten einbeschreibt
und ein weiteres Polygon von ebenfalls 96 Seiten umbeschreibt und jeweils
den Umfang des Polygons bestimmt. Der Schluftsatz lautet: ,,Der Umfang des
Kreises ist demnach dreimal so grofs als der Durchmesser und noch um etwas
grofer, namlich um weniger als 1, aber um mehr als 22 desselben®. ([3], Seite

377).
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