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Wehrend meiner Lehrtliftigkeit als ordentl. Prcfesscr der Mathe-
matik an der philcs, Fakultédt der Prager Universitét, pflegte ich
seit dem Cktober 1856 iliber mathematische Partien der wissenschaft-
lichen Physik Vorlesungen abzuhalten. Natiirlich kam hierbei in man-
chen Semestern die Lehre vom Schall - die Akustik - und in dieser
die Lehre von den Tdnen zum Gegenstand solcher Veortrdge. Bei dieser
letzteren, insofern die in der gewthnlichen Musik verwendbaren T&ne
in Betracht zu ziehen waren, vermochte die in den Lehrbiichern der
Thysik verkommende Bildung oder Zusammenstellung der, der Musik zur
Grundlasge dienenden, diatonischen Tcnleitern mich niemals volls tén-
dig zu befriedigen. Denn Chladni's des beriihmten Akustikers Prinecip,
dass die als unechte Briiche dargestellten Zahlwerthe der musikali-
schen T6ne in ihren Nennern und ZZhlern keine andere Primzahl denn
2, 3, 5 als Faktoren cder Theiler enthalten diirfen, wenn anders die
T¢ne das Geh®r nicht schrill klingend beleidigen sollen, mGchte sich
wohl kaum empirisch begriinden lassen. Auch das Princip, dass die
Zahlwerthe der T¢ne der Tonleitern durch die mGglich kleinsten
Nenner und ZEhler dargestellt werden miissen, kann iiber die Wahl
zweier nur Husserst wenig von einander verschiedenen Tcnwerthe kei-
neswegs entscheiden; wie 2z.B.

ob g 0. lg die Secund, lg 0. ;% die Septim sein sclle,

Endlich kann i{iber diese Wahl auch nicht die Fmpirie, die Praxis
der Musik oder das Geh®r des Musikers vollgiltig entscheiden, weil
ein Husserst fein gebildetes Geh®r schon dazu gehtrt, um 2 Téne,
deren Intervall nicht grdsser als ein syntcnisches Komma 8l ist,

8C
deren Zahlwerthe cder Schwingungszahlen nemlich im Verh#ltniss
80:81 stehen, strengstens unterscheiden zu k®nnen.

Sc oft auch seither die Reihe meiner anderweitigen Gedanken zu-
fd1llig von der Erinnerung an diese Mangelhafte Begriindung der Ton-
leitern erfolglcs durchkreuzt wurde, so scheint es mir doch endlich
vor einiger Zeit gelungen zu sein, die richtigen und festen Anhalts-
punkte flir die streng wissenschaftliche Ausmittlung der musikalischen
Tdne iUiberhaupt und ihre scharf bewiesene aufsteigende Ancrdnung in
Tonleitern ausgedacht zu haben.
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Flir jene Ausmittlung beniitze ich vornehmlich zuvdrderst die
Verkiirzung gleicht®nender Saiten um je einenma 1 i quoten
Theil, wie um ihre H#lfte, ihr Drittel, ihr Viertel u.s.f., und
danach die Zusammenstellung jedes Paares so gefundener T6ne in Ihr
aufsteigendes Verh8ltniss, und endlich die Theilung beider Glieder d
des Verh#ltnisses durch sein erstes Glied, damit das entstehende
zweite Verh#ltnissglied den Zahlwerth eines neuen Tones angibt.

Die Auswahl und Reihung der in eine Tonleiter aufzunehmenden
T6ne kniipfe ich danach schliesslich an die unnachsichtliche Forder-
ung, dass sie sc oft als mbglich paarweis consoniren oder harmo-
niren, d.h., dass ihr Zusammenklang im menschlichen Gemiithe ein
angenehmes, bald freudiges, bald ernstes Gefiihl erwecke, dass dem-
nach in jeder Tonleiter m8glichst viele eigentliche wohltdnige
Zweiklidnge, nemlich Quinten, Durterzen und Mollterzen sich vor-
finden; denn die Musik zls Sprache des menschlichen Gemiithes er-
heischt doch unnachsichtlich Harmonie und Melodie ihrer Tbne.

M8ge der sachkundige Leser dieses kleinen Aufsatzes die von
mir dargelegten Gedanken freundlich, und nicht ohne Befriedigung
entgegehnehmen,

I.

Eine einfache rechnende Bestimmung musikalischer Ttne und deren
Zusammenstellung in die diatonischen Tonleitern.

Par.l. Bekanntlich gibt es viele Kbrper, welche unter gewissen
Umstéinden schallen, klingen oder t6nen, also einen Schall, Klang
oder Ten hervorbringen. An solchen bestimmten TOnen unterscheiden
wir nebst Anderem ihre HGhe oder Tiefe, indem wir von zwei gleich-
zeitig oder rasch nacheinander folgenden Tdnen, den einen den
héheren, den anderen den tieferen Ton nennen. Als Ursache dieser
mannigfaltigen Hchen der Tone erkldrt die in der Naturlehre
(Physik) vorkommende Lehre vom Schall (Akustik) den Umstand, dass
derartige K8rper in kurzen Zeiten sehr viele Schwingungen (Cscilla-
tionen) oder Erzitterungen (Vibraticnen) zu machen veranlasst sind.

Um zugleich die HBhen der T®tne messen, ihre Verh#ltnisse aufzu-
stellen und hiernach sie selbst durch Zahlen darzustellen, nimmt
die Akustik an, dass die Hohen der TCne klingender KCrper sich wie
die Anzahlen der von ihnen in einer gewissen kurzen Zeit (z.B.
einer Secunde) hervcrgebrachten Schwingungen verhalten, nemlich
dass ein Ton 2 Mal, 3 Mal, 4 Mal u.s.w. so hoch als ein anderer
bestimmter Ton ist, wenn der ihn erzeugenden Schwingungen 2 Mal,

5 Mal, 4 Mal u.s.f. sc viele sind, als die diesen letzteren Ton
hervorbringenden.

Ist demnach die, diesen letzteren zur Vergleichung festgestell-
ten Ton hervcrbringende, Anzahl Schwingungen eine gewisse, bestimm-
te, so darf man sie fiir die Erfcrschung der Verh#ltnisse der Ton-
hthen kurz durch die Zahl 1 darstellen, daher jene zweifache An-
zahl durch 2, jene dreifache durch 3, Jene vierfache durch 4 u.s.f.
Der cben erwihnten Propértionalitét (Verhiltnissmissigkeit) der
TcnhBhen zu den Schwingungszzahlen entsprechend, kann man demnach
die HChe des zu Grund gelegten Vergleichungstones durch die Zahl 1
und die HZhen der mit ihm verglichenen T¢ne durch 2, 3, 4 u.s.f.
ausdriicken, jJa sogar zur Kilirzung der Rede sich erlauben, diese Tcn-
h¢hen cder Trnwerthe und auch die TGne selbst 1, 2, 3, 4 u.s.f. zu
nennen.
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Nech mehr, wenn die einen Ton hervorbringende Zahl von Schwin-

gen, z.B, fiinf Dritttheile der den Vergleichungston 1 erzeugen-
den Anzahl Schwingungen betrégt, d.h. wenn der jenen Ton gebende
Korper so cft 5 Schwingungen macht, als der den Vergleichungston
erzeugende nur 35 Mal schwingt; sc¢ stellt man kurzweg die Hthe oder
den Werth Jjenss Tones, cder auch ihn selbst durch den 3ruch 5 dar.

Par.2. Die den Menschen interessantesten (anziehendsten) und
fiir ihr Gefiihlsleben niitzlichsten Ttne sind diemu s i ka 1 i-
s ¢ch e n., Ihr Hauptvorzug liegt darin, dass sie ¥on Sachkundigen
mittelst geeigneter Werkzeuge (Musik-Instrumente) und ihrer angemes-
senen Behandlung mit solcher Bestimmtheit vervcrgerufen werden kon-
nen, dass jeder Ton wann und wie oft auch er geh®rt werden mtge,
doch jedesmal als genau derselbe anerkamnt wird; wodurch es mEglich
wird, die musikalischen T¢ne durch besondere Namen und Schrift-
zeichen zu fixiren (festzumachen). Da die Musik als Sprachs der
menschlicher Gemiither auf diese theils erfreuend, aufmunterns, theil,
betriibend, herabstimmend einwirken soll; sc kOnnen ihre Tdne nicht
willkiirlich zusammengegriffen und zu GehSr gebracht werden, scndern
dieselben sind dermassen zu wihlen, dass in jedem Musikstiick sc viel
als moglich Paare, dem menschlichen GehBre und Gemiithe angenehm
zusammenklingender T¢ne miteinander verbunden werden.

Par.3. Zur sicheren Auswahl von derartigen consonirenden Tcmn-
paaren lassen sich am vortheilhaftesten g e s pannte
5 aditen verwenden, Wir setzen hier stets vcraus, dass diesel-
ben zus einem und demselben Stoffe - Messing, Stahl, Silber oder
Darm - und durchaus gleich dick erzeugt und durch Gewichte oder
scnstige Mittel gleich stark gespannt seien, so dass sie sich nur
in ihrer L&nge vcn einander unterscheiden, und hther cder tiefer
klingen, je nachdem sie kiirzer oder linger sind.

Derartige Sailten bieten uns nemlich fir die bevcrstehende Unter-
suchung htchst wichtige Vorthelle in dem von der Akustik erwiesenen
Satze: Dass die Schwingungszahlen sclcher gleichartiger, (gleich
dicker und gleich gespannter) Saiten sich zu einander verhalten
wie umgekehrt deren Lingen. Denn da (gemiss Par,l) die HShen zweier
T6ne sich so @wile die Schwingungszahlen der si erzeugenden Kirper
verhalten, so miissen auch die Hthen der Ttne zweier soeben beschiie-
benen Saiten ebenfalls sich verhalten, wie umgekehrt die ILéngen
dieser Saiten. Z.B. Wenn die Lingen zweier Saiten sich zu einander
verhalten wie 15 : 8, so verhalten sich die Schwingungszahlen so-
wohl als auch die H¢hen der TOne dieser Saiten umgekehrt wie 8 : 15,
d.h, wenn man dem tieferen Tone der léngeren Saite die Hthenstufe
8 anwiese, miisste man dem hdheren Tone der kiirzeren Saite die Stufe
15 anweisen,

Derlei Tconhthen-Verh#ltnisse, wie 8 ¢ 15, werden wir im Fclgenden
jedesmal steigend, vom tieferen Tone zum hBheren sich erhebhend, an-
ordnen, und indem wir ihre beiden Glieder durch das erste theilen,

auf die Form 1 : l% bringen. Dadurch stellen wir nemlich die Hthe

des tieferen der beiden verglichenen Téne, 2ls e 1 n e g ewils se
bestimmte Stufe einnehmend durch die Zshl 1 (£ins), dagegen die
Hthenstufe des htheren Tones durch den unechten Bruch 15 dar;

8
welche Darstellung zur Vergleichung mehrerer T®6ne unter sich vor-
theilhaft verwendbar ist, indem wir zur Abkilirzung der Rede die T&ne
und ihre Hchen mit den die ersteren darstellenden unecht gebrcchen-

en Zahlen selbst, wie hier mit 1 und iB bezeichnen und benennen.
Auf Saiten der obigen Art bezogen,wcfegn wir die l&nge der den
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der den Ton 1 gebenden Saite durch 1 derstellen, wird demnach der
durch den Bruch 15 dargestellte Ton von derjenigen Saite gegeben
8

werden, deren Linge den umgekehrten (echten) Bruch T% (acht fiinf-

zehnte Theile) jener Linge 1 betrigt; woraus erhellet, wie aus

der Linge der Salte die HBhe ilhres Tones, und umgekehrt, wie aus
der HBhe eines Tones die Liénge der ihn hervecrbringenden Saite durch
blosse Umkehrung jenes echten oder dieses unechten Bruches sogleich
gefunden werden kann,

Par.4. Zur Aufsuchung von geeigneten musikalischen T8nen denken
wir uns iiber einem Resonanzboden beliebig viele (zun¥hst etwa 12)
gleich lange Saiten cbiger Art gleich stark gespannt, deren Linge
als eine gewisse bestimmte, iibrigens wie immer grosse, wir inscfern
mit 1 bezeichnen, als wir sie zum Lingenmass oder zur Einheilt der
Lingen i{iberhaupt annehmen diirfen. Sdmmtliche diese Saiten miissen
nun einen und denselben Ton geben, den wir gleichfalls als durch
die Zahl 1 darsftellen dirfen.

Par.5. Mehrere dieser Saiten, und zwar von der le tzten gegen die
erste hin, denken wir uns je um einen 2 1 1 gu o t e n (irgend
vielten) Theil ihrer gemeinsamen Lénge 1, namentlich der Reihe nach
" % (die HElfte oder ein Zweitel) um

1
3" %' %' ‘%‘g u-s;w-,
alsc auf die ILZngen
+ - 1
2‘, 3‘, %’ %‘, %u-s.w.
verkiirzt, so dass sie (gemﬁga Par.3) beziehungsweise die T8ne
2, g" %, %’ ‘5' U.8.W.

hervecrbringen.

Par.6. Bel der Vergleichung der H8hen der Tne dieser Saiten
ktmnen wir den von der lidngsten Saite 1 sich ergebenden Ton 1, in
Bezug auf die von den kiirzeren Saiten erfolgenden T®ne, den
Grundt on nennen, Vergleichen wir mit diesem Tcne den der
néchst kiirzeren Saite %, sc verhalten sich die Hfhen der TEne dieser

Saiten, wie umgekehrt ihre Lingen, dsher wie
1 . 1 — 1 . 2-
? . — H 3

felglich gibt uns die Saite % den Ton 2

Zu diesen 2 T6nen 1 und 2 der Saiten 1 und % pehmen wir nun den
Ton der n8chst l#ngeren Saite %, d.i. den Ton % und haben scnach
die vcn den 3 Saiten o 1
hervcrgebrachten aufsteigend gecrdneten 3 Téne

Den soeben gefundenen dritten Ten stellen wir scgleich mit dem
niichst h&heren Tcne 2 in's Verh#ltniss, erhalten sonach fiir dieses

% $1 2=1: % a)
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und somit ergibt sich uns zum Grundtone 1 der neue vierte Ton

% = 1% = 1.333, den die Seaite % herverbringen muss, und der in
Absicht auf Hohe zwischen den Ttnen 1 und 3 = ly liegt.
Wir haben demnach von den 4 Saiten
1, 3, 2,
;4!3'§

1, %, % 2
und vergleichen (suchen die Aufsteigungsverh#ltnisse) des neuen
Tones 4 zu den schon gefundenen htheren 2, und %.

3
So erhalten wir

%:2-—:1*% b)

mithin den schon hekanntnen Ton g; zum Zeichen, dass der Ton

die 4 TOne

% der Sailte % auch ohne diese gefunden worden ist, folglich diese
Saite fiir uneeren Zweck wegbleiben konnte und schen die 3 Saiten

2 L
19"5:“2‘
und die vier T&ne
3
19%!‘!!2
kennen lehren.
Par,7. Vergleichen wir noch den neuen Ton % mit dem hGheren %,
so finden wir daa4Verh§ltnisa
= . 9
?3'2‘-1.'6 a) 9 "
und mit ihm vom Grundtone 1 aus den neuen Ton 85" lg = 1,125, wel-

cher zwischen den TOnen 1 und % liegt, Sonach haben wir die finf
Tone
1, 8 %1 2, 2.
Stellen wir auch diesen eben gefundenen Tcn% mit den 3 héheren
TSnen 2, g, %, go erhalten wir die Propcrtionen (Verh#ltnissgleich-

heiten)

% : 2 =1 ¢ l%
% : % =1: %
% : % =31 %%
und daher wieder zwel neue T¥ne, nemlich
1% = 1.778 wna 22 = 152 = 1.185,

welche mit den fritheren 5 T8nen in aufsteigender (rdnung die sieben-
gliedrige Reihe

1! %! g-%’ %! g-! l-g' 2

geben,
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Par.8, R i c kb 1ldic k., Uberschaut men den Gang und die Er-
gebnisse unserer bisherigen Rechnungen, so ersieht man, dass wir
zur Restimmung neuer Tone aus und zu beliebig viel bereits ermit-
telten Ténen, ein bisher wahrscheinlich noch nicht bekanntes Ver-
fahren angewendet haben., Diesem gemédss stellen wir jeden zuletzt
gefundenen Ton mit jedem schcn bekannten Tone in das steigende Ver-
h&ltniss beider Ttne, theilen die zwei Verh#linissgleder durch den
Zahlwerth des ersten Gliedes, betrachten die an dessen Stelle tre-
tende Zghl 1 als den Tonwerth eines beliebigen Grundtones und daher
den als Juotienten 2es zwelten Verh#ltnissgliedes sich ergebenden
unechten Bruch als den auf diesen Grundwerth 1 sich stiitzenden Ton-
werth des verwendeten bekannten hfheren Tones, mithin auch als den
Tonwerth eines neuen Tcnes. - (ffenbar erh&élt man dasselbe Ergebniss
wern man den hBheren jener zwel Tonwerthe durch den niedrigeren
dividirt, cder mit dem umgekehrten niedrigeren Tonwerthe multipli-
cirt, .

Wir setzen dabei vcraus, dass jeder der bekannten T6ne einen
Weith habe, der zwischen 1 und 2 liegt, d.h. grtsser als 1, jedoch
nicht grt¢sser als 2 ist; dann muss, wie leicht zu ersehen, auch
der neu berechnete Ton eben diese Eigenschaft besitzen, Zugleich
erhellet entschieden, dass wir durch Wiederholung des beschrieben en
Vorganges jede beliebige Menge ven T8nen oder vielmehr von ihren
Zahlwerthen zu berechnen vermSchten.

Par.9. Be t rachtun g. Aus dem bisher Gelehrten ersehen
wir sicher leicht das Verfahren, wie wir zu jedem neu gefundenen
Tone und zu den bereits bekannten Ttnen abermals ne ue T Ene
und die sie gebenden S a i ¥t e n bestimmen ktnnen, folglich die
Anzahl der Ttne beliebigzu v e rmeh r e n im Stande sind.
Allein nicht alle sc auffindbaren TOne vermfgen der Musik, als
einer Sprache menschlichen Gemiithern zu dienen, sondem man iiber-
zeugte sich im Laufe der Zeiten, bei dem Gebrauche der soclche
Tone erzeugenden musikalischen Instrumente - vornehmlich der Sai ten-
Instrumente (Harfe, Zither, Claviere), dass hauptsichlich blcecs ge-
wisse ausgewiZhlte a c h t T8ne fur die Musik verwendbar sind,
welche zwischen den T6nen 1 und 2 =2l1ls dem tiefsten und héchsten
enthalten sind.

Zur beliebten lateinischen Nummerirung derselben nannte man den
tiefsten 1, als den G r nd t on und den.e r s ¥t e n, die
Prim, und den htchsten 2, als denac h t e n, die C k t & vi
von ihren 6 Zwischenttnen hiess man den 2. die S e ¢ un d, den
3, die T e r 2z, den 4, die Q@ ua r t, den 5, die Q uin t, den
6., die S e x und den 7. die S e p t i m, Hier werden wir diese
8 Tdne am angemessensten ihrer (rdnung nach mit rémiseh I, II, III,
v, v, vIi, VII, VIII bezeichnen.

Flir die Auswahl der noch erforderlichen 6 Zwischenttne, liess
man sich von dem G r un d s a t z e leiten, dass man 89 viele als
m8glich Paare angenehm zusammen oder rasch nach einander klingen-
der (censonirender, harmonischer) T®ne erhalte. - Lisst man nem-
lich 2 T6ne mit einander cder unmittelbar nach einander hervor-
bringen (erténen, erklingen) und wirkt dies angenehm auf das mensch
liehe Gemiith cder Gehor, s~ nennt man sie ein cons oniren -
d e s (wohlklingendes)Paar von Tdnen, im Gegentheil ein 'd i s-
sonirendes (missttniges); dort hat man C ons onan z
(Hzrmonie, Wohlklang), hier D i s 8 on a n z (Disharmonie,
Missklangj.

Par.1C. Zwei ganz gleiche Saiten der (in Par.3) beschriebenen
Art geben villig gleiche T¢ne, eigentlich denselben cder einerlei
Ton, wesshalb das Tonpaar (1, 1) cder das Tonverh#ltniss 1 : 1

der Einerleiklang oderder Eink1lahng (der
Unisono) heissen kann,

.
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Des Tonpaar (1 und 2), die Prim (I) und die Oktav (VIII) er-
scheint beim Zusammenttnen wie ein Paar gleicher Tdne, nur (wie
man sich auszudriicken pflegt) der Grundton in tieferer, die Ckta-
ve dagegen in hBherer Lage; man kann es daher den G 1l e i ¢ h-
X1 2n g (Aequiscno) nennen. 3

Zwischen diesen 2 T®nen (1 und 2) liegt der Ton 5 (arithmetisch)

mitten inne, insofern sein Zahlwerth g eben sc viel grésser als 1,

els kleiner denn 2 ist; er bildet mit dem Grundtone 1 einen aus-
gezeichneten Wohlklang. Hierwegen hatte man ihn unter den auf-
zustellenden 8 TOne entweder dgn 4. oder den 5, sein zu Jlassen;
da jedoch das Verh#ltniss 1 : den Grundtones zum Tcne grosser

.
igst, als das Verhdltniss 5 $ 2= X 3 %, des Tones % zur Oktav,

daher in Bezug auf Hohe der Ton g néher an der (Cktav als am Grund-

tone liegt, so mechte man ihn genz angemessen zum 5. Tone - zur
Quint (V%.

Par.ll. Sonach sind fclgende drei TCne festgestellt worden:
a) der 1. Ton = 1, der Grundton, die Prim (I),

b) der 5, Ton = 3, die Quint (V), und
c) der 8. Ton = 2, die Cktav (VIII).

Diese 3 Ttne geben paarweise zusammenklingend folgende Consonan-
zen (angenehme ZweiklZnge) mit nachstehenden Tonverh#ltnissens

l1:2=1I2¢: VIII, Grundton zur Cktav,

1:4=1:7V, Grundton zur Quint, und
% t 2
Das letztere Verh#l tnies ist auch = 1 : 4, und da beim Zusammen-

klingen aller drei Ttne dieses Tonpaar den dngenehmen Eindruck der
beiden anderen nicht stirt, musste der von der Saite 3 gegebene Ton

Vv : VIII, Quint zur Cktav.

il

% gleichfalls in die fragliche Tcnreihe mit aufgenommen werden,

und zwar, weil er tiefer als die Juint ist, =21s 4. Ton, d.i. als
Quart (IV). Eine weitere Begriindung der 3tellung diieses Tcnes

% lisgt in seinem Verh&ltnisse zur Quint %, da sich verh#lt
% s % =l o % = ) ¢ 1%, woraus erhellt, dass die Anzahl der den
Ton % hervorbringenden Schwingungen eines tUnenden XOrpers blces
um % (ein Achttheil) gr8sser als die Anzshl der den Ton % erzeugen-
den Schwingungen desselben ist.

Par.12, Diese Erwidgungen und der Inhalt des Far.7, der uns auf
den Ton % = l% fiihrte, berechtigen uns diesen, insofern er iiber

dem Grundtone 1 in demselben Masse sc hoch steht, als die Juint
fiber der Quart, unmittelbar nach der Prim (I), also als den 2.Ton,
nemlich als die Secund (II) in die Tcnreihe einzustellen,

vl
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Bs ist leicht ersichtlich, dass die Quint %, die achtgliedrige

Tonreihe in eine tiefere fiinfgliedrige, und in eine hthere drei-
gliedrige zerlegt; und sonach bleibt uns in jener ersteren nur n:cch
der dr it te Tondie T e r 2z und in dieser letzteren nur ncc!
der s echste und s iebente Ton, die Sext und die
Septim, zu bestimmten iibrig. Fatiirlich muss jeder dieser noch ein-
zureihenden Ttne mit den bisher bestimmten 5 Tdnen méglichst viel
Paare consonirender Tdne bilden, oder mit mdglichst vielen dersel-
ben angenehm zusammenklingen.

Par.l3. Zu diesem Zweck ziehen wir die Saite mit ihrem Tcne

% = 1% = 1,25 in Betracht, welcher in der zu Ende des Par.7 auf-

gestellten siebengliedrigen Tonreihe zwischen % = 1,125 und

g$= 1.185 einzureihen ist; folglich haben wir jetzt im Ganzen die
Reihe der 8 aufsteigend geordneten Tone:

1 9 5 32 4 3 16 2
' 8¢ Il 2’7" 3‘! 2‘! g .
Dieger neuve nun in Betracht zu ziehende Ton % ist cffenbar
hBher als die Secudd %, und tiefer als die Jduart %, mithin ist er

vEllig geeignet als der in ¥Frage stehende 3, Ton d.i. als Tersz
(II1) in die aufzustellende Tonreihe aufgenommen zu werden. Mit
diesen beiden eingrenzenden Tdnen bildet er die Verh&ltnisse

(6] .8

8 e 2 g 5 AU
B—.%-l.—g— a) und
. 4 - 16 ;

2"3"1’5' b);

daher liegt er der Quart % n8her als der Secund %. Uberdies klingt

er mit dem Grundtone 1 sehr angenehm zusammen, so0 dass er seine
Stelle auch von diesem Gesichtspunkte aus einzunehmen berufen ist.
H6chst bemerkenswerth ist das Verhdltniss dieser sc festge-
stellten Terz 5 zu der sie iiberhthenden Quint 3, nemlich
2

4
% : % =1 : g c)

da es uns zuf den auch durch sehr kleine Zahlen dargestellten
Ton 6 fiihrt, welcher gleichfalls zwischen der Secund 9 und der

5 8
Quart % enthalten ist, und zwar mit ihnen die Verh#ltnisse bildet:
.6 _41, 16
305-1~15 d)
6
5 % = 1 3} % e)

denen zufolge er nZher an der Secund als an der Juart stehtji so
verdient auch dieser Ton 6 in der sufzustellenden achtgliedrigen

Tenreihe den 3., Platz einzunehmen und als eine zweite Terz be-
zelchnet zu werden. Hierfiir spricht zugleich der Grund, dass diese
andere Terz 6 mit dem Grundtone 1 ebenfalls rechtm angenehm

5
zusammenklingt,
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Diese beiden Terzen % und é, von denen die letztere die tiefere
ist, haben zu einander 7"das Tgnverhﬁltniss

6,5 _ 25
5 % =1 1357 T)

und liegen daher einander sehr nahe,

HBchst merkwiirdig ist die Verschiedenheit der Wirkungen ihres
Zusammenklingens mit dem Grundtome 1 auf das menschlich Gemiith.
Wahrend nemlich das Zusammenklingen der htheren Terz 5 mit dem

42
Grundtone 1 das Gemiith heiterer und frdhlicher stimmt, weckt
dagegen das Zusammentinen der tieferen Terz 6 mit dem Grundtone 1

im Gemiith eine ernste und traurige Stimmung. Deshalb nennt man
die h ¢ h e r e Terz % hart, dur oder gros s, die
t1iefere Terz % dagegen we ich, mol1l oder k1le in,

Par.l4. Interessante Bemerkung. Da wir diesen Ton g, gen doch

schon die Saite % gibt, aus den fritheren drei Sziten 31 5 %, oder

aus den drei T¥nen 2, g, % abgeleitet haben, so leuchtet ein, dass
aie Saite 3 dbenso wie friker dle Saite % fiir die Ermittlung der

musikalischen Tdne entbehrlich ist. Hierzu mag ncch bemerkt werden,
dass in den, einerseits die Saitenléngen, anderseits die ihnen
entsprechenden Tdne ausdriickenden Briichen, keine anderen einfachen
oder Primzahlen als Faktoren vorkemmen ktnnen, als die 3 kleinsten
2, 3, 5, und dass dieselben Primfaktoren auch in sllen nicht nur
bereits abgeleiteten, sondern auch in den noch weiterhin abzulei-
tenden, Werthe von TCnen darstellenden, unechten Briichen, wowohl
in den ZZhlern als auch in den Nennern einzig und gllein vorkommen
missen; weil zur Herstellung neuer Tonwerthe nur Multiplikationen
und Divisionen unechter Briiche in Anwendung kommen.

Par.l15., Was in der Musiklehre Intervall gweier Tdne cder
zwischen 2 TSnen genannt zu werden pflegt, darf ja nicht als Unter-
schied der Hthen oder Tonwerthe dieser TGne angesehen werden,
wozu der scnstige Gebrauch Jjenes Wortes berechtigen wiirde; denn
beim Raume heisst Intervall zweiler (rte oder Punkte der Zwischen-
raum, Gie Zwischenweite, die Liicke oder der Abstand zwischen ihnen,.
bel der Zeit &hnlich das Intervall zwischen zwei Ereignissen cder
Zeitpunkten, die Zwischenzeilt von dem friileren bis zum spédteren.
Dagegen bezeichnet das Intervall zweier T6ne eigentlich und allein
richtig das lMass der Aufsteigung, ErhBhung eines stetig sich er-
hdhénden vom tieferen jener zwei T¢ne aus bis zum h8heren. Es
gibt nemlich an, wie viel mal oder wie oft und wie (quoties) in
der HBhe des hSheren Tones die des tieferen enthalten ist, daher
den Quotienten des (Werthes des) hBheren Tones durch den des tie-
feren oder das steigend angeordnete Verh&ltniss der HtShen oder
Werthe der bezeichneten zwei T6ne, nachdem man sein erstes Glied
mittels ilibereinstimmiger Theilung auf 1 den Werth des Grundtones
reducirt (zuriickgeleitet), fclglich sein zweites Glied zu eben
diesem Jurtienten gemacht hat. - Desshalb diirfte es angemessen
sein, das Wort "Intervall" geradehin durch "Quotient" zu ersetzen,
nemlich anstatt "das Intervall zweiler Ttne" lieber "der Quotient
des hoheren Tcnes durch den tieferen" zu sagen.

], D
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So fanden wir (in Par.6(a)), das Intervall zwischen der Quint
g und der Cktav 2 gleich %, also eine Quart, folglich auch umge-

kehrt (nach Par.6 (b)), das Intervall zwischen der Juart % und

der Cktav 2, eine Quint %; das Intervall der grossen Terz % und

der Quint % gleich g (nach Par.13 (c¢)), daher eine kleine Terz,
und umgekehrt das Intervall der kleinen Terz % und der Juint %,
eine grosse Tersz %.

Uberhaupt ist demnach das richtig begriffene Intervall zweier
T6ne, als Quotient des htheren Tonwerthes durch den niederen,
grisser als 1, und destc nd@her en 1 je weniger beide T®6ne in der
H6he sich unterscheiden.

Zu solchen kleinen Intervallen gehiren die des Grunitones 1 und

der Secund g, dann der Juart und der Juint, nemlich % =1 %,
(verm8ge Par.7 (a)); ferner das (in Par.l3 (a)) gefundene Inter-
vall der Secund % und der grossen Terz %, d.i. =5 = 13- Diese
beiden Intervalle oder Quotienten nennt man je einen ganzen Ton
oder Ganzton, jedoch unterscheidend % einen grossen ganzen Ton,
dagezen l% einen kleinen ganzen Ton.

Weiter hat das Intervall der grcssen Terz % und der Quart %
den Betrag %g = yr% (nach Per.l3 (B)); dann das Intervall zwischen

der kleinen und der grossen Terz die Grdsse %% = 15% (gem.Par.13

(£)); diese Intervalle heissen beziehungsweise ein grecsser und ein
kleiner halber Ton. Endlich besteht zwischen dem kleinen und
grossen ganzen Ton, d.i. zwischen 10 und %, das sehr kleine Inter-

vall g% = 15%, welches ein syntonisches Komma genannt wird, und

nur von feinen, musikalisch gebildeten Geh®rorganen wahrgenommen
werden kann. '

Par.l16., Die Z we 1 k1 & n g e. Man pflegt in der neueren
lusiklehre sich zu erlauben, zwel angenshm zusammenklingende
verschiedene Tt¢ne hervcrhebend oder vorzugsweise einen Z w e i-
k1lang 2zunennen, Diese einschrénkende Benennung kommt dem-
nach mit vollem Rechte nur den drei Verbindungen des Grundtones

1 erstlich mit der ZJuint %, dann mit der Dur-Terz % und endlich
mit der Moll-Ters g cder den drei Tcnverh&#ltnissen

1:3=2 2 6

o 131"—'435, 1:g=5=6.
zu, welche man auch in dem beschriebenen Sinne kurz die Q u i h %,
die Dur-T er z und die M 0o 1 1-T e r z zu nennen gewohnt ist.
Im weiteren Sinne erlaubt man sich auch die Vereinigung des
Grundtcnes 1 mit der QJuart 4, obschen sie beide nur 2z i em 1 1 ch

angenehm zusammenklingen, das Tonverh#ltniss 1 : % = 3 4 4 einen

Zweiklang und zwar kurzweg die < u a r t zu nennenj; und indem

. - .
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man von der Verschiedenheit der gepaarten TOne absieht, nennt man
auch die Verbindung des Grundtones 1 und der mit ihm wesentlich
gleich klingenden (Cktav 2 pder das Tonverh#@ltniss 1 : 2, das wir
scnst auch den Gleichklang #mu nennen berechtigt sind, als einen
fiinften Zweiklang, die C k t a v.

Von den hier angefilhrten 5 Zweikl&ngen sind demnach die Quint,
die Dur-Terz und die EHoll-Terz die alleinigen eigentlichen Zwei-
kl&nge, dagegen sind es die Quart und die Cktav nur im erweiterten
Sinne dieser Benennung. Alle diese 5 ZweikliZnge oder vielmehr ihre
TonverhgZltnisse kann man aus der leicht im Geddbhtniss zu behalten-
den Reihe von VerhZltnissen

1 322352485 :6

aufstellen, wenn man diese sechs einfachen Zahlen nacheinander
psar und paar in's Verh#ltniss stellt.

Par,17. Die t 1iefsten Dreikl &nge, Verbindet
man den Grundton und die Juint mit einer Terz, so macht diese mit
dem einen jener beiden Tone eine grosse Terz, mit dem anderen eine
kleine, mithin gibt jedes Paar dieser 3 TCne einen eigentlichen
Dreiklanf (gem., Par.16). Natiirlich miissen diese 3 T&ne, wenn sie
gleichzeitig miteinander cder scgleich in steigender Crdnung nach-
einander erttnen, als Verein der 3 Zweiklinge noch angenehmer
(einschmeichelnder) als diese einzeln auf das menschliche Gehdr
einwirkenl un® sc erh&lt man einen Dr e i k1 ang coder
A kkord im engsten eigentlichen Sinne und zwar den tiefsten
derartigen Dreiklang. Je nachdem der Mittelton, die Terz, dur oder
moll ist, nennt man den Dreiklang (Akkcrd) auch selbst dur cder
mcll, Scnach ist, wenn wir Klirze halber die Dur-Terz mit 4 III,
und die Moll-Terz mit m III bezeichnen, der Dur-Dreiklang (Dur-

Akkord)
Y AT PN =T § % : g =4 75 16=207%F 25 i 30

und der M ol 1-Dr e i k1 a n g (Moll-Akkord)
I :mIII ¢+ V=01: g : g =4 1 (5 - %) $ 6 =20 3 24 3 30,

Es wird hierbei leicht in die Augen fallen, dass der erheiternde
Dur-Dreiklang und der herabstimmende Moll-Dreiklang nur in einer
Einheit der mittleren Verh#ltnisszahlen 25 und 24, sich unter-
scheiden.

Par,18. Bes t immung der Sext und Septimn,
Wenden wir uns nun zur Ermittlung der zur Ausfiillung der 8gliedri-
gen Tonreihe ncch erfcrderlichen 2 Téne, der Sext (VI) und der
Septim (VII), sc mlissen wir uns ven der Anfcrderung leiten lassen,
dass sie mit den tieferen Ténen gepaart, eigentliche Zweiklinge
bilden sollen; sie missen demnach beziehungsweise entweder -<uinten
der Secund und der Terz, oder Terzen der Quart und der Cuint sein.
Hier nun treten wir zur A u f g a b e einer neuen Bestimmung von
T6nen mit gewissen Eigenschaften.

Ein angewiesener Tcn so0ll nemlich um einen anderen vergezeich-
neten Ton erhdht werden, d.h. wie sich der Grundton 1 zu diesem
letzteren Tone, als dem lMasse der Erhthung verh#lt, ebensoc soll
sich jener gegebene zu erhfhende Ton zu dem zu suchenden verhalten.
Soll z.B. der Tonl% (eine verminderte Secund) um eine Quart % er-
hbht werden, so muss gleich wie der Grundton 1 sich verh#lt zum

Tcne %, auch der Ton l% zu dem verlangten Tcne sich verhalten.

= i
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Da nun jedes Verh#ltniss seine Geltung beh#lt, wenn seine beiden
Glieder mit einerlei Zahl, hier das Verh&ltnis 1 : % mit ;%,

multiplicirt werden; sc muss das zwelte Glied des entstehenden
gleichgeltenden VerhZltnisses der ¥erlangte Tonwerth sein; er wird

demnach erhalten, wenn man mit dem ErhChungsmasse % den angewie-

senen Ton l% multiplicirt; es verh&lt sich nemlich

[ =‘1193‘%x0lg'i
daher ist der fragliche Ton
= 4 10 _ . - 3D 80
=3-J=L=1l—FT=f7-8
= 255

also eine verminderte Quint.
Von einer anderen Seite betrachtet, soll das Intervall des zu

erh8henden Tones ;8 und des gesuchten htheren, d.i., der QJuotient
dieses letzteren Tcnes, durch jenen ersteren das vorgeschriebene

ErhBhungsmass % sein; feclglich ist der gesuchte Ton als Divident
gleich dem Produkte aus jenem Theiler lg in diesen Quotienten,
also in dieses ErhGhungsmass %; folglich findet man ihn ebenfalls,

1
wenn maen den angewiesenen Ton :% mit dem vorgezeichneten ErhBhungs

masse % multiplicirt; er ist demnach wieder gleich

4 10 _ 40
3. 5= %7
In gleicher Weise hat man offenbar in jedem Zhnlichen Falle

vorzugehen. Ist nemlich allgemein irgend ein Ton um einen anderen
zu erhdhen, so multiplicirt men ihre Tconwerthe mit einander und
das entstehende Produkt gibt den Werth des gesuchten hheren Tones.
Fiele hierbei dieses Produckt grtsser cls 2 aus, und ldge demnach
der ihm entsprechende hthere Ton in der néEbhst h8heren Cktav von
2 bis 4, sc hatte man, um diesen Ton in die stets vorausgesetzte
Cktav 1 bis 2 herab zu bringen, selbstverstindlich das Prcduckt
durch 2 zu theilen, folglich entweder seinen Z#hler zu halbiren,
oder seinen Nenner zu verdoppeln. So z.,B. ist die Sext der Quart

= % . % = gg-= 2 » lg, alsc die verminderte

Secund tlgg der nlEchst hdheren Cktav.

S0ll man nun die Sext zur Quint der Secund, und die Septim zur
Quint einer der Terzen machen, sc hat man:

die VI =3, 3= %L,
die VII = % o % = l%, oder
diavn=g-.§-=%.

Will man hingegen die Sext zur Terz der Juart, und die Septim
zur Terz der Cuint machen, so erhdlt man, entweder wenn die Terz
dur sein soll

]
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ate VI =2 . %= 3,

dieﬁl=%.§'=:’-—%'
oder wenn die Terz mcll sein soll

die VI =§.%=§,

dieVII=§-.% 2,

Par.19, Die T onleditern, Eine muf die eben be-
schriebene Weise vervollsténdigte achtgliedrige Reihe aufsteigend
geordneter musikalischen Téne, pflegt man ein Tconleiter und zwar
eine diatonische 2zunennen, inscfern man sie vcn einer
ausgedehnteren unterscheidet, welche man eine chrcmat i -
8 ¢ h e 2zu nennen gewohnt ist. Unseren Ergebnissen gemfss haben
wir 2 Dur-Tonleitern und 2 Moll-Tonleifern, je nachdem ihre Ter=z
dur oder moll ist. Wir stellen sie im Nachfolgenden mit Beriick-
sichtigung der Bestimmungsweisen ihrer Sexten und Septimen ge-
crdnet zusammen, filigen ihnen die theils ganze, theils halbe T&ne
betragenden, Intervalle (Quotienten) der Paare unmittelbar nach-
einander folgender T¥ne bel und bemerken die Anzahlen ihrer Zwei-
und Dreiklinge.

1. Durtcnleiter, deren Sext und Septim die Quinten der Secund
und Terz sind:

2 1
1, 3 2, %, 3, §0 %3 2,

1C 16 9 9 1C 16

ok _gii-lz‘;! '8'! g ]

«3 8-

E

2 Durterzen 1 : % = g : lg

=

=
n

Sie enthdlt:
4 Quinten 1 :

N
A

-

1 Mollterz % t g,
h 5t 90.4;-—- » —3 l§. -
2 vermind. ¥Mellterzen grg= 1 3 By = 1 5+ BT
und (%% :2) =1l:88=1: % . %%
1 Purdreiklang 1 : % 2 g und
1 Molldreiklang % 3 % :

II., Durtcnleiter, deren Sext und Septim Durterzen der Quart
und Quint sind:

19 8! 4! %' %! %! }%! 2‘
9 10169 10 9 16
8 9 15 8 9 8 2
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Dieselbe enthdlt:

3 Quinten 1 : % = % & l% = % : 2
und eine um ein Komma g%

verminderte Quint g : % =1 3 %% & i % (
2
4

3 Durterzen 1 :

2 Mollterzen g : g = % : 2

und eine um ein Komma g%

verminderte Mollterz %3% =1 : 57 = 1 : % (g ” 57)= T ¥ % " %%’

2 Durdreiklénge 1 :

afn
ETIN
Lifn

N

2
)
1 Molldreiklang 2 : 2

und einen angendiherten Molldreiklang % s % 3 %,

III, Molltonleiter, deren Sext und Septim Quinten der Secund

und Mollterz sind:
L3645

Sie enthédlt:

4 Quinten 1 : % = g : %% = g : g = % s 2
6-3
1 Durterz T:5 und
1l vergrtsserte Durterz % s i =1 2 g% = 1:% & %%
2 Mollterzen 1 : - 2 : 2 und
5 z 5
9 & .4 .32 - .6 80
2 verminderte Mollterzen gy 1l : 37 =1 § ®« BT
2 2
Mdﬁ?:2=l=g-7=1.-56-.%‘0-'

6 .2 .9
1 Durdreiklang 5 % » & und

-~
N
..‘]

1 angendherten Durdreiklang = : T 2,

(8.}

6
1 Molldreiklang 1 : 2 : 3.

B
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IV. Molltonleiter, deren Sext und Septim Mcllterzen der
Quart und Quint sind:

Dieselbe enthilt:

3 Quinten 1 : % = g s g = % s 2,
2 Durterzen g : g - g i 2,

3 Mollterzen 1 : g = % : g » g " %

1 Durdreiklang g- t 3

3 i - -.8- .
3 - 5 - 2.

Par,2C. Die i blichen Tonleditern. Inden
zur Erheiterung der Gemiither bestimmten Musikstiicken wird als
Grundlage von den im vorigen Paragraph unter I, und II, aufge-
stellten 2 Durtcnleitern gegenwdrtig durchwegs die zweite ver-
wendet, weil sie, die wir hier rechnend aufgefunden haben,
eigentlich von nachdenkenden Musikern nach uni nach empirisch
auf dem ¥ege der Anwendung, Erfahrung und Verbesserung zusammen-
gestellt worden ist und weil sie, im Vergleich mit der ersten
Durtonleiter, zwar gleich viel (4) Quinten, dagegen um 1 Dur-
terz und um 1 Molilterz, sowie um 1 Durdreiklang und um 1 Moll-
dreiklang mehr als diese enthilt.

In der Lehre von der angewandten Musik werden die T&ne in
Abtheilungen cder Fécher von je 8, eine diatonische Tonleiter
bildenden T®nen, abgesondert; weil jeder Ton an seiner Cktav
einen dem ¥Wesen n:uch gleichen und ihn blcss versitidrkenden Klang
hat. Jede solche 8tdénige Abtheilung heisst selbst eine C k t a v
und diese Cktaven unterscheidet man nach der HEhe ihrer Ttne
in foclgender Weise:

Die tiefste heisst die Ccntra-Cktev, die ndhhst hthere die
grosse, die ihr unmittelbar fclgende die kleine, und die
weiteren hBheren die eingestrichene, zweigestrichene (Cktav u.s.w.

In der angewandten Musik miissen séimmtliche gebrauchte TGne
bestimmte festgestellte sein, damit nicht nur alle gleichartigen
Instrumente, sondern auch die mit ihnen zugleich spielenden
anders construirten, jeden vorkommenden Tcn in v8llig gleicher
Hthefrttnen lassen. Hierzu ist erforderlichm dass gewisse
leitende oder zum Anhalt cder zur Stiitze gienende TCne in dem
GehSr Jedes genligend gebildeten Musikers fiir das Stimmen seines
Instrumentes vollstindig ausgeprigt seien, wofern er nicht etwa
mittels enisprechender Stimmgabeln diese fixen Tone hervorzu-
rufen vermdchte. Die TOne der Cktaven werden entweder durch
besondere Silben oder durch Buchstaben des lateinischen Alpha-
betes und zwar so bezeichnet und benannt, dass alle im Ver-
h&@ltniss der Cktav stehenden Téne, deren Tcnwerthe nemlich in
den VerhgZltnissen der Potenzen der Zahl 2 stehen, durch einerlei
S3ilben oder Buchstaben bezeichnet, zver nach Verschiedenheit
der Cktavenfidcher anderweitig unterschieden werden. Zur nZheren
Erkiiuterung legen wir die T¢ne der grossen (ktav, welche nemlict
durch grosse Buchstaben des lateinischen Alphabets bezeichneg

i, ||

2 Molldreiklénge 1 : 5

nof
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werden, zu Grunde, nehmen den tiefsten dieser TOns z2ls Grundton
cder Prim an, theilen ihnen die Tonwerthe nach der soeben
hervcrgehobenen 2. Dur t onleditexr zu, und fligen die-
sen letzteren auch nech die obige Reihe der Intervalle bei:

I II III IV ¥V VI VII VIII
2 2 4 2 18
2 4 I 2y

Q
o
=
=
[#p ]

A H C.

Par.2l. Die Mol l tonleitern., Von denbeiden
in Par, 19 IIT und IV zusammengestellten Molltonleitern
dirfte der letzteren wenigstens in Bezug auf Harmonie einiger
Verzug vor der ersteren einzurdumen sein, Cbschon diese letztere
um eine Quint weniger und der Durterzen und Durdreiklénge mit
jener gleichviel enth#lt, besitzt sie doch um eine Molltersz
und um einen Molldreiklang mehr als jene Tonleiter.

Zur Benennung und Bezeichnung der Ttne dieser zweiten lMoll-
tonleiter missen wir in Bezug auf die, zur Bildung neuer Tcn-
leitern fiir beliebige Grundt®ne nocthwendigen, Erhdhung und Er-
niedrigung der musikelischen Ttne um je einen kleinen halben

Ton %%, und deren sprachliche Andeutung kurz Folgendes voran-
schicken. Dass ein Ton um einen kleinen halben Ton erhdht,
folglich sein Tonwerth mit %% multiplicirt worden ist, wird

dadurch angedeutet, dass man dem ihn bezeichnenden Buchstaben
die Silbe is anhéngt; dagegen wenn er um einen kleinen halben
Ton srniedrigt, dsher sein Toawerth durch 25

24 getheilt werden
ist, dem ihn bezeichnenden Buchstaben die Silbe es beigefiigt
wird. So z.B,, wenn D und E in diesem Masse erhtht werden,
tibergeben sie in Dis und Eis, dagegen wenn sie erniedrigt wer-
den, in Des und E&s (Es).

Auf diese Weise finden wir insbescndere:

s 25 .9 25 _ 75
R SR gr=ge 2L "8
e s 3 s BB 8. BB i
- p . 23 .3 24 _8_ 3
A€s = A : FL B« EE T kleine Sext,
Hes = H @ g " L grissere kleine Septim.
24 8+ "5

Bei Benlitzung dieser Ergebnisse erhalten wir aus der oben
(in Par.19 IV) gefundenen die eigentliche und richtige Mollton-

leiter: T TT ITT IV YV WI VIT ‘VIII
9 6 4 3 8B 9
1l 5 3 £5 3§ 2
9 16 1 9 16 9 10
8 E g B I8 B 9!
C D Es F G As Hes C.
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Eine andere rechnende Ermittlung der musikalischen Ttne und
Tcnleitern.

Par.22, Diese Ermittlung stiitzt sich auf folgende zweil
Grundsédtze:

I. Da alle in der Musik verwendbaren Tone beziiglich ihrer
H6he zwischen dem Grundtone und seiner (Cktav liegen, so sind
ihre Werthe insgesammt m i t t 1 er e oder MW it t e 1-
werthe oder Mit t el 2zwischen den Tcnwerthen 1 und
2 dieser beiden @renztine.

II. Wenn die Werthe der TCne als regelmiissige Briiche -
wie gewthnlich - dargestellt werden, sc diirfen ihre ganzzahli-
gen Nenner und Z#hler (gem#ss Par.l4) durch keine andere Prim-
zahl als 2, 3, 5 (ohne Rest) theilbar sein, weil scnst ein
solcher Tcn sich von den anderen mitttnenden schrill und miss-
klingend unterscheiden wiirde. (Wie Chladni in seiner Akustik,
18C2, nachgewiesen hat.).

Zur Befolgung des ersten Grundsatzes ist zuvirderst erfor-
derlich zu erforschen, welche A r t Bestimmung ven Mitteln
zwischen tieferen und hdheren Tdnen leicht andere brauchbare
Tdne zu liefern vermBge; wcbei wir uns hier jedesmal blcss
auf je 2z we 1 gegebene TYne beschrinken und alle Tonwerthe
in der Gestalt gewbhnlicher raticnaler Briiche vcraussetzen.

1, Das einfachste M i t t e ¥ 2zweier raticnalen Zsahlen
ist ihr arithmetische s, nemlich ihre halbe Summe;
dasselbe wird zwar raticnal ausfallen, allein der zweiten
Forderung selten geniigen, wie folgende Fdlte zeigen:

Fasa -4 1@ -
bGed -4 bgen -4

2, das ge ome t rische Mittel zweler
Zahlen, d.i. die zweite Wurzel aus derem Prcdukte, wird, weil
derlei VWurzelziehungen aus Briichen nur selten genau ausfiihrbar
sind, bloss wenige derartige Mittelt®ne rati-nal geben, wie
z2.B.¢

3. Dieselben MZngel finden wir auch bei dem, von alten
griechischen Philosophen wegen seiner Beziehung auf die musi-
kalischen Tcnverh#ltnisse scgenannten h armonischeh
Mit+tel zweier Zahlen, nemlich wenn diese a und b heissen
bei dem Quotienten

ab _ 2 8b
= : ]
%(a +b) a+ b

der demnach als die dritte gecmetrische Proportionzle zum
arithmetischen und geometrischen Mittel beider Zahlen erscheir
Derlei seltenere HMittelbriiche sind:

3 2,1.2 2.2 .32
g L. & Z:3:.% & et SO : NI - PR
TIxz "% TIeg "B T ¥ ’o2.
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Par.23. Ganz enders steht es dagegen mit dem & 1 1 ge -
meinen arithmetischen Hittel zweier gleich
artigen Grtssen, insbesrndere zweiere ganzen oder gebrcchenen
rationalen Zahlen, dessen Ausdruck wir hier kurz abzuleiten Ver
anlassung nehmen.

Zur begriindenden Ableitung der hierfiir verwendbaren Berech-
nungs-Weise ven Mitteln, wenn auch - da es hier genlugt - nur
z weier Grfssen, betrachten wir zuerst iiberhaupt zwei glej
artige Grtssen, gewShnlich zwei Zahlen, D und E, von denen D
die kleinere sein scll. Da nun bestehen offenbar die Vergleich

en
. D=D<<E

DP<_E =E

dsher, wenn wir die ersteren mit irgend einer absoluten ganzen
oder gebrochenen Zahl h, die anderen mit einer eben sclchen
Zahl k multipliciren und die Paare unter einander stehender
Prcdukte addiren, erhalten wir

(h + k) D<< nD + kB < (h + k) E,

folglich wenn wir durch h + k theilen, die Ungleichungen

hD + KB _~
P % B,

Ihnen gemiss muss der Quctient

hD + KB
R F R’

weil er grésser als die kleinere, dagegen kleiner als die
grissere der zwei GrSssen D und E ist, ein Mittel (medium)
dieser beiden sein. Man nennt dasselbe ein &4 1 1 geme in
arithmetisches Mittel und berechnet es, indem
man die beiden vcrgelegten Grissen mit je einer beliebiger at
scluten Zahl multiplicirt und die Summe der Prcdukte durch di
Summe der Mulpiplikatoren theilt. - Seine GrCsse hingt demac
bei demselben Gréssen-— cder Zahlenpaare von den gewZhlten Mul
tiplikatcren h, k, cder vielmehr nur von ihrem Quctienten h !
ab, sc dass bei einer regelmissigen Anderung dieses Quctiente
beliebig viele arithmetische Mittel derselben zwei Zahlen er-
halten werden.

7ird in dem soeben aufgestellten Juctienten zunZichst das
erste Glied des Dividents durch das erste des Diviscrs, und
nachher das zweite Glied des Dividents durch das zweite des
Diviscrs getheilt, sc nimmt er folgende Gestalten an:

hD + kB _ E-D _ B = D

Ihnen zufolge verhalten sich die Unterschiede (Abstinde)
dieses Mittelwerthes von beiden es einschrinkenden GrGssen

D+ E wie k ¢ h cder % 3 % d.h. wie umgekehrt die ihnen zu-

gewiesenen Multiplikatcren; mithin unterscheidet es siech vor
derjenigen Grenzgrtsse weniger (als von der anderen), welchs
den grisseren Multiplikater hat,

Die Wihlbarkeit der Multiplikatdren h, k hat zur erwiinscl
Folge, dass ede zwischen zwei bestimmten Zahle:
D und E mxit So liegende Zahl F, dass E F D ist, (zu 1
F kleiner als E dagegen grisser 2ls D), als ein allgemein
arithmetisches Mittel dieser Zahlen dargestellt, also
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F = hD + kE
T h+ k

gemacht werden kammnj; wofern h und k passend bestimmt werden.

Multipliciren wir hierzu den Nenner weg und scheiden die Prec-
dukte mit h ven denen mit k, so finden wir

h(F - D) = k(E - F)
und sonach die Propertion
h: k=E~-F:F D,

deren beide Unterschiede positiv sind, daher auch die fraglichen
Multiplikatoren h, k wie erfcrderlich pos i t+ i v sein miissen,

Par.24. Die in unserer Betrachtung der musikalischen T®ne vor-
kommenden F&lle bedingen, dass die Mittel rationaler und regel-
méssiger B r i ¢c h e mit abscluten ganzzahligen Nennern und
Zghlern wie A B gesucht werden scllen, Ersetzen wir demnach im

a’ b

Cbigen D durch % und E durch %, so wie auch ihr Mittel F durch

%. so wird obiger Ausdruck des allgemeinen arithmetischen Mittels

S = (bt +kg) : (h+ k)

und umgekehrt das Verh&#ltniss der su seiner Darstellung noth-
wendigen HMultiplikatoren h und k
B c.c a

h.k=5-8.i—§—a(Bc-b0).b(Ca_-cA).
Hier dridngt sich nun entschieden die Untersuchung des wichtigen
einfachen S onderfalle s auf, wec man absichtlich die
Multiplikatoren h, k der vorliegenden Briiche be z i e hung s-
w e 1 8 e entweder deren Nemner ak, b selbst, oder liberhauptgge-
wisse Vielfache ma, nb derselben sein l&sst.

Das Mittel % der Briiche % und % ist demnach fir jene ganz

Besondere Wahl

C_A+3B
c & + b?

d.i. gleich der Summe ihrer Z&hler, gebrocchen durch die Summe
ihrer Nenner; fiir diese letztere allgemeinere Wahl dagegen

C_Am + Bn
¢ am + bn’

daher gilt hieflir dieselbe Berechnungsweise, wenn man frither die
2 Briiche mittels lbereinstimmiger Multiplikationen ihrer Be-
standstiicke umgestaltet hat. - Dieses Mittel liegt demjenigen
der beiden Briiche (gem. Par.23) nZher, der vcn den zwei addirten
Nennern, 2, b, oder ma, nb, den grd¥seren besitzt.

Dieses Mittel zweier Briiche kann wegen der gleichstimmigen
Summirung der Bestandstiicke der 2 Briiche fiizlich ein s u m m a-
t i v e s (Nachgebildet dem Worte "Summation", die "additiv" dem
Jorte "Addition".) M i t t e 1 jener Briiche genannt und hier
einfech blcss durch
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(é ) Am + Bn
am + bn

bezeichnet werden, Dasselbe &ndert sich natiirlich mit den Mul-
tiplikatoren m, n, und muss, um als musikalischer Tcnwerth sua
gelten, ncch der Forderung des II. Grundsatzes geniligen,

Dgmit umge ke hrt irgend ein zwischen %, % liegender
Bruch %, wobei
B C ~ A
5> ¢~ =

bedungen wird, ein summatives Mittel beider sein kOnne, muss
gemdss obiger Propertion wegen h = am, k = bn, sich wverhalten

m: n=3Bc — bC : Ca - cA,

Die letzteren Unterschiede ven Predukten absoluter (positiver)
ganzen Zahlen sind als allmédliche Umstaltungen der allerersten
pcsitiven Unterschiede E — F und F - D, eben so wie diese pcsitiv
und iiberdies ganze Zzhlen, und milssen endlich, nachdem sie von
allen gemeinschaftlichen Theilern befreit sind, in dem vorhin
gegebenen Ausdrucke des % anstatt der ihnen propcrticnirten

Multiplikatoren m, n eingestellt werden.

Par.25. Zur Grundlage der Darstellung der musikalischen Tone
werthe als summatives Mittel anderer bereits sc dargestellten
Tonwerthe dient der Nachweis, dass jeder Tonwerth, C als ein

¢
derariiges Mittel des Grundtcnes 1 = I und seiner Cktav
2 = % d.i. %%{—%Q g8ich darstellen l&sst. Lachen wir nemlich in

der letzten Prcportion A =a =1 = b und B = 2, so iibergeht die
in
m: n=2¢c-0:C = c,

folglich da ¢ und C, also such die letzteren Unterschiede keinen
Theiler gemeinschaftlich haben, miissen diese Unterscliede selbst
fiir m und n oben elngestellt werden. &B., ist um

C 32

S =57 als U (l’ T) darzustellen, haben wir

M =54 -32=22, n=32=27=5

und in der Tmt ist
22 + 10 _ 32
22 +5 _ 27°

Nachdem dieser Hauptfall erwiesen ist, muss auch jeder,
zwischen 2 bereits gefundenen sclchen Mitteln A und B enthaltene

a b
Bruch g, als summatives Mittel derselben 51ch darstellen lassen;
, L0 L 5 B :
wie z.B. der zwischen =3 1 g und 5= = 1 3 enthaltene Bruch
32 _ 4.5
27 27"

Denn hier ist A = 1C, a =9, B=5, b =3, C = 32, ¢ = 27,
also
m:n = (5,27 - 3.32) : (32,9 - 27.10) =(135 - 96): (288-270)
39 : 18 = 13 6
und wirklich ist =
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*'D 9.13 + 3.6 135 i ad
Par.26. Diese nunmehr abgeschlcssene allgemeine Lehre von den
summativen Mitteln zwischen Paaren regelmZssiger Briiche, beniitze
wir jetzt zur geordneten wirklichen Berechnung der Zzhlwerthe
musikalischer TGne.
Zun8ichst bestimmen wir zwischen dem Grundton oder der Prim 1
und der Cktav 2 den ausgezeichneten NMittelton

M}, 8) =132 - 2, aie Quint;

dann zwischen dieser und dem tieferen Grundtone 1 die diesem
schrittweise dadurch sich nZhernden Mittel; indem wir 1 nach
|

und nach mit‘%, %, % u.s.w. vertauschen; nemlich:

M (1, §) =u (3, &) =%, aie Quart,
M (% = %, %) = XI e - g, die grosse Terz,

%) = %—%—% = g, die kleine Terz, u.s.w.

1
NGRS
Wie bereits frither (Par.25) angedeutet wurde, muss ein Mittel
zwischen einer von 2 Grenzeshlen und einem Mittel beider wieder
ein Mittel zwischen den Grenzzahlen selbst sein. Demzufolge
kdnnen wir die Grundzahl 1 als untere Grenze festhalten, dagegen
1
die cbere Grenze schrittweise durch die ihr sich mehr und mehr
nghernden Mittel ersetzen, indem wir mit der bereits gefundenen

Quint g beginnen. Auf diese Weise finden wir nach und nech

M (F5 3) = T+% = 3, die Quart,
M é;, %) = % 1 % &= %, die grcsse Tersz,
M (%, %) = %—%—% = %, die kleine Terz.

Bei Fortsetzung dieser leicht begreiflichen Rechnungsweise
stossen wir scgleich auf die summativen Mittel %, 8, spidter auf

%%, %%, %% u.a.m., deren Nenner oder ZZhler Primzahlen grtsser

als 5 sind und dem obigen zweiten Grundsatze gemidss keine Werthe
musikalischer T¢ne darstellen k&nnen. Dsgegen finden wir nach
und nach fclgende fiir unseren Zweck dienliche summative Mittel:

H(1-3 6)_3"'6:2

MLT3*BT T %D &

die Secund und auch der grosse ganze Ton,
A d - %9 _ X0

H(T'B)-1+B— g

eine verminderte Secund und ein kleiner ganzer Ton; ferner,
allerdings ziemlich gekiinstelt, die Mittelwerthe:

M (% - g, lg) = g—%—%g =-%g’ ein grosser halber Ton,

M (% = 33 %%) = g—%—%g = %2, ein kleiner halber Tcn,

1 . 56 25, 56 + 25 _ 81 sndlich
i (T = 2¢» E%) a §E‘¥'§% = g0+ des Komma.
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Par.27. Auf diese Weise haben wir uns in den Besitz der
unterhalb der Quint % liegenden tieferen T¢ne der diatonischen
Tcnleitern gesetzt und wollen nun ncch die Werthe der h¥heren

cberhalb der Juint % bis zur Cktav 2 hinauf reichenden TtHne

berechnen,

Hierfiir ertheilen wir dem zu suchenden Mitteltcne T als summati-

vem Mittel dieser zwei Grenztdne 3 und 2 die allgemeine Form X
1

T = %%—}-%5 ; indem wir m, n absclute ganze

Zahlen vecn 1 an allm#lich aufsteigend und von gemeinsamen
Theilern frei uns vcrstellen. Gehen wir dabei nicht weiter, als
dass der Nemmer in T die Zghl 3C ncch nicht erreiche, und be-
schriinken wir uns stets auf musikalische Ttne T, sc¢ finden wir
nach und nach, dass blcss folgende Ternen der Zahlen m, n, T
zusammengehdren:

w=l, 1, 1; 29 2, 75 5,

n=1, 3, 6, 1, 5, 2, 6,
_5 9 15 8 16 25 27
T = %! 5 _‘g! 5 TO 16’ 16"

Par.28. Aus den hier ausgerechneten Tonwerthen verm@gen wir
jetzt schen die iiblichen Dur- und Molltonleitern wohlbegriindet
zusammenzustellen. Da nemlich deren unecht gebrcchene Tonwerthe
zur unerldsslichen Harmcnie der T¢ne durch die mEglichst klein-
sten Nenner un Z#Zhler dargestellt werden scllen; sc kdnnen nur
f~lgende nach aufsteigenden Nennern gecrdnete TOne in diese
Tcnleitern aufgencmmen werden, als:

., @& 6 8 I:
Y o %Q %, %ﬁ %r g! g, g’ % und “%-

In beiden Tonleitern stehen als Grenzstufen fest:

Der Grundton cder die Prim 1 als die unterste Stufe, und die
achte Stufe die Cktav 2 als die hochste. Ven den Zwischenténen
ist der Haupt- cder abtheilende Ton % nicht nur ein summatives,
gspndern auch d 2 s agrithmetische Mittel des Grundtcnes % und
der Cktav % (Par. 22,1).

Steigt man nun von der Prim 1 zum Tone g auf, sc betrdgt

der Quectient der Aufsteigung % i %; erhett man sich von

g—zur Aktav 2 hinauf, sc¢ ist der Quotient der Steigung 2 : §= %3

3 4

daher verhalten sich diese zZwei Quotienten wie 5 ¢ 3 cder wie

9 : 8; folglich muss ter Tcn 2 in der cberen Abtheilung der Tcn-
leitern, die unterste alsc in der Tonleiter selbst die fiinfte
Stufe einnehmen, d.i. die Quint ebenfalls unverriickbar sein,

41s H¥chster Ton der obigen Reihe mit dem ndchst hbheren
Nenner 3 ist der Ton 43 er ist das einfache summative Mittel

zwischen dem Grundtcn % und der Juint %, nealich
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1+ 3

— l
——7 = -
3

und liegt dem Tone % nHher als der Prim, daher ist dieser Ton
3 zunéichst unter die fiinfte Tcnstufe alsc auf die vierte, als

seinen unverriickbaren Platz, zu setzen und wird somit zur Quart.-
Der nach 4 in der cbigen Reihe kcmmende Ton 5 hat bei demselben
2

Nenner 3 den htheren Z#hler 5, er ist das summative Mittel der
Quint 2 und der Cktav 23 nemlich
I+ 2 5
+1 3
und liegt daher nZher an der Quint, als an der Cktav und kann die
sechste Tcnstufe einnehmen , dzher die Sext sein.
Nach diesem Ton % kemmt in der vcranstehenden Reihe mit dem
néchst htheren Fenner 4 und dem vcrhergehenden ZZhler 5 der Ton
%; er ist nicht allein das summative Mittel zwischen der Quint

% und dem Grundtone

2 _ 2 +2
At s L
scndern auch das arithmetische Mittel dieser beiden TEne
=%‘(1+%)t

ja auch das summative Mittel zwischen dem Grundtcne 1 und der

Quart %, nemlich
1l + 4
1+3

er liegt demnach nicht allein unterhaldb der Quint, sondern auch
noch unterhaldb der Quart und nimmt daher die dritte Tcnstufe ein
und gilt als grosse cder Durtersz.

_-:2
4

-

Zwischen diesem dritten Tcne g und dem Grundtone 1 liegt ihr
arithmetisches Nittel

%‘(1—"’%):%!

welches auch das summative Mittel zwischen % und der Prim % ist,

da
5+ 4 _ 9

_ 4 + 4 8
ist, Dieser dn der cbigen Tonreihe als vcrletzter aufgezdhlte
Ton darf demnach auf der zweiten Tcnastufe seinen stZndigen
Platz einnehmen und die Secund heissen.- Damit stimmt die VWahr-
nehmung iiberein, dass die Quint als Secund der Juart angesehen,
die Aufsteigung von dieser zu jener, den Quctienten

.
23 @

daher denselben Tonwerth der Secund gibt.
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Der ncch zu bestimmer iibrige Ton, die Septim, kinn entweder
als Secund der Sext g'%, oder umgekehrt als Sext der Secund

% . %, daher = l%, oder auch als grosse Terz der 2Quint % : %

auch = ;g dargestellt werden; scdass der letzte Tcn l% in der

cbigen Tcnreihe als die Septim die achtténige Tcnleiter aus-
fullt.
Sonach habven wir so wie frither in Pzr. 2C die nachsteshende
Durtcnleiter:
1
1, 8 20 % % 15, 2.

Par.29. Der Ton, welcher in der zu Anfang des Par.28 aufge-
fihrten Tcnreihe nach dem Tcne % den néZhhst htheren Fenner und
Zdhler hat, nemlich g, ist das summative Kittel sowchl zwischen

der Quart % und der Prim %, nemlich

als guch summatives Mittel zwischen der unterhalb der Quart %
liegenden grcssen Terz % und der Prim %, d.i.
i1

%8,
er liegt demnach nur wenig unterhalb der grossen Terz aber doch
noch cberhalb der Secund 9 und wird demnach zls Stellvertreter
8
der gressen Terz auf die dritte Tonstufe unter dem Namen die
kleine oder Iloll-Terz gestelli, die Holltcnleiter begriinden.
In dieser Tonleiter ist die Sext die kleine Terz der ZJuart, »

+
+

55~ 5

cder umgekehrt die Quart der kleinen Terz, 4.i.
6 4_8
5*3  H*

Endlich ist die Septim wieder anzusehen zls Secund der Sexty
nemlich
2. Bsd
5 "8 5
cder umgekehrt als Sext der Secynd d.i,

9 _8_9
B¥SE T2

cder auch ncch die kleine Terz der Cuint, nemlich

g.g=(g‘>!

scnach sind zuch die vorhin ausgelassenen einfachen Ttne

g, %, % der in Par. 28 aufgestellten llgliederigen Reihe

von Tecnen als kleine Terz, kleine Sext und kleine Septim in
die Tcnreihe aufgencmmen worden und wir besitzen demnach sowie
in Par. 21 die richtige Mclltcnleiter:

1, g‘; g! %, g‘t ?’s %;1 2.

-25-




-25-

Bine dritte Ausmittlung der musikalischen Tcnwerthe und der
diatonischenTonleitern.

Par.3C. Diese Ausmittlung fusst auf fclgende drei Grundsdtze:

I, Der Ziéhler des als regelmissiger Bruch dargestellten
Werthes jedes Tcnes unterhaldb der Cktav muss grisser als sein
Nenner, jedoch kleiner als das Dcppelte des Fenners sein; weil
jeder solche Tcnwerth selbst grisser als 1, dagegen kleiner zls
2 ist.

II. Nenner und Zéhler eines jeden Tocnwerthes diirfen keine
anderen Primzahlen als 2, 3, 5 zu Faktcren cder Theilern haben,
weil man sonst nach Chladni schrille fiir die Musik ungeeignete
Tcne erhielte (vergl. Par. 14).

III. In keinem gebrochenen Tonwerthe ktnnen Nenner und Zghler
einen gemeinschaftlichen Theiler besitze, da dessen Beseitigung
durch Theilung den Tonwerth durch kleinere Zahlen darstellen,
alsc auf einen bereits bekannten zuriickleiten wiirde. Desswegen
diirfen weder die Nenner noch die Z#Zhler solcher Briiche alle drei
Primzahlen 2, 3 und 5 zugleich zu Fektoren haben} scndern sie
ktnnen bloss entweder Potenzen je einer einzigen, cder Produkte
von Potenzen zweier dieser Primzahlen sein. Ist demnach der zur
Bildung einer derartigen Bruches gewZhlte Nenner durch eine, cde
durch zwei derselben drei Primzahlen theilbar, sc darf es sein
Zdhler nicht auch sein,

Par.31l. Unsere nidbhste Aufgabe ist es nun, die Reihe aller
derjenigen Zazhlen, welche diesen dreierlei Anforderung geniigen,
bis zu einer gewissen h@chsten Zahl auszuforschen, wofiir wir
hier die Zahl 2CC widhlen. Zu diesem Zwecke sshireiben wir in eine
Zeile die Zahl 2 und ihre nacheinander fclgenden Potenzen, indem
wir diese Zahl wiederholt und sc weit n6thig mit sich selbst mul
tipliciren; danns tellen wir in eine zweite Zeile die Z2zhl 3, un
hinter sie ihre durch ¢fterr Multiplikation mit sich selbst sich
ergebenden Potenzen; ebenso schreiben wir in einer dritten Zeile
die dritte Primzahl 5 und hinter sie ihre leicht zu berechnenden
Potenzen,

Hierauf multipliciren wir si&mmtliche Zahlen der ersten Reihe,
d.i. alle Potenzen von 2, der Crdnung nach, ohne jedoch jene
gewZhlte hochste Zahl 2CC zu liberschreiten, mit s@mmtlichen
Pctenzen erst von 3, damn von 5, und endlich ncch die Potenzen
der Zahl 3 mit denen von 5 und schreiben die beziehlich gleich-
artigen Produkte in eine vierte, fiinfte Zeile u.s.f.

Bei diesem Vorgang finden wir den nachstehenden Anfang der
Zusammenstelluyng der in Frage stehenden Zzahlen:
o) 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, ...
3%) 3, 9, 27, 81, s
5%) 5, 85, 125; wwe

22 3%y 6, 12, 24, 48, 96, 192, ...; 18, 36, 72, 144,..
54' 1(—8,.0.; 162,-0.

2B 5Py 3¢, 2c, 40, 80, 160,...3 5C, 100, 2C0,...
30 5P) 15, 45, 135,...5 75,...
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Crdnen wir nun die hier gefundenen Zahlen nach ihrer Hthe
aufsteigend, so erhalten wir fclgende Zsghlenreihejd

24 5, ey 5,6, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 1B, 20, 24, 25, 27, 32, 56,
40, 45, 48, 5C, 54, 64, 72, 75, 8C, 81, 96, 1CC, 1C8, 125, 135,
144, 16C, 162, 192, 2CC.

Par. 32. Da wir aus diesen Zshlen die unecht gebrocchenen musi
kalischen Tcnwerthe aufzustellen haben, so miissen wir sie paar-
weise, eine als Nenner, eine andere gr''ssere als ZZhler in je
einen Bruch verbinden, daher Adie ganze Reihe dieser Zahlen als
eine Elementenreihe zu Paaren, zu zweien, zur zweiten Klasse com
biniren} demnach diese Zzhlen (Elemente) in ihrer Crdnung nach
und nach zu Nemnern wdhlen, und:dem I. Grundsatze gemdss zu
jedem Nenner seinen ZZhler aus der Reihe der ihm fclgende XBle-
mente, also groésser als er, jedoch ncch kleiner 21s sein Dcppel-
tes, dem III, Grundsatze entsprechend sc wdhlen, dass beide
Elemente des aufzustellenden Bruches keinen gemeinsamen Theiler
besitzen.

Dieses Verfahren ist demnach ein eigenthiimlich beschrZnktes
Verbindung (Combiniren) der gegebenen Elementenreihe in Paare un
kdnnte ebensc wie diese Reihe beliebig weit ausgedehnt werden.

Dem Gesagten zufclge gehirt

zu 2 als Nenner nur 3 als Zidhler und gibt den Bruch %;

zu 3 als Nenner passen 4 und 5, daher geben sie die Brliche
fuadi
zu 4 als Nenner taugt nur 5 als Z#hler und gibt den Bruch+

und aus diesen Beispielen wird wohl Jedermann leicht ersehen, da
die zunZchst sich ergebenden Briiche nachstehende sind:

6 8 3 3 15
5’ 59 5’ 8’ 8‘

Die so gefundenen gebrochenen neuen Tonwerthe, deren Nenner
die Zahl 8 noch nicht iibersteigen, kOnnen nur zwischen dem Grund
tene 1 und seiner Cktav 22 entweder nach den Grunds#tzen der
Par.16-21, oder nach den Vorgidngen der Par.28 und 29 in aufstei-
gender Reihenfrlge einerseits in die Durtcnleiter, andererseits
in die Molltonleiter wissenschaftlich zusammengéstellt werden,

Par.33. Setzen wir dieses combinatorische Verfahren fort, so
finden wir, dass den Nennern

6, 10, 12, 36, 40, 48, 54, 100, 144, u.a.m.,

kein Z&hler, glsc auch kein Bruch entspricht, und wir erhalten
sonach folgende Reihe von Tcnwerthen:

10 16 2 27 25 27 25 2 32 36 48 32 AC 50 45 64
?! Es 16?7 I6* 18’ 20! 24°' 257 gg! '2_5t 2—5! ﬁ'! 27! 27* 32° 45

81 8l 125 125 128 81 1CC 125 128 160 125 125 128
5C* %%' 64°* 'Ei' “72* T75* BC*' "B1’' 81’ B81°* 81’ 96’ TU%' 125

%%&, %g%, %g%, %%%, u.m, dgl.

Par.34. Zum Schlusse m&ge noch angedeutet werden, wie die dux
sclchen Vergang gefundenen Briiche in die bestehenden diatinische
ind chrcmatischen Tonleitern eingefiigt werden ktnnen. Fachdem ma
nemlich die Zahlwerthe der Tdne dieser Tcnleitern in Decimal-
hriiche von drei oder vier Decimalen verwandelt hat, macht man
dasselbe auch mit den combinatcrisch ermittelten Briichen; dann
wird man leicht ersehen, wie jeder der letzteren Briiche mit eine
gewissen der ersteren entweder genau, oder wenigstens angendhert
und wie nahe er iibereinstimme, daher auch der jenem Bruche ent-
sprechende Ton seine Benennung und Bezeichnung erhalten kann.




