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I. Die Pythagoreer

In der Tat hat ja alles, was man erkennen kann, Zahl. Denn
ea sst nicht moglich, irgend elwas mit dem GQedanken zu erfussen
oder zu erkennen ohne diese.

Philolaos aus Kroton')

1. Der Orden

Die Urspriinge der Mathematik liegen im Dunkeln. Der Historiker, der
etwa die Geschichte der Mathematik im alten Agypten erforschen will,
muf} seine Einsichten aus dem Studium von nur drei groBeren Doku-
menten (und einigen Fragmenten) herleiten ((I 6), 8. 156). Diese Papyri
waren Rechenanleitungen fiir den praktischen Gebrauch: Die Beamten
des Pharao sollten daraus lernen, wie man Lohnsummen berechnet
oder den Bedarf an Getreide fiir das Backen einer bestimmten Menge
Brot.

Der auf sehr praktische Ziele gerichtete ,,Papyrus Rhind" beginnt aber
trotzdem mit gewagten Versprechungen. Er kindigt , kunstgerechtes
Eindringen in alle Dinge, Erkenntnis alles Seienden, aller Geheimnisse'
an. Tatsachlich werden aber nur die ,,Geheimnisse' des Multiplizierens
und Dividierens enthiillt. Hinter diesem anspruchsvollen Satz steht
offenbar die in den alten Kulturen allgemein verbreitete Auffassung,
duB die Gesetze der Zahl nicht nur eine praktische, sondern auch eine
mystische oder religiose Bedeutung huben. Diese Denkweise werden wir
spliter auch noch bei den Pythagoreern vorfinden.

Erst bei den Griechen ist aus der praktischen Mel- und Rechenkunst
und dem mystischen Zahlenspiel jene axiomatisch fundierte und streng
beweisende Wissenschaft gewachsen, die wir heute als Mathematik be-
zeichnen. Die Epoche der Pythagoreer ist dabei fiir den an kultur-
geschichtlichen Zusammenhingen interessierten Historiker der Mathe-
matik besonders wichtig, weil hier uralte mystische Beziige neben zahlen-
theoretischen oder geometrischen Aussagen stehen, die auch dem
Anspruch des modernen Forschers geniigen.

Uns Heutigen gilt Pythagoras (otwan 680—500 v.Chr.) als Mathematiker,
Beine Zeitgenossen charakterisierten ihn meist anders: Herodotos sah

¥) Aus [I 8], B. 77.
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in ihm einen , bedeutenden Sophisten'., Andere kennen ihn wls den
Griinder cines roligivsen Ordens, von dem mancherlei Wundergeschichton
orziihlt wurden. Die Komaodiendichter schlioBlich stellten die Jingor
des Pythagoras als arme und schmutzige Vegetarior dar und erwithnen
nichts von ihren mathematischen Leistungen,

Ober das Lobon des Pythagoras ist wenig bekannt. Tatsache ist wohl,
daB er in jungen Jahren eine Studienreise nuch Agypten unternahm,
Vielleicht war er auch in Babylon; der Zusammenhang der pythago-
riiischen Arithmetik mit der bubylonischen logt jedenfalls cine solche
Vermutung nahe., Um 530 floh er vor dem Diktutor Polykrates nach
Kroton in Oberitalien. Dort soll er einen Kreis begeisterter Jiinger um
sich gesammelt haben. Er predigte ihnen die Unsterblichkoit dor Seele,
forderte eine Lebensfihrung der Enthaltsamkeit und MiBigung und
lelirte Astronomie, Mathematik, Musikwissenschaft und Philosophie.

Vielen modernen Menschen wird die im Orden der Pythagorcer gelebte
enge Verbindung religiés-sittlicher Postulate mit Aussagen der exakten
Forschung befremdlich erscheinen, Fir die Pythagoreer war dieso Einheit
Grundlage ihrer Weltsicht, in der die Mathemutik ein Teil der Religion
war. Nach ihror Lehre ist Gott der Kine, und die Vielheit der Welt
wird durchschaubar durch die Gesetze der Zubl. Das war die grofle
Entdeckung der Pythagoreer: Dull die Bahnen der Sterne, anber auch
die Gesetzo der musikalischen Harmonie und der architektonischen
Schinheit bestimmt waren durch einfache Verhiiltnisse ganzer®) Zahlen:
,,Die ganze Welt ist Harmonie und Zahl",

Wir miissen ung versagen, auf diese philosophischon Konzeptionen der
Pythagoreer ausfithrlicher einzugehen. Uns soll ihre mathemautische
Leistung beschiiftigen, Bs ist freilich fiir den modernen Historiker der
Mathematilk nicht leicht, zuverlissige Aussagon tiber den Ursprung
spezieller mathematischer Siitze und Methoden nus jener Zeit zu machen,
Von Pythagoras selbst ist keine Zeilo iberlicfert. Mun kann duher nicht
mit Sicherheit feststellon, welche Erkenntnis vom ,,Meister' selbst,
welche von seinen Schiilern stammt. Bei der groblen Verehrung fiir den
o Wundertiiter'' Pythagoras ist es durchaus moglich, dall il spitere
Generationen auch solehe Leistungen zuschriohen, die tutsiichlich KErfolge
seiner Schiiler oder Epigonen sind.

Wir wollen uns darauf beschriinken, von zwei Entdeckungen aus dem
Kreis der Pythagoreer ausfilhrlicher zu berichten.

%) Es ist zu beachten, dall in der gricchischen Muthematik die Irrationalzahlen
unbekannt waren. ,,Zahlvorhilltnisse® sind immer Verhilinisse ganzer Zuhlen.
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2. Der Weg zu den ,,pythagoreischen Zahlen*

Nikomachos von Gerasa hat in seiner Einleitung in die Zahlenlehre das
Wissen der Pythagoreer iiber dio Gesetze der ganzen Zahlen zusammon-
gostollt. Es ist anzunehmen, daB in dieser um das Jahr 100 n, Chr.
verfaBBten Schrift solche Sitze zusammengefuBt sind, die tatsichlich auf
Pythagoras selbst und seinen Kreis zuriickgehen,

Die Pythagoreer veranschaulichten sich die Zahlen an Gruppen von
Punkten, die man mit Sternbildern vergleichen kénnte. An solchen
nPunktrastern' kann man bemerkenswerte zahlentheoretische (lesetze
ublesen. So zeigt uns das in Abb. 1 dargestellte Punktschema die

Abb. 1

i, Dreieckszahlen'': In den ,,Zeilen des Dreiecks befinden sich 1, 2, 3,
4, ... Punkte, und die Anzahl der Punkte in einem n-zeiligen Dreieck
stellt die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen dar, So ist z. B.

1 +2=3,1+424+83=0,1+4+2-+43+4=10, ..., usf.
Auf diese Weise gowinnen die Pythagoreer dio bekannte Folge der

Dreieckszahlen
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, ...

Abb. 2

Noch bemerkenswerter sind die Gesetze, die man an einem quadratischen
Raster ablesen kann (Abb. 2):
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Man mufll offenbar zu einem quadratischen Ruster mit n* Punkten
n o 1 4 0= 2n 4 1 Punkte hinzufilgen, um ein Quadrat mit (n 4 1)
Punkten zu erhalten. Danach gilt also

nt o (2 1) = (n - D)8 (1)

Aug (1) kann man ableson, dall die Differenzen anfeinunderfolgonder
Quadratzahlen die Folge der ungeraden Zuhlen lisfern, Man kann aber
auch mit Hilfe der Relation (1) Gruppen von Zahlen a, b, ¢ finden, die
dor ,,pythagoriischen Gieichung” :

a® - b =¢* (2)

goeniigen. Um das zu erreichen, braucht man offenbar nur 2n - 1

in (1) zu einem Quadrat zu machen. Setzen wir also 2n -+ 1 = m?, so
folgt daraus?®)

i g )

anuz.o_. =+—Nm.lr.m..._.. 8)

r - f
a

Durch Substitution von (3] in (1) gewinnen wir 8o

(4)

n ..a_—ul— $ ,*.—v-
ﬁ_s -4 3 v - b i

Firm = 3,6, 17,0, ... liefert dieso Bezichung (4) pythagoriiische Zuhlen
a, b, ¢, ganze Zahlen also, die der Qleichung (2) geniigen;

m _ a b [
B a3 4 i
b b 12 13
i 7 24 26
] ] 40 41

Wahrscheinlich sind die Pythagoreer iiber solche zahlentheoretischen
Uberlegungen auf den beriihmton ,,Satz des Pythagoras') gekomimen,
nicht urspriinglich durch Flichenvergleichung.

Die Addition der natirlichen Zahlen fithrt, wie wir sahen, suf dio
Dreieckszahlen, die Addition der ungeraden Znhlew (vgl. Abb. 2) wuf
die Quadratzahlen: d

L4+34+6+4... 4+ 2n — 1) =n2,

) Man beachts, dall m* ungerudo, die Briicho in (3) also ganze Zuhlen sind,

*) Dieser Batz iiber dus rechtwinklige Dreieck war schon den Indorn belannt,
Wahmcheinlich haben sis aber nooh keinen Beweis filr ihn gehsbt.

Was fiir eine Zahlenfolge liofert nun die fortgesetste Bummierung der
geraden Zuhlon 1 Hier gilt
24h448484...+2n =201 4243 444...+n)=n(n+1)

Man kann diese Summen also durch Rechteckraster mit n (n 4 1) Zahlen

vergnsghaulichen. Abb. 3 zeigt die ersten vier ,,Rechteckzahlen' in

% ..?_o__c: Schema. Wiihrend also die Addition der ungeraden Zahlen
A

o
st

Abb. 8

auf ein quadratisches Schema fithrt, haben wir hier bei den geraden
Zaohlen ein Rochteck gowonnen, bei dem das Seitenverhiltnis (n + 1): n
von der Nummer »n abhiingig ist,

Die ungeraden Zahlen erzeugen also eine beschriinkte Zahl von Formen
(nimlich nur das Quadrat), die gernden dugegen eine Vielzahl nicht
ahnlicher Rechtecke, Daraus schlossen die Pythagoreer auf eine Ent.
sprechung
ungerade — beschrinkt
geradle — unbeschriinkt,

Wir werden heute den Pythagoreern natficlich in solohen Sehidsson
nicht mehr folgen. Trotzdem sollte man das Andersartige in der Denk-
weiso vergangener Juhrhunderte respektieren. Ks scheint una nicht an-
gemessen, hier von ,,miiligen Spekulutionen' und von , Wahnwitz"* zu
reden ([A 6), 8. 114). Die Pythagoreer haben einen Fehler begangen,
der auch in unserer Zeit keineswegs ganz susgerottot ist: Sie haben
unzuldssig verallgemeinert. Das geschuh nicht nur bei ihrer Entsprechung
zwischen Ungeradem und Beschrinktem, Geradem und Unbeschriinktem,
das geschah auch in der Formulierung ihrer grundlegenden These ,,Alles
18 Zahl",

Es ist eine schine Bigenart der mathematischen Wissenschaften, daB
sie wilde Spekulationen nicht ungestraft ducchgehen lassen, Frither
oder spiiter wird an handfesten Gegenbeispielen deutlich, daB der unge-
hemmt verallgemeinernde Forscher sich geirrt hat. Im Bereich der
»Geisteswissenschaften' haben dagegen ungesicherte Spekulationen




zuweilen ein recht langes Leben: Sie sind nicht so cindeutig zu wider-
legen,

Die Entdeckung von inkommensurablon Strecken ist wohl das orste
Beiapiel fiir ein solches Veto der Mathematik gegen allzu allgemeine
Thesen®). Buld nach dem Tode des Meisters entdeckten die Pythagoreer
in gewissen Iiguren inkommensurable Strecken, Strecken also, deren
Lingen nicht in einem durch ganze Zahlen ausdriickbaren Verhiltnis
stohen. Das einfachste Beispiel eines solchen Paares inkommensurabler
Strecken liefern die Seite @ und die Diagonale d eines Quadrats, Gibo
es eine Relation d:a 2= p:q mit ganzen Zahlen p und ¢, so wiire

wogen d@* = 24* die Quadratwurzel aus 2 rational: )2 = ZIB Man kann

leicht zeigen, duB das nioht richtig ist®).

Bei wissenschaftlichen Entdeckungen ist hilufig der erste Zugang zu
neuen Bereichen der Forschung nicht der, der sich spiiter als der ein-
fachste hernusstellt. Und so haben auch die Pythagoreer nicht zuerst
am Quadrat, sondern am reguliiven Finfeck inkommensurable Strecken

entdeckt,

3. Die Entdeckung dor stetigen Teilung

Jamblichos nus Chalkis (etwa 283 —330) berichtet im ersten Buch seines
Werkes , Uber die pythagoriische Philosophie'?), das der Pythagoras-
Schiiler Hippasos als erster , die aus 12 IMinfecken zusammongesetzto
Kugel beschrieben und deshalb als ein Gottloser im Meere nmgekommen**
sei, Ferner habe er ,,uls erster das Wesen der MoBbarkeit und Unmel-
barkeit an Unwiirdige verraten''. Deshulb sei er nicht nur sus dem
pythagoriiischen Bunde nusgestofien worden, sondern ihm sei auch ein
Grab bergitet worden wie einem, der giinzlich aus dem Kreise sciner
fritheren Qefiihrten verschwinden soll®).

Der Zorn der am Buchstaben der pythagoriischen Lohre Hiingenden
war verstindlich: Hippasos hatte mit dem Nachweis inkommensurabler

¥) Uber weitoro Beispiele dicser Art siche z. B, [A 12]!

) Der Bewoeis stoht u. a, in |[A 12], 8. 10 f.
Diese Gegenbeispiele zur pythagoreischen These stammen wug dem Bereich der
abstrakton Mathematile, Wir wollen nicht verhehlen, dald dogegen die moderno
Physik immer wieder auf ganzzahlige Gesetze im Bereich dor Atomforschung
sL6Bt, Darin liegt eine gowisse Rechtfertigung fur die SchluBweise der Pytha-
goreer.

") Ausfiihrlicho Literaturangaben zu den Ausfilbirungen dieses Abschnitts finden
sich bei 8, Heller [T 0],

#) Eine dhnliche Notiz findet sich in einem Scholion zum 10, Buch des Fuklid,
vgl. [A 12] 8. 8,

Strecken die pythagoriische Grundlehroe in Frage gestellt, und er hatto
sich offenbar nicht gescheut, diese Erkenntnis ,Unwiirdigen' (d. h.
nicht dem Orden angehdrenden Leuten) weiterzugebon,

Jamblichos berichtet uns ferner, daB es nach dem Tode des Meistors zu
einer Spaltung unter den Jingern des Pythagoras gekommen sei; Dio
pAkusmatiker'* (axovouarixol) waren die Anhiinger dor ,,reinen Lehre",
die nuf dus Wort des Meisters schwuren. Die ,,Mathematiker' dagegen,
die mit Hippasos von der Existenz inkommensurabler Strecken iiber-
zeugt waren, bemiithten sich um weitere Fortschritte in der mathema-
tischen Wissenschaft. By ist einleuchtend, daB sie an dem Nachweis
weiterer Paare inkommensurabler Strecken interessiert waren, und tat-
siichlich fanden sie buld heraus, dafl auch die Seite eines Quadrats und
svine Diagonale kein gemeinsames Mafl haben kénnen,

Die Historiker der Muthematik weisen uns heute nach ([1 9], S. 9), daB

die stetige Teilung (der ,,Goldene Schnitt) zur Zeit des Hippusos noch
gar nicht bekannt war. Es ist also zu fragen, wie er iiberhaupt ein

Abb, 4

rogulires Fiinfeck zeichnen und daran die Inkommensurabilitit von
Seite und Diagonale nachweisen konnte. Die Antwort®) suf die erste
Frage konnen wir an Abb. 4 ableson,

Mit Hilfe des Satzes iiber die Winkelsumme im Dreieck und iiber die

) Wir folgen dabei im wesentlichen . Heller [1 0].




Basiswinkel im gleichschenkligen Dreicck kann man alle Winkel dieser
Itgur als Vielfache von 36° berechnen. Man erkennt dann (aus der
Umkehrung des Satzes iiber die Basiswinkell), dal die Dreiecke EFD
und CB(@ gleichschenklig sind. Wir haben also

FD=ED =00 =CB =g,

Damit ist aber die Maglichkeit einer Konstruktion der Figur durch
,,Einschiebung" gegeben: Man zeichnet zuerst 4 B, das Mittellot dieser
Strecke und den Kreis um B mit dem Radius 4 &, Jetzt schiebt man
ein ,,Einschiebelineal”, auf dem die Strecke s markiert ist, zwischen
dem Mittellot und dem Kreis um B so ein, dall puch 4 auf dem Lineal
liegt. Liegt der (von A aus geziihlte) erste Markierungspunkt auf dem
Kreis (in F), so liefert uns der zweite auf dem Mittellot liegende Mar-
kierungspunkt die Ecke D. Entsprechend gewinnt man C (und @). E ist
dann durch die Kreise um 4 und D mit s bestimmmt.

Nun ist eine Konstruktion mit dem Einschiebelineal otwas anderes als
eine mit Zirkel und Lineal, und man darf annehmen, dal auch die

thagoreer diesen Unterschied sahen. Immerhin: Dieses Verfahren
lieferte ihnen die Existenz eines reguliren Finfecks, und daraus ist nun

der Nachweis inkommensurabler Strecken nicht sehwer. Dazu braucht
man nur darauf hinzuweisen, daB man an ein beliebiges reguliires Fiinf-
eck &, eine unendliche Folge imuner kleinerer Fiinfecke {f, anlagern
kann (Abb. 5). Das geschieht so, daBl man jeweils den kleineren Diago-
nalenabschnitt (CF beim ersten Fiinfeck F,) zur Seite des folgenden

Pinfooks macht, In Abb, b sind §,, G, (BUHCF), §; ((KLHJ) und
&, (KNOLM) eingezeichnet?),

An der Abbildung liest man nun sofort die folgenden Beziehungen
zwischen den Seiten s, und den Diagonalen d,, der Funfecke ab:

8p =dy_y — 8p1, dn=8n. (5)
Hiitten nun &, und d, ein gemeinsames Mal ¢, 8o wire etwa
sy =M,-e,d,=N,-¢
mit positiven ganzen Zahlen M, und N,.
Daraus folgt nach (5)
8 =(N,—M))-e=M,-¢,dy=M,-e=N,-¢ (6)

Dabei ist aber _
My< M, N,<N,.

Die Fortsetzung dieses Verfahrens fithrt auf
My < My, Ny < Na.

Dies Verfahren mull aber nach endlich vielen Sohritten abbrechen, weil
die M, und N, positive ganze Zahlen sind. Da man aber den Anlagerungs-
prozeB ad infinitum fortsetzen kann, ist die Annghme eines gemein-
samen MaBes e filr die Seite und die Diagonale des reguliren Finfecks
falsch.

Es entsteht nun die interessante Frage, wie die ,,Mathematiker'" unter
den Epigonen des Pythagoras von diesen Einsichten weiterfunden zu
der einfachen Beziehung

d(d —s) =a* (1)

zwischen der Diagonale d und der Seite s des reguliren Finfecks. Diese
Beziehung (7) ist ja die Grundlage fiir die Konstruktion nach dem
,,Goldenen Schnitt*, die heute jedem Schiiler bekannt ist.

Von 8. Heller [1 9] stammt eine recht plausible Hypothese dber den
Weg, der von den Einsichten des Hippuasos zu der Gleichung (7) ge-
fithrt hat.

10) Man erhilt eine andere brauchbare Folge von Finfecken (F,®, wenn man in
&,* =G, alle funf Disgonalen einzeichnet und damit ein neues, kieineres
Fiinfeck (§,* gewinnt, Dis Wiederholung dieses Verfahrens liofert dann eine
Folge von Fiinfecken, die zu den Fiinfecken ungerader Nummer unseres ersten
Verfahrens kongruent sind;

Gn®* = Fanse




Sehr bald fanden die ,,Mathematiker" heraus, dul auch die Seite und
die Diagonale eines Quadrats kein gemeinsames Mall haben. Der Nach-
weis wird auch in diesem Falle so gefiihrt, daB man eine geeignete Folge
von immer kleineren Quadraten herstellt. Hat das Quadrat @, die
Seite s, und die Diagonale d,,, s0 ist Quy, definiert als das Quadrat
mit der Seite d, — s,. Zwischen den beiden Quadraten bestehen nun,
wie man sofort einsicht!!), die Relationen

8p41 =dp — 85, dyupy = 85 — Sny1. (8)

Aus (8) kann man unschwer die Inkommensurabilitit von Diagonale
und Seite nachweisen.

Wichtig ist uns aber jetzt, daB man diegse Ordnung der Konstrulktion
auch umkehren kann. Vertauscht man in (8) » mit n - 1, so gewinnt
man damit
duyy = 28y - dn; 8up1 =dg + 8. (9)
Auf diese Weise hat man die Maglichkeit, eine Folge immer griller
werdender Quadrate zu definieren. Man geht aus von einem willkiirlich
gewihlten Quadrat Q,* els , Einheit" mit der Seite s, und der Dia-
gonale d, und konstruiert dann nach (9) die griBeren Quadrate Q,*,
S 2o
Der Sinn dieses Verfahrens ist nicht sofort ersichtlich. Aber hier hilft
die ins Mythische zuriickgreifende Philosophie der Pythagoreer weiter.
Nech Theon von Smyrna trigt die ,,Einheit' (uovag) wie ein Samenkorn
alle Eigenschaften des kiinftigen Lebewesens in sich. Sio ist in unserem
Fall auch fihig, das Verhiltnis von Durchmesser und Seite des Quadrats
zu erzeugen. ,,Wie die Einheit bei allen Dingen gemil dem obersten
und dem einem Samenkorn ihnlichen Verhilltnis am Anfang steht, so
wird auch das Verhiiltnis von Durchmesser zur Seite in der Einheit
gefunden.*
Das heiBt praktisch: Man kann sich auch eine Folge von Vierecken
herstellen, bei der in der ,,Einheit, also im ersten Viereck, die Seile
gleich der Diagonalen ist. Dieses , Samenkorn® ist also kein Quadrat,
sondern cine Raute. Mit Hilfe von (9) kann man nun aus dieser ,, Einheit'
neue Rauten gewinnen, die nun allerdings einem Quadrat immer
nahnlicher werden. Nach (9) gewinnt man fiir die MaBzahlen dieser
Rauten R,:

| & | du
R, |1 1
R, | 2| 3
| s8] 71
R, | 12 | 17
R, | 2 | 41

1) Vgl [A 12] 8. 10.
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Abb. 6 zeigt die Rauten R, und R, dieser Folge. Man kann leicht
zeigen, daB der Quotient ? gegen |/2 konvergiert.
n

‘p d"
5 3
% %,
Abb. 6
Aus (9) folgt nimlich
28, —da* = (— )™, (10)
also (in moderner Terminologie)
lim ‘-!::- =2,
n—+o00 8na

Wir wollen den Beweis fir die Beziehung (10) hier nicht bringen, um
Wiederholungen zu vermeiden. Fir Finfecke soll nimlich gleich eine
#hnliche Aussage abgeleitet werden!?),

Nach einer durchaus einleuchtenden Vermutung von S, Heller [1 9]
diirften die Pythagoreer auf eine iihnliche Weise (ber eine Folge von
Fiinfecken zur Entdeckung des ,,Goldenen Schnittes' gokommen sein.
Beim Nachweis der Inkommensurabilitit von Diagonale und Seite des
Fiinfecks hatten wir eine Folge von immer kleiner werdenden Fiinfecken
benutzt. Kehren wir — ahnlich wie im Falle des Quadrats — die Ordnung
in der Erzeugung der Finfecke um! Vertauscht man in (5) n mit n — 1,
8o hat man in

dp = 8ny -+ dy1; 8 =dn,y (11)

das Bildungsgesetz einer Folge von Finfecken mit wachsender Grife
der Seiten und Diagonalen.

Auch hier kann man sich nun als ,,Samen** oder ,,Einheit* ein Finfeck
denken, bei dem & = d = 1 gilt. Dann gewinnt man aus (11) fiir die

13) Den sohon bei T'heon von Smyrna verzeiochneten Beweis von (10) findet man
z. B. bei van der Wuerden [L 8] 8. 207.
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Folge'®) (nicht regulirer!) Finfecke F, die folgenden Zuhlen fiic dio
Beiten bzw. Diagonalen:

b 1 J X818 )8
8

2 3 8 |18 | 2l | ..
dy | V| 2 | 8| 5 |

|
| 138 | 21 | 84 |

f [

h
Abb. 7

Abb. 7 zeigt die Fiinfecke /), F'y und F,. Auch hier lehrt die Anschauung,
dufl die Finfecke mit wachsender Nummer n dom reguliren immer
wdiholicher' worden, Um diese vage Formulierung durch eine prizise
Aussage zu ersetzen, wollen wir aus (11) die Relation

dy (dy — 8y) — 852 = (— 1)" (12)
ableiten;

Durch das Ablragen der Seite 8, auf der Diagonalen d, eines Finfecks
der Folge Fy wird die Diagonale so geteilt, dafi dus Rechleck aus der
Diagonalen und shrem kleineren Abschnilt abwechselnd wm die Einheit
grdfer oder klesner iat als das Quadrat iiber dem grofleren Abachnitt sy.

1) Dio Folge sy ist dis bekannte Fibonaooi-Folge Fib (n), die durch die Ditfe-

renzongleich
o Fib (n + 1) = Fib (n) + Fib (n — 1)

und die Anfangsbedingungen Fib (1) == Fib (2) = 1 charakterisiert ist. it
dy gilt: dyy == ¥ib (n - 1). Daa folgt sofort aus (11).
Uber die Eigenschaften dicser Folge siehe z. B. [1 10], 8. 17.

12

Der Beweis kann leicht durch vollstiindige Induktion gefiihrt werden.
(12) ist offenbar richtig fir n = 1: Hier ist ja d, = a4, = 1. Nehmen
wir an, daf (12) richtjg sei fiir n = k — 1:

By (A — 8k-9) — 8%k = (— 1L, (13)
Nach (11) folgt daraus:

8k — 8 (dp — 8k) — (d — &) = (— 1)¥!
oder
dy (dx — 8x) — 852 = (— 1)¥.

Also gilt (12) fiir alle natirlichen Zahlen n.

Wir haben hier'$) das Prinzip der vollstiindigen Induktion benutzt,
Kann man annehmen, daB dus schon den Pythuagoreern bokannt war {
Es wird oft behauptet, daB Pascal'®) als erster dieses Beweismittel
benutzt habe. Nach van der Waerden ([1 6], S. 207) haben aber tat-
siichlich schon die Pythagoreer die Beziehung (10) durch einen Schlull
begriindet, den man als , Induktion* bezeichnen darf. Danach ist es
auch denkbar, daB auch auf dem Wege zur stetigen Teilung ein solches
Verfahren benutzt wurde, Aus der Gleichung (10) kann man auf die fiir
das Quadrat giiltige Relation d? = 2 a® schlieBen. Es liegt deshalb nahe,
wegen (12) die Giltigkeit von (7) fiic das regulire Finfeck zu ver-

muten,
Diese Formel liBt sich geometrisch so interpretioren:

Triigt man im reguliren Fiinfeck die Seite auf der Diagonale ub, so wird
die Diagonale so geteill, daff das Rechieck aus der Diagonalen und der
Differenz gleich dem Quadrat iber der Seite iat.

Iis diirfte den ,,Mathematikern'' unter den Jingern des Pythagoras
nicht schwergefallen sein, die Durchfithrung dieser houte unter der
Bezeichnung ,,Goldener Schnitt jedem Gymnasinsten bekannten Tei-
lung mit Zirkel und Lineal korrekt auszufithren. S. Heller weist darauf
hin, daB die Durchfiihrung dhnlicher Konstruktionen damals schon
goliiufig war, Es kam also nur darauf an, die Giltigkeit von (7) heraus-
zufinden,

Vorliufig haben wir aber nur die Vermutung plausibel gomacht, dafl (7)
richtig sei. Der vollstindige Boweis macht aber jetzt keine Schwierig-
keiten. Man kann niimlioh leicht zeigen (das steht schon im ,,Buklid"
1V 10), daB ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Basis gleich dem

14 8. Heller veorzichtet auf den Induktionsschlufl.
14) Siche dozu Kap. IV|
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groBeren Abschuitt des stetig geteilten Schenkels ist, eben jene Winkel-
eigenschaft hat, die fiic das Dreieck 4CD (Abb, 4) im reguliiren Finf-
eck charakteristinch ist: Die Basiswinkel dieses Dreiccks sind doppelt
80 groB wie der Winkel an der Spitze,

Archimedes hat einmal gesagt, dall derjenige, der einen Lehrsalz als erster
ohne Beweis ausspricht, kein geringeres Verdienst hat als derjenige, der
als erster den Satz beweist. Diese These wird durch die Geschichte der
slotigen Teilung bestiitigt. In unserem Fall bestand in der Tat die
wesentliche SBchwierigkeit darin, die Relation (7) erst einmal heraus-
zufinden. War sio als Vermutung ausgesprochen, so fiel es nicht mehr
schwer, sie zu beweisen,

Cf. H. Meschkowski: Denkweisen grofier Mathematiker. Braunschweig 1963,
4: Hinsichdich der Frage, ob der pythagoreische Lehrsacz auf geometrischem

" oder auf zahlentheoretischem Wege gefunden wurde, fillt auf, dafl diejenigen,
die die griechische Mathemartik als autochthone Leistung ansehen, fur dic
erstere, dicjenigen, die sie auf orientalische Einflusse beziehen, fur die
letziere Auffassung eintreten.




