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Hippase de Métaponte a découvert, au 5¢ si¢cle, la section continue
et ’incommensurabilité de la diagonale par rapport aux c6té§ du carré,
par le fait méme qu’il savait développer un pentagone régulier.

DIE ENTDECKUNG DER STETIGEN TEILUNG DURCH
DIE PYTHAGOREER
\664\
Von Siecrriep HELLER HMELALTR S
e
1. Einleitung

Es wird sich wohl niemals mit Sicherheit der Name dessen fest-
stellen lassen, der als erster das regelméBige Fiinfeck mit Zirkel
und Lineal konstruiert und im Zusammenhang damit die ,,stetige
Teilung* entdeckt hat. Wir vermdgen aber das erstmalige Auf-
treten dieser Teilung wenigstens zeitlich annédhernd einzuordnen.
Es handelt sich dabei um die bei Euklid im 2. Buch der Elemente,
Satz 11 gegebene Konstruktion. Von ihr diirfen wir annehmen,
daB sie bereits den Pythagoreern des 5. Jahrhunderts v. Chr. be-
kannt war. Denn die geometrische Algebra, welche den Inhalt des
2. Buches ausmacht, verdankt ihren systematischen Ausbau der
Entdeckung irrationaler GroBen, die, wie weiter unten gezeigt
werden soll, etwa um die Mitte des 6. Jahrhunderts v. Chr. erfolgt
sein muB. Von Lehraatz 10 des 2. Buches ist uns durch den Bericht
des Proklos Diadochos (410—485) iiber die sog. Seiten- und
Durchmesserzahlen bezeugt, daB er bei der Untersuchung der
Inkommensurabilitdt der Diagonale und Seite des Quadrats eine
gewisse Rolle spielte?.

Im folgenden soll nachgewiesen werden, daB etwas Ahnliches
auch fiir den Satz 11 des 2. Buches gilt. Hochstwahrscheinlich

1) Procli Diadochi in Platonis rem publicam commentarii, ed W. Kroll,
Leipzig 1901, II, S. 24 ff. Vgl. hierzu auch E. Stamatis, ’Apdpol tédzaior,
micupexol, Swapérpixor. ‘H |/§: Platon 4, Athen 1962, 289—297. Ders.,
Edxdeldov yewperpla- Sewpla dptdudv, I1, Athen 1953, 8—22. 8. Heller,
Ein Beitrag zur Deutung der Theodoros-Stelle in Platons Dialog ,, Theae-
tet*, Kopenhagen 1956, Centaurus 5, S, 61f.
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haben die Pythagoreer durch ihre Untersuchungen am regel-
miéBigen Fiinfeck bzw. am Pentagramm, das ja das Bundeszeichen
der Pythagoreer war, zunidchst die Inkommensurabilitdt der Dia-
gonale und Seite dieses Vielecks entdeckt; spiiter sind sie bei dem
Versuch, das Verhiltnis dieser Strecken zu ergriinden, zur geo-
metrischen Definition und zur Konstruktion der ,,stetigen Teilung*

gelangt. |

2. Der Pythagoreer Hippasos von Metapont

Die uns zugiénglichen Berichte iiber die erste Entdeckung
irrationaler GréBen sind zwar sehr kurz gehalten, machen aber,
soweit sie die mathematischen Zusammenhiénge betreffen, einen
durchaus glaubwiirdigen Eindruck. Die Uberlieferung ist aber
auch mit legendenhaftem Beiwerk ausgeschmiickt — ein Zeichen
dafiir, welch ungeheures Aufsebhen seinerzeit das Bekanntwerden
der Entdeckung hervorgerufen haben mull.

Als erster Entdecker des Irrationalen wird ein Philosoph
pythagoreischer Prigung, Hippasos mit Namen, bezeichnet. Er
"konnte nach den Angaben sogar noch ein unmittelbarer Schiiler
von Pythagoras gewesen sein. Er stammte wohl aus Meta-
pont?; auch Aristoteles spricht von ihm als dem Meramovrivep .

- Nach anderen soll er aus Kroton gebiirtig gewesen sein4.
Iamblichos aus Chalkis (K6lesyrien) (etwa 283—330) berichtet
in seinem umfassenden Werke ,,Uber die pythagoreische Philo-
gophie” (Ilept tic IMuBayopixiic alpéoews), und zwar im ersten
Buche, Hippasos habe ,,zuerst die aus zwolf Fiinfecken zusam-
mengesetzte Kugel offentlich beschrieben und sei deshalb als ein

2 Das heutige Metaponto, 40 km westl. von Tarent am Golf von
Tarent. ‘

3) Aristoteles’ Metaphysik 9844 7, tibers. von E. Rolfes, Leipzig 1920,
1,8.9.

9 Tamblichi de vita Pythagorica liber, ed. L. Deubner, Leipzig 1937,
S. 47, 3—4. Diese Abhandlung wird im folgenden als Iamblichos [
zitiert.
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Gottloser im Meere umgekommen*‘®). Ferner habe er ,,als erster
das Wesen der MeBbarkeit und UnmeBbarkeit an Unwiirdige ver-
raten*®. Deswegen sei er nicht nur aus dem pythagoreischen
Bunde ausgestoen worden, sondern ihm sei auch ein Grab be-
reitet worden wie einem, der giinzlich aus dem Kreise seiner fritheren
Gefahrten verschwinden soll?.

Hiermit stimmt iiberein, was in einem Scholion zum 10. Buche
von Euklids Elementen iiber Hippasos ausgefithrt wird®: Der-
jenige, welcher als erster die Lehre vom Unaussprechbaren in die
Offentlichkeit gebracht habe, sei bei einem Schiffbruch ums Leben
gekommen. ,,Alles, was sich auf keine Weise ausdriicken liBt,
sowohl das Unaussprechbare wie auch das Unerschaubare, verbirgt
sich gern; wenn aber irgendeine Seele auf eine solche Gestalt des
Lebens trifft und sie 6ffentlich und sichtbar macht, dann wird sie
in das Meer des Werdens versenkt und von dessen unsteten Wogen
umhergetrieben‘.

Iamblichos berichtet an einer anderen Stelle®, nach dem Tode
von Pythagoras sei es unter seinen Jiingern zu Meinungs-
verschiedenheiten betreffs der Lehre gekommen; es habe | zwei
Klassen von Philosophen gegeben: of pdv dxouvspatixof, ol 8¢
padnuatixol. ,,Die padnparxol wurden von den anderen als
Pythagoreer anerkannt; diese erkannten aber die éxouvopxtixot
nicht als Pythagoreer an; denn ihre Lehre stamme nicht von
Pythagoras, sondern von Hippasos®”. Es ist schwierig, aus

9 lamblichosI, 8. 52, 3—5: 814 8% 7 &Eeveyxeivxal ypdPaodut nphreg
opxipay Thy éx T8y 8bBera mevraydvny drdAeto xats Sdhatray O¢ docBoac.
An einer anderen Stelle spricht Iamblichos (S. 132, 19—21) von dem,
welcher die Zusammensetzung des Zwanzigecks offenbar gemacht habe,
d. h. den Zwdlfflichner in die Kugel einzupassen (tdv 3nAdouvta Thv
760 clxogaydvov aloTascLy-TobTo 8 fiv Swdendedpov elc opaipay éxtelvesBat).

9 lamblichos I, 8. 132, 11—12: 7év yolv mpé&Tov dxpdvavra Ty tig
ouppetplag xal douvpperplag pbow Toig dvaklow petéyety TéGv Ayowv.

? lamblichos I, 8. 132, 13—17.

® Euclidis Elementa, ed. J. L. Heiberg, V, Leipzig 1888, 8.417,
12- 20, (8. 417, 14—16: méav t& &royov &v 15 wavtl xal &royov kol dveldeov
xpuntesat pLast.)

% lamblichos I, 8. 46, 24—47, 3.
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diesen Worten etwas Sinnvolles herauszulesen!®. Weiter unten
wird gezeigt, wie die Stelle zu erkléren ist.

Wir héren bei Iamblichos auch von politischen Kampfen
zwischen den e8mopor, der herrschenden Klasse, mit der die Pytha-
goreer befreundet warenV, und den 3nporixol, dem ,,Volk®, auf
dessen Seite offenbar Hippasos stand. Es handelt sich hierbei um
die Unruhen, die etwa um 445 v. Chr. dem politischen EinfluB der
Pythagoreer in den Stidten Siiditaliens ein Ende bereiteten!?,
Hiertiber liegen von Geschichtsschreibern Berichte vor, welche
die Darstellung des Iamblichos als richtig bestitigen.

Die Entdeckung irrationaler GréfBen ist also zeitlich mit einer
Krise der pythagoreisch orientierten Vorherrschaft in Siiditalien
zusammengefallen. Sie hat die vielleicht schon lingere Zeit zwi-
schen einzelnen Gruppen des pythagoreischen Bundes bestehenden
Spannungen verschiirft und dadurch seine politische Macht derart
geschwiicht, daB der Bund im politischen Leben Unteritaliens
fortan keine Rolle mehr spielte.

Im 3. Buche seiner Geschichte der Pythagoreer kommt Iam-
blichos noch einmal auf Hippasos zu sprechen'® und wiederholt

19) Versteht man in Anlehnung an die Stelle des Neuen Testaments
Epist. St. Jac. 1, 22: Tfveade 8¢ mowyral Abyou, xal ph pdvov dxpoaral
(Seid aber Titer des Worts, und nicht Horer allein) unter den dxov-
aparikol diejenigen, welche sich mit dem Gehérten zufrieden geben,
unter den padnpatixol aber diejenigen, welche an der Lehre, ihrer Aus-
legung und Verbreitung weiterarbeiten, so ist nicht zu erkliren, wieso
die Lehre der dxouspxtixol von Hippasos und nicht von Pythagoras
stammen sollte. Die Stelle zeigt, daB man Iamblichos’ Geschichtswerk
mit Vorsicht aufnehmen muB. Erwin Rohde hat in seiner Untersuchung
»Die Quellen des Iamblichos in seiner Biographie des Pythagoras* (Rh.
Mus. XXVI, 864; XXVII, 23 = Kleine Schriften, Tiibingen u. Leipzig
1901, II, 102—172) nachgewiesen, daB Iamblichos die Biographie des
Pythagoras aus ilteren Vorlagen ziemlich kritiklos zusammengestellt hat.

1) Jamblichi de communi mathematica scientia liber, ed. N. Festa,
Leipzig 1891, S. 77, 61. Diese Abhandlung wird im folgenden als Iambli-
chos II zitiert.

12) Vgl K. v. Fritz, The discovery of incommensurability by Hippasus of
Metapontum, Ann. of Math. 46 (1945), S. 245 (s. in diesem Band 8. 275f.).

13) Jamblichos II, S. 76, 16—178, 1.

[7] Die Entdeckung der stetigen Teilung 323

wortlich seine fritheren Ausfiihrungen iiber die zwei Richtungen
unter den spiteren Pythagoreern, nur daB er die Rollen der
dxovopatixol und der padnuativol jetzt miteinander vertauscht!®.
Durch diese Umstellung erhilt der Satz einen verniinftigen Sinn.
Unter den dxovopatixol sind die Anhiinger der alten pythagoreischen
Lehre, ,,die auf des Meisters Worte schwiéren®, zu verstehen. Die
,»Neuerer” dagegen, die mit Hip pasos von der Existenzirrationaler
GroBen iiberzeugt sind, werden als padnpaticol bezeichnet. Nun
leuchtet auch ein, daBl die dxovouatixol von den andern als Pytha-
goreer anerkannt, die padnuatixol dagegen als Anhanger des,,Ver-
riters Hippasoa von jenen als Abtriinnige betrachtet werden !9,

) Tamblichos II, 8. 76, 17—22: 8o yap v yéwn xal tév perayeipifo-
pévov adtiy, of piv drouspateol, ol 8¢ padnuaticol, Todtwy 8¢ of piv
dxovopatitol Opodoyolvro ITudaydpetor elvan Umd tév Evépav, Todg 32
padnpatcode obtor ody dpoAdyouv, ofite Thv wpaypavelay abtév elvar
TluBaydpov, dare ‘Inndoou.

15) JTamblichos gibt auch eine Erklirung fir die Entstehung der zwei
»Richtungen* unter den Pythagoreern (II, 77, 4—17). Als Pythagoras
nach Unteritalien gekommen war und unter den Ersten in den dortigen
Stédten Anhiénger fand, glaubte er, es den Alteren unter ihnen, die im
dffentlichen Leben standen, nicht zumuten zu diirfen, daB sie seine ge-
samte Lehre mit ihrer Begriindung erlernten, sondern er beschrinkte
sich bei ihnen auf Unterredungen und die Mitteilung der wichtigsten
Ergebnisse. Die Jiingeren aber und die, welche in der Lage waren, zu
arbeiten und zu lernen (Suvdpevor movety xal pavdévery), weihte er in die
Grundlagen seiner Lehre ein. So erklért sich die Bezeichnung padmpatucol
fiir letztere. Nun kann man auch verstehen, daB die ,,Mathematiker"
infolge ihrer geistigen Schulung in der Lage waren, die Entdeckung des
Irrationalen durch Hippasos richtig aufzunehmen und zu wiirdigen, wozu
die dxovopatixot offenbar nicht imstande waren. Wir konnen daher
nicht die Auffassung von E~Wellmann (Art. ,,Hippasos in Pauly-
Wissowa, Real-Enzyklop. d. klass. Altertumswiss. 1913) teilen, der
Hippasos als den Begrinder der Gruppe der Akusmatiker bezeichnet.
W. bezieht sich dabei auf die oben genannte Stelle in Iamblichos I, er-
wihnt aber gar nicht die viel aufschluBreichere Stelle in Iamblichos
II. — Der Bericht des Iamblichos ist anch deshalb bemerkenswert, weil
wir durch ihn erfahren, daB bereits im Anfang des 5. Jahrhunderts v. Chr.
die Bezeichnung ,,Mathematiker auf eine Gruppe von Menschen an-
gewandt wurde, die sich wissenschaftlich betitigten.
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Iamblichos fiigt diesem Abschnitt, nachdem er noch den
Verrat des Hippasos und dessen Tod auf dem Meere erwihnt
hat, die Bemerkung an, ,die neue Lehre hitte Fortschritte ge-
macht und wire besonders von Theodoros von Kyrene und von
Hippokrates von Chios | gefordert worden'®. Weil diese beiden
Namen im Mathematikerverzeichnis bei Proklos'? auch zu-
sammen angefiihrt werden, schlo Rudio in seiner Schrift ,,Der
Bericht des Simplicius itber die Quadraturen des Antiphon
und des Hippokrates“!®, Iamblichos habe bei der Abfassung
seines (eschichtswerkes die ,,Geschichte der Geometrie“ von
Eudemos als Quelle benutzt und sei durch jene Stelle bei Eude-
mos zu seinem Zusatz veranlaBt worden. Herr v. Fritz duBert
sich in seiner aufschluBreichen Abhandlung ,,The Discovery of
incommensurability by Hippasus of Metapontum® gleichfalls in
diesem Sinne'®. Man findet hier auch alles sehr sorgfiltig zu-
sammengestellt, was die Uberlieferung sonst noch dem Hippasos
— abgesehen von der Entdeckung des Irrationalen — an wissen-
schaftlichen Leistungen zuschreibt.

Hippasos gehort nach allem, was wir iiber sein Leben und

" seine Wirksamkeit wissen, zu der Mathematikergeneration, die

Theodoros (etwa 470—399) und Hippokrates (um 440 v. Chr.)
vorausging. Daher miissen wir die Entdeckung des Irrationalen
durch Hippasos etwa um die Mitte des 5. Jahrhunderts v. Chr.
. ansetzen.

Herr v. Fritz ist auf Grund seiner Untersuchungen der Ansicht,
daB diese Entdeckung spiitestens zu Beginn des letaten Viertels
des 5. Jahrhunderts erfolgt sein miiBte, daB8 sie aber auch schon
frither angesetzt werden konnte?.

%) Iamblichos II, 5.77, 2478, 1: énédwxe 88 t& padfuara, drel
¢Envéy9maay Sigool mpodyovre pdhwora, Oebduwpbs T & Kupnvaiug xal
‘Inmonpdtng & Xiog.

17} Proklos Diadochos, Kommentar zu Euklids Elementen I. Buch,
deutsch von L. Schanberger, ed. M. Steck, Halle 1945, 8. 212, 4f.

18) F. Rudio, Der Bericht des Simplicius iiber die Quadraturen des
Antiphon und des Hippokrates, Leipzig 1807, 5. 991,

¥) K, v. Fritz!2), 8. 245 (s. in dicsem Band 8. 2756f1.).

2) K. v. Fritz, a. a. 0. 8. 244.
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Es ist begreiflich, daB die pythagoreischen ,,Mathematiker*
nach weiteren Beweisen ihrer These von der Existenz irrationaler
GroBen suchten. Tatsichlich fanden sie — wahrscheinlich sehr
bald nach der ersten Entdeckung durch Hippasos — ein zweites
inkommensurables Streckenpaar in der Diagonale und Seite des
Quadrats. Uber den Zeitpunkt dieser Entdeckung ist uns zwar
nichts iiberliefert, aus der Theodoros-Stelle in Platons Dialog
»Theaetet“2) kénnen wir aber schlieBen, daBl um 400 v. Chr. unter
den griechischen Mathematikern diese zweite Entdeckung jeden-
falls als eine bekannte Tatsache gegolten hat. Sie muB also spi-
testens im letzten Viertel des 6. Jahrhunderts zustande gekommen
sein, kann aber auch schon friiher erfolgt sein. |

3. Die Entdeckung der Inkommensurabilitat durch Hippasos

Unzweifelhaft hat Hippasos, dessen Beschiftigung mit dem
Pentagondodekaeder ja bezeugt ist, die ,,Inkommensurabilitit*
durch Untersuchungen an der Diagonale und Seite des regel-
miBigen Fiinfecks entdeckt. Wenn wir uns vorstellen, da8 er
seine Uberlegungen an einem regelmiBigen Fiinfeck angestellt hat,
so erhebt sich sofort die Frage, wie er ein solches Fiinfeck zeichnen
konnte. Mit Lineal und Zirkel allein sicherlich nicht; denn diese
Konstruktion setzt die Kenntnis der stetigen Teilung voraus. DaB
man aber damals die stetige Teilung noch gar nicht gekannt
haben konnte, geht aus folgendem hervor:

Das algebraische Aquivalent der stetigen Teilung a.(a — z) = 2*

oder (a + z)z=a® fiihrt zu (z+-;-)’=(;-)s+(a+z) z.

Diese Gleichung ist der algebraische Ausdruck fiir eine hyper-
bolische Flichenanlegung — eine Aufgabe, die mittels Euklid II,
6 gelost wird. Nun kommt aber Hippokrates bei der Quadratur
des Mondchens, dessen groBerer Kreisbogen in drei gleiche Teile
und dessen kleinerer in zwei gleiche Teile geteilt wird?, auf eine

) Platonis opera recognovit Joannes Burnet, Oxford (1905), I, 147d
3—86. ) F. Rudio®®), 8. 66/67—66/67.
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Konstruktionsaufgabe, die algebraisch der Losung der Gleichung
(r V§+ a;) z = 73 entspricht®®. Diese Gleichung liBt sich auf

r1/3\* rV?’ (V? ) _
(a:+—2-]/;) =(—2- 5) +1r 5 + & | zzuriickfiithren, woraus

man erkennt, daB es sich hier um die gleiche hyperbolische Fliachen-
anlegung wie bei der stetigen Teilung handelt). Offenbar war
aber dem Hippokrates die Losung dieser Aufgabe nur mit
Zirkel und Lineal, d. h. die in II, 11 gegebene Konstruktion, noch
nicht geliufig; denn er bediente sich hier der velow, d.h. der
ygerichieten Binschiebung™®®, Wenn aber Hippokrates vielleicht
erst in spateren Jahren, was wohl anzunehmen ist, den Lehrsatz
II, 6 kennen und anwenden lernte, so diirfen wir bei Hippasos,
welcher der Mathematikergeneration vor Hippokrates angehért,
die Kenntnis dieses Satzes nicht voraussetzen und also erst recht
nicht die Kenntnis der stetigen Teilung.

Hochstwahrscheinlich hat man zur Zeit von Hippasos bei der
Konstruktion des regelm. Fiinfecks oder bei der des Pentagramms
die Methode der ,,gerichteten Einschiebung* angewandt. Wie man

" . dabei vermutlich vorgegangen ist, zeigt sehr anschaulich Herr

J.E.Hofmann in seiner Abhandlung ,Ein Beitrag zur Ein-
schiebungslebre*®): |

Im regelm. Fiinfeck 4 BCDE mit der Seitenlinge AB=a (Fig. 1) .

werden die Diagonalen 4C und 4D von der Diagonale BE in den

) 0. Becker, Daa mathematische Denken der Antike, Gottingen 1957,
S. 59f. ' :

) Setztmnfl/% =a, 80 ist ¢ bestimmi als die Diagonale des

Quadrats iiber der Hohe des gleichseitigen Dreiecks mit der Seite r.

%) F. Rudio, a. a. 0., S. 68, 8—11: 4 3¢ ¢¢’ §) BZ xelobw tadng perakd
»ad viig wepipepelug Enl o B vebouax Tidv &x Tol uévrpou fpoilx ofon Suvdpet.
»Die Gerade EZ sei zwischen diese (Gerade) und die Peripherie (eines
vorgegebenen Kreises) gelegt, nach B hin sich richtend und in der Potenz
{Quadrat) anderthalbmal so gro8 wie die Radien*.

%) J.E. Hofmann, Ein Beitrag zur Einschiebungalehre, Zeitschr. f.
math. u. naturw. Unterr. 57 (1926), S. 433—442.
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Punkten F und & geschnitten. Mit Hilfe des S8atzes von der Winkel-
summe im Dreieck lassen sich alle hier auftretenden Winkel durch
die Winkeleinheit @ — 36° ausdriicken. Mittels des Satzes von der

Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck bzw. der
Umkehrung dieses Satzes ergibt sich im gleichschenkligen Dréieck
DEF sofort DF = DE = a; ebenso findet man CG = BC =a
und BF = 4B = a. Der Kreis um B mit dem Radius a geht also
durch F und C; und schlieBlich ist die Gerade durch @ und D
das Mittellot zu AB. Hieraus erkennt man, daB die Strecken
DF = a und CG = a zwischen dem Mittellot zu 4B und dem Kreis
um B derart ,,eingeschoben‘ sind, daB ihre Verlingerungen durch
4 gehen. Die bei dieser Uberlegung benutzten Lehrsitze waren,
wie auch Herr v. Fritz nachweist®, den Pythagoreern sicherlich

T K. v, Fritz!9, S. 2581,
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bekannt. Hippasos konnte also zur Herstellung eines regelm.
Fiinfecks tiber AB = a zunichst mittels der Kreisbdgen um 4 und
B mit Halbmesser a das Mittellot PQ zu 4B zeichnen und von 4
aus zwischen das Mittellot und den Kreis um B die Strecke a
(nach oben) auf zweierlei Weise einschieben. Hierdurch erhielt er
die Eckpunkte C und D. Den fehlenden Eckpunkt E konnte er als
Schnitt der Geraden BGF mit dem Kreis um 4 ermitteln®),

Als Pythagoreer hat Hippasos wahrscheinlich versucht, die
im regelm. Fiinfeck oder im Pentagramm verkorperten Zahlen-
verhiiltnisse zu ermitteln. Vielleicht dachte er dabei auch an die
Moglichkeit, das regelm. Fiinfeck okne das Einschiebelineal, also
nur mit Zirkel und Lineal zu konstruieren. Denn sicherlich haben
die damaligen Mathematiker das Einschiebelineal nur als einen
Notbehelf betrachtet und bei der Lésung geometrischer Aufgaben
als ideales Ziel immer eine Konstruktion nur mit Lineal und Zirkel
vor Augen gehabt®®.

Es lag fir Hippasos nahe, bei seinen Untersuchungen am
regelm. Fiinfeck zuniichst das Verhiltnis zwischen der Diagonale
und der Seite zu bestimmen. Er ist dabei von der fiir ihn selbst-
verstindlichen Annahme ausgegangen, daB diese Strecken ein
' gemeinsames MaB besiBen, das er mittels des Verfahrens der
Wechselwegnahme feststellen kénnte. Ein Blick auf das regelm.
Fiinfeck A BCDE mit den eingezeichneten Diagonalen (Fig. 2) wird
ihn aber nach der Meinung des Herrn v. Fritz3 sofort tiberzeugt
haben, daB die Wechselwegnahme ins Unendliche fortgesetzt werden
kann; denn die Diagonalen des Fiinfecks bilden in der Mitte ein
neues regelm. Fiinfeck A’ B’ C’ D’ E’, dessen Diagonalen wieder ein
noch kleineres Fiinfeck 4” B C*” D"’ E” ergeben, usf. |

%) J, E. Hofmann %), 8. 435.

%) Wenn Archimedes in seiner Abhandlung ,, Uber Spiralen** mehrfach
von der vetiowg Gebrauch macht, so bezweckt er damit nicht, eine wirk-
liche Losung der betr. Konstruktion zu geben, sondern er will nur die
Mdglichkeit einer solchen Losung dartun. Archimedes fahrt also mittels
der veiog den Existenzbeweis fiir geometriache GriBen, an denen er
dann seine Untersuchungen ausfithrt. Vgl. hierzu Th. Hea th, Archimedes’
Werke, deutsch von Fr. Kliem, Berlin 1914, S. 98.

%) K.v. Fritz, a. a. 0., 8. 267.
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. Im einzelnen konnte Hippasos zeigen, daB die Seite 4B nur
einmal auf der Diagonale 4C abgetragen werden kann und da8 auch
spiiter jeweils nur eine Abtragung méglich ist. Wegen 4B = AE’
und B’ C = E' B’ ist AC — AB = E’ B’, also gleich der Diagonale
des nichstkleineren Fiinfecks. Weiter folgt aus 4B = BC = CD’
daB der zweite Rest AB — CE' = D’ E’, also gleich der Seite de;
niichstkleineren Fiinfecks ist. Der Vorgang der Wechselwegnahme
wiederbolt sich daher bei den niichsten beiden Schritten auf der

D

A 8
Fig. 2

Diagonale und Seite des Fiinfecks 4’ B’ ¢’ D’ E’, um anschlieBend
auf das Fiinfeck 4 B” ¢ D" E" tiberzugreifen. Da in jedem neu
entstehenden Fiinfeck die Diagonalen wieder ein neues Fiinfeck
erzeugen, wird der Vorgang der Wechselwegnahme niemals ein
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Ende erreichen. Hieraus kann Hippasos die SchluBfolgerung ge-
zogen haben, daB Diagonale und Seite des regelm. Fiinfecks kein
gemeinsames MaB besitzen, d. h. daf sie inkommensurabel sind.

Hippasos muBte darauf gefaBt sein, mit seiner Entdeckung auf
scharfen Widerspruch seitens der iiberzeugten Anhéinger der
pythagoreischen Lehre zu stofien; denn seine Behauptung von der
Existenz inkommensurabler Strecken brachte die Grundlagen dieser
Lehre ins Wanken. Sicherlich haben die Gegner die Richtigkeit seiner
Beweisfiihrung bezweifelt und ibre Giiltigkeit bestritten. Insbeson-
dere werden sie die Verwendung des ,,regressus in infinitum® in
geinem Inkommensurabilititsbeweis als unzuliissig und jeder Be-
weiskraft entbehrend bezeichnet haben; denn derartige Schluf-
ketten hatte es bei mathematischen Untersuchungen in der pytha-
goreischen Schule vorher kaum gegeben.

Die durch Hippasos hervorgerufenen wissenschaftlichen Kémpfe
zwischen der ,.alten Schule”, den dxouspatixof, und den Anhén-
gern der neuen Lehre, den paSnuatixol, haben sicherlich sehr viel
zur Entwicklung eines einwandfreien indirekten Beweises fiir die
Existenz inkommensurabler Strecken beigetragen. In dieser Hin-
sicht haben in der Zeit nach Hippasos, wie Iamblichos berich-
" tet, Theodoros und Hippokrates viel fiir die Forderung und
Verbreitung der neuen Lehre getan. Aber erst in der zweiten Mathe-
matikergeneration nach Hippasos hat Theaetet dem Beweisver-
fahren die (fir die damalige Zeit) endgiiltige Form gegeben, wie sie
uns von Buklid in den Sitzen X, 1 und 2 iiberliefert worden ist. |

4. Die urspriingliche Definition der stetigen Teilung mittels des
Flichenbegriffs

Die Beschiiftigung der Pythagoreer mit dem regelm. Fiinfeck hat
nicht nur zur Entdeckung der Inkommensurabilitiit seiner Diagonale
und Seite, sondern auch zur Auffindung der stetigen Teilung gefithrt.
Wenn letztere Aufgabe vielleicht Hippasosselbst nicht zuzuschrei-
ben ist, so muB sie doch bald nach seinem Tode von einem seiner
Mitarbeiter gestellt und gelost worden sein. Wie bereits oben be-
merkt wurde, erfahren wir von dieser Teilung zum ersten Male
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etwas im 2. Buche der Elemente Euklids. Hier wird im Satz 11 die
Aufgabe geltst: Eine Strecke so zu teilen, daB das Rechteck aus der
ganzen Strecke und dem einen Abschnitt gleich dem Quadrat iiber
dem_andern Abschnitt ist. Diese vor anderen Streckenteilungen aus-
gezeichnete Zerlegung einer Strecke wird an dieser Stelle erstmalig
beschrieben, und zwar unter Zuhilfenahme des Flichenbegriffs,
dessen Verwendung in der geometrischen Algebra durch die erste
Definition dea 2. Buches erméglicht wird.

Beachtenswert scheint mir die Einordnung dieser Aufgabe in
das 2. Buch zu sein. Nachdem Euklid in den Lehrsitzen 1—10 das
Riistzeug fiir die Losung von Aufgaben mittels der geometrischen
Algebra bereitgestellt hat, fiigt er noch die Konstruktionsaufgaben
11 und 14 sowie die Lehrsiitze 12 und 13 bei, die mittels der vorher-
gehenden Sitze 4—7 geldst bzw. bewiesen werden. Nachdem nun
durch den Bericht des Proklos, wie oben erwiihnt, erwiesen ist,
daB der Lehrsatz II, 10 bereits den griechischen Mathematikern des
5. Jahrhunderts v. Chr. bekannt war, berechtigt uns der systema-
tische Aufbau der Elemente, insbesondere die Zusammenfassung der
Satze 1—10 mit den von diesen abhdngigen Satzen 11—14 in einem
g;whe zu dem Schlusse, daB der Inhalt des ganzen 2. Buches der

emente genauso wie der Satz IT, 10.al
ey g 0.altes Lehrgut der Pythagoreer

Die Konstruktion des regelm. Fiinfecks, die sich auf Satz II, 11
stiitzt, wird von Euklid zwar erst im 4. Buche als Satz 10 und 11
gebrl.mht; es unterliegt aber keinem Zweifel, daB sie genetisch
u_nml.ttelba.r zu II, 11 gehért. Da die Durchfiihrung der Konstruk-
tion jedoch einige elementare Siitze aus der Kreislehre (die den alten
Pythagoreern ebenfalls schon bekannt waren) voraussetzt, muBte sie
Euklid aus systematischen Griinden in das 4. Buch zuriickstellen.

?Jun kann man die Frage aufwerfen, auf welche Weise wohl
Hippasos oder ein ,,Mathematiker unmittelbar nach ihm die
geometrische Definition der stetigen Teilung gefunden haben mag.
:Aus dem Altertum besitzen wir dariiber keine Nachrichten, und
in der spiteren mathematikgeschichtlichen Literatur wird auch
nichts davon erwihnt. Die Bemerkung bei Eudemos3, daB

»Eudoxos von Knidos . . . die Lehre von der Teilung der Geraden

31) Proklos’ Kommentar!?, S. 212, 22—27.
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(v mepl Ty Topty), die Platon grundgelegt hatte, in mehreren
Siitzen weitergefithrt habe*, bezieht sich auf eine spitere Stufe der
Entwicklung dieser Lehre. So urteilt auch Tropfke ), welcher die
Nachricht des Eudemos so auffaBt, daB ,,Platon mit dem
,Schnitt’ zum erstenmal | Proportionsbetrachtungen verband, die
Eudoxos fortbildete, withrend die Untersuchungen der Pytha-
goreer bei dem entsprechenden Flichensatze stehen blieben*.
Ebenso vertritt Herr Thaer die Meinung, daB die Pythagoreer die
Losung der Aufgabe II, 11 bereits gekannt haben, obwohl ihm der
dagegen geduBerte Einwand, daB.,,noch Eudoxos (um 370} iiber
den ,Schnitt’ geschrieben habe*, wohl bekannt ist*?.

In der Tat wird die Urheberschaft der Pythagoreer an der geo-
metrischen Definition dieser Teilung durch die Nachricht des
Eudemos keineswegs erschiittert. Man hat es mit zwei Entwick-
lungsstadien dieser Lehre zu tum, was auch darin zum Ausdruck
kommt, daB Euklid diese Teilung an zwei Stellen seiner Elemente
behandelt, einmal in der wohl urspriinglichen Form unter Verwen-
dung des Flachenbegriffs in II, 11 und dann unter Benulzung der
Proportionslehre in VI, 30. Jedoch ist bemerkenswert, daf in beiden
Fillen die Durchfiihrung der Konstruktion auf flichengeometrischen
" Uberlegungen beruht. Dies weist aber doch wohl darauf hin, dag die
stetige Teilung zuerst mitlels Flichenvergleichung definiert worden ist
und daB man erst spiter Sitze der neu begriindeten Proportions-
lehre auf sie anwandte®). DaB die griechischen Mathematiker in
dieser Weise vorgingen, ist ganz erklirlich; denn die alte Propor-
tionslehre war auf dem Begriff der nattirlichen Zahl aufgebaut. Wir
miissen aber dem Entdecker der Inkommensurabilitit, Hippasos,
und seinen Anhiingern soviel mathematisches Verstindnis und
logisches Urteilsvermbgen zutrauen, daB sie einsahen, sie diirften
die bisherige Proportionslehre keinesfalls auf inkommensurable
Strecken anwenden.

) J, Tropfke, Geschichte der Elementar-Mathematik, 117, Leipzig
1803, S. 99 = IV?3, Berlin 1940, S, 240f.

89 Ol. Thaer, Die Elemente von Euklid, I, Leipzig 1933, 8. 88.

349) Euolidis Elementa®, II, Leipzig 1884, S. 72, 8—10: dxpov xat ptaov
Myov ebldela rerpiiobar Myevs, brav i bg 4 8 mpds b peov Tysipa,
oliteag T usilov wpd o EAxrrov.
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Aber gesetzt auch, man hiitte bereits vor Eudoxos die stetige
Teilung mittels des Verhiltnisbegriffes, etwa durch Vergleichung
der winkelgleichen Dreiecke ACD und AEB’ (Fig. 2) definiert, so
hiitte man hieraus keinen Fingerzeig fiir die Konstruktion entneh-
men konnen. Denn der Satz, daB bei jeder Proportion das Produkt
der AuBenglieder gleich dem Produkt der Innenglieder ist (Euklid
VII, 19), galt ja nur fiir ganze Zahlen; erst Eudoxos hat diesen
Satz auf irrationale GroBen, insbesondere auch auf inkommen-
surable Strecken ausgedehnt (Euklid VI, 16).

Diese Uberlegungen lassen nur den SchluB zu, daf Hippasos
(oder ein ,Mathematiker* unmittelbar nach ihm) okne Verwendung
von Proportionen suf die geometrische Definition der stetigen
Teilung gestoBen ist und dabei zugleich den Weg zur Konstruktion
des regelm. Fiinfecks gefundén hat. |

8. Die Seiten- und Durchmesserzahlen beim Quadrat

Wir konnen uns sogar eine Vorstellung davon machen, wie
Hippasos bei seinen Untersuchungen am regelm. Fiinfeck vor-
gegangen sein mag, weil Uberlieferungen, die ein dhnliches Pro-
blem wie das der stetigen Teilung betreffen, auf uns gekommen sind,
nimlich die Berichte des Theon von Smyrna (um 130 n. Chr.)3®
und des Proklos Diadochos iiber die sog. Seiten- und Durch-
messerzahlen am Quadrat.

Nach Proklos kamen die Pythagoreer und Platon auf den Ge-
danken, zu sagen3: Wenn die Seite eines Quadrats aussprechbar ist,
dann ist der Durchmesser nichi ohne weiteres aussprechbar, sondern
wird es erst dadurch, dap sein Quadrat wm die Einheit grofer oder
kleiner gemacht wird als das doppelte Quadrat der Seite. Man muB
z. B. beim Quadrat mit der Seite 2 deren doppeltes Quadrat 8 um 1
vergroflern, um das Quadrat 9 des aussprechbaren Durchmessers
3 zu erhalten. Beim Quadrat mit der Seite 5 dagegen erhilt man das

%) Theonis Smyrnaei expositio rerum mathematicarum ad legendum
Platonem utilium, ed Ed. Hiller, Leipzig 1878, S. 43f. ‘
3% Procli Diad.?, S. 27f.
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Quadrat 49 des aussprechbaren Durchmessers 7, indem man vom
doppelten Quadrat 50 der Seite die Eins abzieht.

Zur Begriindung dieser Lehre haben die Pythagoreer den Satz
aufgestellt: Verlingert man den Durchmesser eines Quadrats um die
zugehorige Seite, 8o erhiilt man die Seite eines neuen Quadrats; ver-
lingert man aber die Seite des Quadrats um sich selbst und um den
zugehorigen Durchmesser, so erhilt man den Durchmesser dieses
neuen Quadrats. Sie haben dies mit Hilfe des Satzes bewiesen, der
sich jetzt in den Elementen Euklids als Lehrsatz II, 10 vorfindet.
Auf Grund dieser einfachen Vorschrift, die wir durch die Gleichungen

(1) s4=8yy+dy und d, =28, ;4 dy | =8, + 8p—1

wiedergeben, liBit sich eine Reihe immer gréfer werdender
Quadrate herstellen (Fig. 3).

F

AB ¢ D £
Fig. 8

| Das Konstruktionsverfahren 148t sich leicht umkehren, so daf
man eine Folge immer kleiner werdender Quadrate erhilt. Geht man
vom groBen Quadrat iber DE aus (Fig. 3), so hat man nur die
Diagonale EF auf der Grundlinie ED und ihrer Verlingerung iiber
D hinaus abzutragen, um (zufolge d, = s, + 8,_;) die Seite DC
des niichstkleineren Quadrats zu erhalten. Mit dem Quadrat iiber
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CD und mit den folgenden Quadraten kann man ebenso verfahren,
Auf diese Weise ergibt sich eine Reihe immer kleinerer Quadrate,
fiir deren Seiten und Durchmesser die Gleichungen bestehen

(2) 8p—1 = dy—s, und dn-l=3n"‘8n—l'

Nun erhielten die griechischen ,,Mathematiker* die Seiten- und
Durchmesserzahlen, indem sie in Gedanken bis zu dem ,,kleinstén**
Quadrat zuriickgingen und in diesem ,,Anfangsquadrat der Seite
und dem Durchmesser den Wert ,Eins® beilegten. Mittels der
Gl (1) berechneten sie dann die Seiten und Durchmesser der fol-
genden Quadrate. Dieses sonderbare ,,Beginnen‘‘ mit der ,,Einheit*
filhrte, wie ein Blick auf die Reihe der so erhaltenen ,,Pseudo-
quadrate’ zeigt (Fig. 4), von der Raute mit dem Winkel 60° zu

Fig. 4

Vierecken, die sich mehr und mehr der Gestalt eines Quadrats
nihern. Die Pythagoreer konnten sich mit Hilfe der jetzt bei
Euklid II, 12 und 13 aufgefiihrten Lehrsiitze, die unseren Kosinus-
siitzen fiir das spitz- und stumpfwinklige Dreieck entsprechen, da-
von iiberzeugen, daf8 der Winkel im zweiten Viereck bei B spitz,
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im dritten Viereck bei C stumpf ist usf., so daB die Grundlinien
der Vierecke eine gebrochene Linie ergeben.

Unsere Gewihrsmiinner suchen auch nach einer Erklirung fiir
dieses merkwiirdige ,,Beginnen* und finden sie in der Vorstellung
der Pythagoreer vom Wesen der povdg, die mit einem Samenkorn
zu vergleichen sei. Wie dieses alle Eigenschaften des kiinftigen
Lebewesens bereits im Keime in sich trage, so sei die , Einheit*
fahig, das Verhiltnis von Durchmesser und Seite eines Quadrats aus
sich heraus zu erzeugen. Theon gibt dieser Begriindung den Aus-
druck®?: Wie die Einheit bei allen Dingen gemi dem obersten und
dem einem Samenkorn éhnlichen Verhiltnis (Denkvermogen) am
Anfang steht, so wird auch das Verhiltnis vom Durchmesser zur
Seite in der Einheit gefunden. Ahnlich &uBert sich auch Proklos®. |

Wir finden hier eine merkwiirdige Vermischung mathematischer
Uberlegungen mit mystischen Vorstellungen vom Wesen der Zahl —
eine Erscheinung, die bei den griechischen Mathematikern nicht nur
in der Zeit des Ubergangs vom Mythos zum Logos, sondern gele-
gentlich auch noch spiter festzustellen ist.

Theon und Proklos geben abschlieBend noch die Seiten- und
_ Durchmesserzahlen bis'zum vierten Viereck an:

=1 d, =1
8 =2 dg=3
83=>5 dg=1T
8, =12 d;=17

und weisen auf die eingangs erwihnte Eigentiimlichkeit dieser
Zahlenreihen hin, die wir kurz durch die Gleichung ausdriicken:

ungerade

3 2=—d=.—_{+1} firn =
®) : ol=1 e gerade.

Den Pythageroern war natiirlich bekannt, da8 sich das Verhilt-
nis d,:s, mit wachsendem # mehr und mehr dem wahren Werte des

#) Theonis Smyrn.%®), 8. 43, 5—8: dowep odv mdvrwv &Y apdTav
%ot 1OV dvetdre ol onepuatikdv Adyov §) povag &pyer, obrwg xal Tig
Srxpérpou nal THg RAcupdg Abdyog &v T povédi ebplonetor.

) Procli Diad.Y, 8. 24, 18—20: &rel yap #) povég ndvradgrivomepuatiedis,
3%2ov, paoty, Gty xal whevpd oty xatl Sidpetpos.
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Verhiiltnisses von Diagonale und Seite des Quadrats nihert. Sie
wullten schon vor der Berechnung der Seiten- und Durchmesser-
zahlen, daB im ,duBlersten Falle*, nimlich beim Quadrat, die
Differenz 2s* — d? gleich Null wird. Die Aufstellung der Seiten- und
Durchmesserzahlen bezweckte also nicht, diesen ,,Grenzwert“ zu
ermitteln, sondern sollte lediglich dazu dienen, bei ,,aussprech-
barer* Seite auch den Durchmesser ,,aussprechbar“ su machen
oder, wie wir auch sagen diirfen, Niherungswerte fiir das Verhiltnis
d: s zu ermitteln. Dies soll im Hinblick auf die Rolle, welche die
Seiten- und Durchmesserzahlen des Quadrats vermutlich bei der
Untersuchung des regelm. Fiinfecks gespielt haben, hier ausdriick-
lich festgestellt werden. |

6. Die Seiten- und Diagonalzahlen beim regelmifigen Fiinfeck
Es ist nun sehr gut denkbar, daB Hippasos und seine Anhinger

aus den Untersuchungen am Quadrat, die zur Auffindung der
Seiten- und Durchmesserzahlen filhrten, neue Anregungen fiir




338 Siegfried Heller [17/18]

ihre Forschungen am regelm. Fiinfeck empfangen haben. Wollten
sie die Untersuchungsmethoden, die dort zu einem Erfolg geftihrt
hatten, beim regelm. Fiinfeck anwenden, so muBten sie sich zu-
niichst eine Folge von regelm. Fiinfecken verschaffen. Zu diesem
Zwecke konnten die ,,Mathematiker* z. B. vom grofien Fiinfeck
ABCDE in Fig. 2 ausgehen und (Fig. 5) auf der Verlingerung von
BA iiber 4 hinaus mittels BF = BD den ersten Rest AF und mittels
AG == AE den zweiten Rest F@G erhalten. Nun wuBten sie bereits®®,
daB der erste Rest AF die Diagonale und der zweite Rest F@ die
Seite des kleineren Fiinfecks 4° B’ ¢’ D’ E’ in Fig. 2 ist. Aus diesen
Strecken konnten sie also iiber FG das regelm. Fiinfeck GFKJH
konstruieren, das dem kleineren Fiinfeck 4’ B’ C" D’ E’ der Fig. 2
entsprach. Jetzt war aber leicht zu erkennen, daB man in Fig. 5
zwischen dem groBen und dem kleinen Fiinfeck ein weiteres Fiinf-
eck einschalten konnte, FAC’ EJ. Nach dem Einzeichnen der
Diagonsle FE in dieses Fiinfeck lie sich durch Winkelberechnun-
gen nachweisen, daB es ein regelm. Fiinfeck ist. So konnten die
. Mathematiker** den folgenden Satz iiber die Seiten und Diagonalen
beim regelm. Fiinfeck aussprechen: Trigt man auf der Diagonale

" eines regelm. Fiinfecks die zugehdrige Seite ab, so erhilt man die

Seite eines neuen regelm. Fiinfecks, und die Seite des urspriinglichen
ist die Diagonale des neuen Filnfecks.|

Vom Fiinfeck GFEJH aus konnten sie dann das Konstruktions-
verfahren fortsetzen und erhielten so eine Folge immer kleiner
werdender regelm. Fiinfecke, fiir deren Seiten und Diagonalen die
(Mleichungen galten:

4 8yg =G0y —38, und d_ = 5p,
welche den Gleichungen (2) beim Quadrat entsprachen.

Umgekehrt war es natiirlich auch méglich, von einem kleinen
regelm. Fiinfeck ausgehend, eine Folge immer grofer werdender
regelm. Fiinfecke aufzubauen. Die Vorschrift fiir ihre Konstruktion
folgte aus den Gleichungen:

(5) sa=4dq_y und dy= 8, + &1,
welche den Gleichungen (1) beim Quadrat entsprachen.
) 5, S. 89.
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Wie die ,,Mathematiker” nun im Falle des Quadrats bis zu dem
,kleinsten Quadrat”, dem ,,Anfangsquadrat®, zuriickgegangen wa-
ren, dessen Seite und Diagonale nach ihrer Meinung gerade noch von
der Einheit gemessen wurden, so konnten sie gich vorstellen, in der
Folge der kleiner werdenden Fiinfecke bei dem ,,kleinsten Fiinfeck*

Ay,

Fig. 6

angelangt zu sein, dessen Seite und Diagonale sich gerade noch mit
der Einheit messen lieBen. Dabei durfte die Seite nur einmal in der
Diagonale enthalten sein und muBte dann den Rest Eins liefern.
AuBlerdem muBten Seite und Diagonale so beschaffen sein, daB
man aus ihnen in zweifacher Weise gleichschenklige Dreiecke
herstellen konnte. Aus diesen Uberlegungen folgte, daB sie dem
»Anfangsfiinfeck® die Seite s, = 2 und die Diagonale d, = 3 zu-
schreiben mufBiten (Fig. 6¢). Zu diesem Fiinfeck gelangten sie wohl,
indem sie ein regelm. Fiinfeck durch zwei Diagonalen in drei
gleichschenklige Dreiecke zerlegten; schrieben sie nun der Seite s’
und der Diagonale @’ den Wert ,,Eins* bei, so erhielten sie ein zum
Viereck entartetes Fiinfeck (Fig. 6a). Die folgende Figur war nach
Gfl' {(5) durch §” =1 und d” = 2 bestimmt; es ergab sich ein zu
einem Dreieck entartetes Fiinfeck (Fig. 6b). Mit s, = 2und d, =3
bekamen sie dann erst das brauchbare ,,Ausgangsfiinfeck™ (Fig. 6c¢).
Vermoge der Gleichungen (5) konnten sie jetzt die Seiten und Dia-
gonalen in den folgenden Fiinfecken berechnen und erhielten so die
woesten- und Diagonalzahlen beim regelm. Fiinfeck'*:

d, =13
d; == 21 usw.

81=2 d1=3 84=8
5= 3 dy=05 8, =13
88=5 d3=8
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Wie im Falle der Untersuchung am Quadrat konnten diese Zu-
sammenhiinge auch durch eine Zeichnung veranschaulicht werden
(Fig. 7). Wie dort die Grundlinien der Quadrate, so bilden hier die
Grundlinien der Fiinfecke eine gebrochene Linie ABCDEF, und die
gleichseitigen Fiinfecke nehmen mehr und mehr die Gestalt eines
regelm. Fiinfecks an.

Zieht man in den Fiinfecken der Fig. 7 die Diagonalen, die parallel
zu den Grundlinien 4 B, BC, usw. verlaufen, so lehrtder Augenschein,
daB die Breite der Fiinfecke abweichend grofler bzw. kleiner als
beim regelm. Fiinfeck ist. Daraus folgt, daB im Fiinfeck iiber 4B die

2
Seite 8, im Verhiltnis zur Diagonale d,, d. h. 8,:d, = e grofB

3
ausfillt; im folgenden Fiinfeck ist dagegen das Verhiiltnis s, : dy = %

offenbar zu klein, usf. Diese Beobachtung kann |Hippasos und

Fig. 7

REET ey
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seinen Mitarbeitern die Anregung gegeben haben, das Verhiiltnis
8,:d, firn =1, 2,. .. zu untersuchen. Sie durften mit Recht ver-
muten, daB sich das Verhiltnis s, : d, mit wachsendem # mehr und
mehr dem wahren Werte fiir das regelm. Fiinfeck nihern wird, ge-
nauso wie dies beim Quadrat der Fall ist. Es kam jetat fiir sie darauf
an, neben dem arithmetischen Zusammenhang gemaB Gl. (4) oder ()
noch eine geometrische Beziehung zwischen der Seite und der Diago-
nale des regelm. Fiinfecks zu ermitteln, wofiir bei diesem Vieleck
im Gegensatz zum Quadrat bisher noch keine Anhaltspunkte vor-
lagen. |

7. Die Auffindung der geometrischen Definition der stetigen Teilung

6
Es ist bemerkenswert, da der Niherungsbruch ry in einem

Scholion zu Satz 11 des 2. Buches der Elemente erwidhnt wird.
Der Verfasser stellt zuniichst im Scholion 724" fest, daB dieser
Satz nicht durch Rechensteine begreiflich gemacht werden kénne
(0d Bebxwuron 3t Yfipwv), wie dies bei den frither besprochenen
Lehrsiatzen moglich gewesen sei, und fiihrt dann im Scholion 73
aus): (Fig. 8).

A .6 8

Fig. 8

) Euclidis Elementa®, V, S. 248, 22—249, 3.

D A.a. 0, 8.249, 4—16: Terphodn 4 6kn eddeia § AB sl durd xod
ByBoov. Mo olv tdv Omd Tiig Bhng dprBudy Tov E xal ¥ xal Evdorg woAMx-
mhxolagoy abrdv ént tdv tpla. nal yivovrar 8. tple yap 7 5. AxBdvxal
o0 étépou Tév Tunpdrav Toi BO fyouv 1o EySoov Tob dxtd, Brep doriv &,
ol megooTidels ol 3, yivetar T Imd He Shng ol Tob dvdg Td TuNudTEY
xe. moAdamhacidoetg doxiTmg xal Tdv Tob Erépou Tuhpates tig 46 dadudy
7pds fautdy, fyouv vdv €. mowel Tdv e - mevrdxig ydp € Xe. dHors Td dnd THg
8ng g A6 (richtig ist AB) ol Tol Evépou Tév TpNpdTwY THe BO Tepuryd-
pevov bpdoydiviav Yoov dorl v6) dred Tob Aoumwol Tpfiuatog Tob A6 dvaypagopudve
TETPAY V.
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Man teile die ganze Strecke 4B in acht gleiche Teile. Nun
nehme man die Anzahl iiber der ganzen Strecke als 5 und 3,
addiere sie und vervielfache sie mit 3. Es entsteht 24; denn
3.8 = 24. Man nehme noch vom zweiten Abschnitt, namlich von
B6, den 8. Teil von 8, was die Zahl 1 ergibt, und fiige sie zu der 24
hinzu; es entsteht das Rechteck aus der ganzen Strecke und dem
einen der Abschnitte, namlich 25. Man wird ebenso auch die Zahl
des andern Abschnitts 46, nimlich 5, mit sich selbst vervielfachen.
Dies ergibt 25; denn 5-5 = 25. Also ist das Rechteck aus der
ganzen Strecke 4B** und dem einen der Abschnitte, niémlich
BO, gleich dem Quadrat iiber dem andern Abschnitt A6,

Wenn der Scholiast hier vielleicht aus Fliichtigkeit zu erwihnen
vergifit, daB man erst durch Hinzufiigung der ,,Eins“ zum Recht-
eck 24 das Quadrat 25 erhiilt, so ist er sich doch der Tatsache wohl
bewuBt, daB erst Rechteck und Eins gleich dem Quadrat ist; denn
im Scholion 77 schlieBt er die Bemerkungen zur Konstruktions-
aufgabe II, 11 mit dem Hinweis ab: Wisse auch dies, dafi man sie
mit Zahlen nicht verstandlich machen kann; denn eine solche Sirecke
18t unaussprechbar und fallt unter keine Zahl*®.

Offenbar wollte der Verfasser des Scholions zeigen, wie man der

" Schwierigkeit Herr wird, daB der groBere Abschnitt einer nach

dem ,,Schnitt geteilten aussprechbaren Strecke ,,unaussprechbar*
ist. Seine Ausfithrungen erinnern an den oben mitgeteilten Bericht
des Proklos iiber das Verfahren der Pythagoreer, den Durch-
messer des Quadrata ,,aussprechbar zu machen. |

51
Die fiir den Niéherungswert 3 festgestellte Beziehung zwischen

den Abschnitten einer im Verhaltnis 5 : 3 geteilten Strecke 1t sich

23 8
leicht auf die anderen Briiche PO
das Rechteck aus der ganzen Strecke und dem einen der
Abschnitte abwechselnd um die Einheit groBer oder kleiner als
das Quadrat tiber dem andern Abschnitt. Zur Zeit des Scholiasten
waren daher die Mathematiker wohl in der Lage, in Anlehnung an

) A'a. 0., S. 248, 13: 4@ ist in AB zu verbessern.
) A a. 0, S.261, 2—4: Yo9: xal tolto, Gig &’ &ptdpa@v obd Sebuvutan:
&oyog ydp dotey § Towedy) edBeta xal dpuBpois ody Smornlnrer.

usw. ausdehnen. Dabei wird
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den Wortlaut bei Proklos den Satz auszusprechen: Wird eine
aussprechbare Strecke nach Euklid I1, 11 geteilt, dann ist der groflere
Abschnitt nicht ohne weiteres naussprechber®, sondern wird es erst
dadurch, daf sein Quadrat um die Einheit grofer oder kleiner ge-
macht wird als das Rechteck aus der ganzen Strecke und dem andern
Abschnitt.

DaB der Scholiast fiir seine Betrachtung gerade den Niiherungs-

5
wert ry auswihlte, hat vielleicht einen #hnlichen Grund wie die

6
Tatsache, daBl der Niherungswert 7 fiir das Verhiltnis der Seite

zur Diagonale des Quadrats bei Platon® erwihnt und von
Aristarchos von Samos®) praktisch verwertet wird. Beide Werte
geben némlich schon eine sehr gute Anniherung an die wahre
Gestalt des regelm. Fiinfecks bzw. Quadrats?®),

Das Scholion 73 kann natiirlich nicht als Beweis dafiir gelten, daB
man bereits bei den ersten Untersuchungen der Niherungs-
briiche s,:d, aus den Abschnitten 5 und 3 der Strecke 8 die
Identitdt 8.3 + 1 =5 abgeleitet hat. Da man aber aus der
geometrischen Deutung dieser arithmetischen Gleichung zur geo-
metrischen Losung der Aufgabe Euklid II, 11 vorstoBen kann,
80 hat doch die Annahme vieles fiir sich, daB bereits frithzeitig
derartige Identititen aus den Niherungsbriichen ;, g,g
gebildet worden sind. Der Weg dazu mochte etwa folgender ge-
wesen sein:

Wollte Hippasos die Naherungsbriiche s,:d, der gleich-
seitigen Fiinfecke von Fig. 7 daraufhin untersuchen, ob ihre Werte
mit wachsendem n immer naher zusammenriicken, so muflte er
benachbarte Briiche miteinander vergleichen. Zu diesem Zwecke
konnte er auf einer Geraden, die er als , Einheitsstrecke auf-
faBte, die betreffenden Briiche als ,Strecken® konstruieren und

4) Platonis op.®Y, IV, 546¢.

) Th. Heath, Aristarchos of S8amos, Oxford 1913, S. 378.

‘) Im dritten angeniherten Fiinfeck der Fig. 7 mit CD: CG = 5: 8
ist die Seite CD groBer als beim regelm. Fiinfeck mit der Diagonale
d == 8. Der Fehler liegt aber unter 0,7% in bezug auf die Diagonaled = 8,

usw.
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deren Lingen miteinander vergleichen. Begann er etwa mit den

Briichen ; und %, so teilte er (Fig. 9a) die Einheitsstrecke AB am

1 2 5 2L R4
T D(9) 8
15w 2 _ce N W
b Dizs) 8

Fig. 9

besten zuniichst in 15 gleiche Teile und nahm die Anzahl tiber der
ganzen Strecke als 10 und 5 an mit dem Teilungspunkt C. Da.fm
batte er AB durch C so geteilt, daB sich der grofere Abschmi.;t
AC zur ganzen Strecke AB wie 2: 3 verhielt. Er k?nnte daht:r dge
Strecke A4C = 10 Teile als ein MaB8 ftir das Teﬂ@gsverhaltnm
2 : 3 auffassen. In gleicher Weise erhielt er, wenn er die Anza.hl der
" Teile iiber der ganzen Strecke 4B als 9 und 6 mit dem Teilungs-
punkt D annahm, die Strecke 4D =9 Teile als MaB fiir das
i verhiltnis 3 : 5.
Teg:n?:ag hier an Aristarchos von Samos (etwa 310—-2.'%0
v. Chr.) erinnert werden, der in seiner Abhandlung ,,Uber die
GroBe und die Entfernung von Sonne und Mond“ das Ver- |

1 . 1,
hiiltnis der Winkel ¢ = 7 ¢ines Rechten und § = 30 ©ines Rechten

zu a:f = 15:2 bestimmt*?. Zur Erklirung fiigt er be.i: ,,Der.m
wenn man sich einen Rechten Winkel in 60 gleiche 'Texl.e geteilt
denkt, so enthilt a davon 15, § aber 2 Teile* . Die Einteilung der
Einheitsstrecke bzw. des Einheitswinkels in eine passende Anzahl
gleicher Teile entspricht rechnerisch der Bestimmung des Haupt-

nenners.

4) Th. Heath49, 8. 376f. '
#) A, 8. 0., S.378: olwv ydp torv 6pBH yuvla E, toodtay dotlv 4§ piv

Ord vév HBE 2, %) 8¢ Ord v ABE %o,

[22) Die Entdeckung der stetigen Teilung 345

Die Anzahl der Teile, die in den Strecken 4C bzw. AD enthalten
sind, lieB sich aber auch leicht berechnen. Beim Bruch ; z. B. er-
mittelte man die Anzahl 10 der Teile von AC als das Produkt aus
der Anzahl 5 der Teile, die auf der Einheitsstrecke 4B den zu-

1
gehorigen Stammbruch g bilden, und dem Zihler 2 des vor-

gegebenen Bruches. Beim Bruch i;- entstand die MaBzahl 9 fiir die
Strecke AD als Produkt aus der Anzahl 8 fiir den zugehdrigen
Stammbruch % und dem Zihler 3 des gegebenen Bruches.

Nach dem gleichen Verfahren ergaben sich bei der Vergleichung

3
der Teilungsverhiltnisse 7 und % auf der in 40 gleiche Teile ge-

teilten Einheitsstrecke 4B (Fig. 9b) die Strecke AC — 8.3 =
24 Teile fir 3 und AD = 5.5 = 25 Teile fir 3. Die verglichenen

Teilungsverhiltnisse unterscheiden sich also in der geometrischen
Darstellung jedesmal nur um einen der gleichen Teile voneinander,
und im ersten Falle ist AD kleiner, im zweiten Falle dagegen
groBer als AC. Da die Einheitsstrecke im ersten Falle in 15, im
zweiten Falle in 40 gleiche Teile geteilt wurde und bei der Fort-
setzung des Verfahrens die Anzahl der gleichen Teile stindig zu-
nimmt, so wird der Unterschied benachbarter Teilungsverhiltnisse
entsprechend immer kleiner.

Benachbarte Teilungsverhiltnisse lieBen sich aber auch un-
mittelbar aus den Fiinfecken der Fig. 7 ablesen und darstellen,

3 5 g
z. B. 5 g 8us dem dritten Fiinfeck, indem man auf der Diagonale

CG = 8 Einheiten dic Seite CD = 5 Einheiten abtrug, so daB
CH = CD wurde (Fig. 10)®. Es ist also GH:HC =3:5 und

H
- » —t
Fig. 10
#) Die Strecken C@ und CD (= CH) der Fig.7 sind hier vergroBert
wiedergegeben.

—~6
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CH:CG = 5: 8. Hippasos konnte daher die MaBzahl 24 = 8.3
von AC in Fig. 9b geometrisch als den Flicheninhalt des I.i‘,echt-
ecks aus der ganzen Strecke CG = 8 Einh. und dem k.lemeren
Abschnitt GH = 3 Einh. auffassen und entsprechend die Maf-
zahl 26 = 5-5 von AD in Fig. 9b als den Flicheninhalt des Qua-
drats iiber dem groBeren Abschnitt CH = 5 Einh.

3 5
Die Vergleichung der arithmetischen Naherunggbriiche 3 und r

lieferte also die geometrische Flichengleichung CG-GH + 1= CH?.
Bezeichnet man die ganze Strecke CG mit d,, den grofieren Al.)-
schnitt CH = CD mit s; und den kleineren Abschnitt GH mit
dy — 8, = (Rest) 7y (= 8,), so erhdlt man dy-rs+1= &% oder
g1, — 83 = —1. . .

Die Vergleichung der Niherungsbriiche 3 und 5 im zweiten

Fiinfeck der Fig. 7 lieferte, wie sich aus der Fig. 9a ergibt, fiie
Gleichung dy-7; — 82 = -+ 1, und aus dem ersten Fiinfeck erhielt
man d,.r, — 8 =—1 . '

Auf diese Weise konnte zur Zeit des Hippasos oder unmittelbar
pach ihm durch geometrische Interpretation der Naherungs-

briiche —:-, %, —Z— usw. fiir die Seiten und Diagonalen der Fiinfecke in

Fig. T der Satz gefunden werden: Durch das Abtragen der Seit.e 8
auf der | Diagonale d eines Fiinfecks wird die Diagonale so geteilt,
daB das Rechteck aus der Diagonale und ihrem kleineren Ab-
schnitt r = d — s abwechseind um die Einheit groBer oder kleiner
ist als das Quadrat iiber dem gréBeren Abschnitt s.

Das Ergebnis dieser Betrachtungen kann in der Gleichung zu-
sammengefaBt werden:

gerade

] +1 _
©) ot — 83 = {-—- 1} B s ungerade.

Die auffallende Ahnlichkeit dieses Ergebnisses mit dem fir die
Seiten- und Durchmesserzahlen beim Quadrat festgestellten Zu-
sammenhang (s. Gl. 3) konnte den ,,Mathematikern* des 5. Jal.lr-
hunderts v. Chr. nicht verborgen bleiben. Wiihrend aber beim
Quadrat durch geometrische Betrachtungen lingst bewiesen war,
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daB fiir seine Seite und Diagonale die Beziehung 252 —d2 =0
gilt, lag der Fall beim regelm. Fiinfeck ganz anders. Hier sollte
der geomelrische Zusammenhang zwischen der Seite und der Dia-
gonale erst gefunden werden.

Nun stimmte das Verhalten der Néherungsbriiche d, : s, fiir das
Quadrat und s, : d, fiir das regelm. Fiinfeck auch insofern iiberein,
als mit wachsendem % die Differenzen aufeinanderfolgender
Briiche immer kleiner werden. Fiir die ,Mathematiker muBte
also der AnalogieschluB naheliegen: Wie man im Falle des Quadrats
durch Nullsetzen des Ausdrucks 2s2—d2 zum richtigen, geo-
metrisch beweisbaren Ergebnis gelangt, daB im Quadrat 2s% = d2
ist, so wird man im Falle des regelm. Fiinfecks durch Nullsetzen
des Ausdrucks d,-r, —s2 den geometrischen Zusammenhang
zwischen seiner Seite und Diagonale erschlieBen kénnen. Man konnte
also vermutungsweise den Satz aussprechen: T'rdgt man im regelm.
Fiinfeck die Seite auf der Diagonale ab, so wird die Diagonale so
geteilt, daf das Rechteck aus der Diagonale und der Differenz gleich
dem Quadrat iiber der Seite ist.

Hiermit war ein aussichtsreicher Weg gewiesen, die ,,Fiinfecks-
teilung® mittels des Flichenbegriffs zu definieren. Damit jedoch
aus dieser Vermutung eine unumstdBliche mathematische 7Tat-
sache wurde, muBte der ,,Aufzeigung® (dwépacis) des Satzes noch
sein Beweis (n6dei&ic) folgen. Nach Archimedes’® gebiithrt aber
demjenigen, welcher als erster einen Lehrsatz, ohne noch einen
Beweis dafiir zu geben, ausspricht, kein geringeres Verdienst als
demjenigen, welcher als erster den Lehrsatz beweist. |

8. Die Konstruktion der stetigen Teslung. Schiuf

Den ,,Mathematikern gelang wahrscheinlich bei ihren Be-
miihungen, den neuen Lehrsatz zu beweisen, zunichst die Lésung
der Aufgabe, eine gegebene Strecke 8o zu teilen, daB das Rechteck
aus der ganzen Strecke und dem einen Abschnitt gleich dem

%) Archimedis op. omn., ed. J. L. Heiberg, II2, Leipzig 1913, S. 430,
2—9.
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Quadrat iiber dem andern Abschnitt ist. Weil von dieser Strecken-
teilung noch nicht feststeht, ob sie mit der oben besprochenen
Fiinfecksteilung identisch ist, soll sie hier vorerst als der ,,Schnitt"
bezeichnet werden.

A 4 8 0

Fig. 11

Aus dem 2. Buche der Elemente kann man ersehen, wie die
,,Mathematiker* bei der Konstruktion des ,,Schnittes* vorgingen.
Die Losung wird durch den Lehrsatz vorbereitet, den wir jetzt in
I1, 6 vorfinden (Fig. 11): Halbiert man eine Gerade (4B durch C)
+ und verlingert sie geradlinig um irgendeine Strecke (BD), so ist das
aus der ganzen Strecke samt der Verlingerung (4D) und der Ver-
lingerung (BD) gebildete Rechteck zusammen mit dem Quadrat
iiber der Hilfte (BC) gleich dem Quadrat iiber der aus der
Hiilfte und der Verlingerung gebildeten Strecke (CD):

) AD.BD + BC* = CD".

Der Beweis folgt ohne weiteres aus der Fig. 119, in der DE = DB
und EF = BC ist.

ie Durchfithrung der Konstruktion selbst, die in II, 11 auf uns
gekommen ist, setzt die Kenntnis der aus der Fiinfecksteilung
folgenden zwei Hilfssiitze voraus:

a) Wird eine Strecke mit Fiinfecksteilung um ihren gréferen
Abschnitt verlingert, so wird die Gesamtstrecke nach der Fiinf-
ecksteilung geschnitten, und die urspriingliche Strecke ist jetat
der groflere Abschnitt.

$1) Euclidis Elementa®, I, Leipzig 1883, S. 132f.
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b) Triigt man bei einer Strecke mit Fiinfecksteilung den kleineren
Abschnitt auf dem gréBeren Abschnitt ab, so wird dieser nach der
Fiinfecksteilung geschnitten, und die abgetragene Strecke ist sein
groBerer Abschnitt.

Diese Hilfssiitze, die identisch mit den entsprechenden Sitzen
der stetigen Teilung sind, findet man nickt im 2. Buche der Ele-
mente wortlich aufgefiihrt. Der Satz (b) ist implizite in der Kon-
struktion zu Aufgabe II, 11 enthalten; der Satz (a) wird erst viel
spiiter in den Elementen, in XIII, 5 hewiesen. Hippasos und
die ,,Mathematiker* seiner Zeit konnten aber durch ihre Unter-
suchungen am regelm. Fiinfeck diese Lehrsitze — auch ohne
Beweis — als richtig erkannt haben und durften sich fiir berechtigt
halten, sie bei der Lisung der vorliegenden Aufgabe mit heran-
zuziehen.

Der Hilfssatz (a) hat ihnen vermutlich den nicht leicht zu finden-
den Weg gewiesen, auf dem Aufgabe II, 11 zu l5sen war. Ist nimlich
in Fig. 11 die Gerade AB die zur Teilung vorgelegte Strecke und
faBt man BD als den groBeren Abschnitt der nach dem ,,Schnitt*
ge- | teilten Strecke 4B auf, so ist nach Hilfssatz (a) AD die neue
Gesamtstrecke mit B als Teilungspunkt und mit AB als dem
groBeren Abschnitt. Es besteht also die Gleichung:

(8) AD-BD = AB:

Ersetzt man nun in Gl 7 das Rechteck AD.BD durch das
Quadrat 4 B3, so folgt

OD* = AB* + BO™,
Daher ist CD bestimmt als die Hypotenuse des rechtwinkligen
Dreiecks mit den Katheten AB und 3 4B. Hieraus ergibt sich dann

die Konstruktion bei Euklid II, 11 (Fig. 12)®®. 4B ist die nach
dem Schnitt zu teilende Strecke; durch EF — EB erhilt man ihren
grofleren Abschnitt AF. Rechteck FJ ist gleich Quadrat AC;
folglich Quadrat FH. gleich Rechteck HC'; also wird 4B durch H
so geteilt, dal AB-BH = AH? ist.

29 A.a. 0., S. 162f.
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Hiermit war der Existenzbeweis fiir die merkwiirdige Strecken-
teilung erbracht, auf welche die ,, Mathematiker” bei ihren Be-
trachtungen am regelm. Fiinfeck vermutungswetse gestoflen waren.
Die Konstruktion war fiir sie auch deshalb wichtig, weil hiermit
eine Aufgabe geometrisch gelost wurde, der man rechnerisch nicht

F 6

A 8

£ /

D J ¢
Fig. 12

" beikommen konnte. Denn aus der kurz zuvor von Hippasos
entdeckten. Inkommensurabilitit von Seite und Diagonale des
regelm. Fiinfecks muBte man folgern, dafl es unméglich ist, das
Verhiiltnis von Seite und Diagonale des regelm. Fiinfecks. durch
ganze Zahlen genau auszudriicken.

Nach der Auffindung der geometrischen Konstruktion des
,,Schnittes* war schlieBlich noch der Nachweis zu fithren, daf}
dieser ,,Schnitt* identisch ist mit der Fiinfecksteilung, d.h. mit
der Teilung, die man durch das Abtragen der Seite des regelm.
Fiinfecks auf seiner Diagonale erhélt. Nun war einerseits durch
Winkelberechnungen im regelm. Fiinfeck (Fig.2) festzustellen,
daB das aus einer Seite und zwei Diagonalen gebildete gleich-
schenklige Dreieck ABD die Eigenschaft besitzt, daB jeder der
Winkel an der Grundlinie 4B doppelt so grof ist wie der Winkel
2n der Spitze D. Andrerseits lieB sich der Nachweis fithren {Euklid
1V, 10), daB ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Grundlinie
gleich dem groBeren Abschnitt eines durch den ,,Schnitt” geteilten
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Schenkels ist, eben diese Winkeleigenschaft des Dreiecks 4BD
besitzt. Damit war der Beweis erbracht, daB der nach Euklid II,
11 ausgefithrte ,,Schnitt’ die Fiinfecksteilung darstellt, und es
bereitete nun keine Schwierigkeit, ein regelm. Fiinfeck mit Lineal
und Zirkel zu zeichnen.

Esist durchaus denkbar, daB die Konstruktion des regelm. Fiinf-
ecks sofort nach der Entdeckung des ,,Schnittes gefunden wuide;
denn die Losung der Aufgabe Euklid IV, 10 erfordert auBer den
einfachsten Sitzen aus der Kreislehre die Anwendung des Sehnen-
Tangenten-Satzes und seiner Umkehrung, Euklid ITI, 36 und 37.
Diese Lehrsitze konnen aber als damals bekannt vorausgesetzt
werden, da ihre Beweise auBer auf elementare Sitze aus der Kreis-
lehre nur noch auf den oben genannten Satz II, 6 zuriickgreifen.

In dieser Weise konnte sich die Entdeckung der ,,Fiinfecksteilung*,
der man spiter die Bezeichnung ,.stetige Teslung beilegle, durch
Hippasos und seine Nachfolger in der zweiten Hilfte des 5. Jahr-
hunderts v. Chr. abgespielt haben. |

Zusammenfassung

Der Verfasser fiihrt aus, daB man die Auffindung der stetigen
Teilung Hippasos von Metapont verdankt — gei es, daB er sie
selbst gefunden hat, sei es, daB er durch seine Entdeckung des
Irrationalen die Anregung dazu gegeben hat. Es wird dann ver-
sucht, den Weg aufzuzeigen, auf dem Hippasos und die Mathe-
matiker seiner Zeit zur geometrischen Definition der stetigen Tei-
lung gekommen sein kénnten.

Als Hippasos etwa in der Mitte des 5. Jahrhunderts v. Chr.
am regelmiBigen Fiinfeck die Inkommensurabilitit von Seite und
Diagonale entdeckte, hatten sich bei den Pythagoreern Unter-
italiens zwei Richtungen entwickelt; die einen waren nur Kenner
der Lehre; die anderen beschiftigten sich wissenschaftlich mit der
Lehre und ihrem weiteren Ausbau. Zu den letzteren, die ,,Mathe-
matiker* genannt wurden, gehérte Hippasos.

Sehr bald nach dieser Entdeckung unmefbarer Strecken gelang
der Nachweis, dal auch beim Quadrat Seite und Diagonale in-
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kommensurabel sind. Im AnschluB hieran entwickelten die ,,Mathe-
matiker mittels einer merkwiirdigen Verquickung mathematischer
Uberlegungen mit mystischen Vorstellungen vom Wesen der
wovds, der , Einheit”, die sog. ,,Seiten- und Durchmesserzahlen®.
Sie konstruierten, von einem kleinen Quadrat ausgehend, eine
Reihe immer gréBer werdender Quadrate, fiir deren Seiten und

Diagonalen die Bezichungen galten
(1) 8, =8, +dy_y und dy=23, + 8.

Durch Umkehrung des Konstruktionsverfahrens konnten sie
leicht eine Reihe immer kleiner werdender Quadrate erhalten, ent-
sprechend den Gleichungen

(2) Sp—t =0y —38y und dy_; =8 — 8

In letzterem Falle stellte also die Differenz aus der Diagonale und
Seite eines Quadrats die Seite des néchstkleineren Quadrats dar.
Die ,,Mathematiker* stellten sich nun vor, bis zu dem kleinsten
Quadrat zuriickgegangen zu sein, legten seiner Seite und Diagonale
den Wert ,,Eins* bei und berechneten vorwdrtsschreitend nach
. Gl (1) die Seiten und Diagonalen der folgenden Quadrate. So er-
hielten sie die ,,Seiten- und Durchmesserzahlen beim Quadrat*:

s,=1,d,=1;5=2,d3=3;8;,=05,d3=17; 5, =12, d,=1T;
usf.

Fiir zusammengehorige Glieder beider Zahlenreihen fanden sie den
Zusammenhang:

ungerade

2_ g2 +1} i ={
(3) 252 d? {_1 fur n =08

Der Verfasser weist darauf hin, daB Hippasos und seine An-
hinger die Untersuchungsmethoden, die beim Quadrat zu neuen
Ergebnissen fiihrten, vermutlich auf das regelm. | Fiinfeck iiber-
tragen haben. Nun hatte Hippasos bei seiner Entdeckung der
Inkommensurabilitit das Verfahren der Wechselwegnahme auf die
Diagonale und Seite des regelm. Fiinfecks angewandt und fest-
gestellt, da der 1. und 2. Rest wieder die Diagonale und Seite
eines regelm. Fiinfecks ergeben und daB ein Gleiches fiir die folgen-
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defx Restepaare gilt. Der Gedanke lag nahe, daB man ahnlich wie
beim Quadrat eine Folge immer kleiner werdender regelm. Fiinf-
ecke herstellen konne, indem man die Diffeienz aus der Diagonale
und Seite eines Fiinfecks als die Seite des nichstkleineren Fiinf-
ecks auffaite, nur daB jetzt, anders wie beim Quadrat, die Dia-
gonale dea kleineren Fiinfecks gleich der Seite des vorausgehenden
ist. Es gelten hierfiir also die Gleichungen:

(4) S1=6d,—s, und d,_; = 8,

Umgekehrt konnte Hippasos eine Reihe immer groBer werdender
Fiinfecke konstruieren gemiiB den Gleichungen

(5) Sy=dy; und dy=3s, + s,_,.

Nun lieBen sich auch wie beim Quadrat die ,,Seiten- und Diagonal-
2ahlen .beim regelm. Fiinfeck™ berechnen. Hippasos dachte sich
woh.l ein Finfeck durch zwei Diagonalen in drei gleichschenklige
Dreiecke zerlegt. Schrieb er nun den Seiten und den zwei Dia-
gf)nalen dieses Fiinfecks den Wert , Eins* zu, 80 erhielt er ein zu
einem Viereck entartetes Fiinfeck; beim niichsten Schritt mit
8=1 und d = 2 erhielt er ein Dreieck und erst die dritte Figur mit
8,=2 und d,; = 3 lieferte ihm ein brauchbares »Anfangsfiinf-
eck®. Aus den Gl. (5) ergaben sich dann die Seiten- und Diagonal-
zahlen beim regelm. Fiinfeck:

81=2,d,=3;8,=38,d;=5;8,=5,d,—8; s, =8, d, = 13:
8 = 13, dy = 21; usf. P ) a ’

Ahnlich wie bei der Untersuchung des Quadrats konnte man hier
feststellen, daB sich die aus s, und d, konstruierten Figuren mit
w:mhsendem # mehr und mehr der Gestalt eines regelm. Fiinfecks
niihern. Geometrische Uberlegungen lehrten auch, daB der Bruch
&' d, abwechselnd zu groB oder zu klein ausfillt im Vergleich
mit dem beim regelm. Fiinfeck zu erwartenden Wert.

Der Verfasser zitiert nun ein Scholion zu Euklids Elementen,
II, 11, wo sich die geometrische Definition und die Konstruktion
der stetigen Teilung vorfindet. In dieser Erklirung zu 11, 11 wird
der Niherungsbruch sy:d; = 5: 8 geometrisch erldutert und fest-
gestellt, daB das Rechteck aus der ganzen Strecke 8 und dem klei-
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neren Abschnitt 3 bis auf die Differenz 1 gleich dem Quadrat tiber
dem Abschnitt 5 ist. Dem Scholion darf man entnehmen, daB
bereits friihzeitig derartige Zusammenhinge zwischen den Seiten-
und Diagonalzahlen beim regelm. Fiinfeck gefunden wurden.
Moglicherweise haben die ,,Mathematiker schon zur Zeit des
Hippasos festgestellt, da sich benachbarte Naherungsbriiche,

3 5 . . . . .
z. B, 3 und 3 Wenn man sie gleichnamig macht, nur um die ,,Ein-

83 5:b
heit* im Z#hler unterscheiden (T und ?6—) Die Richtigkeit

konnten sie auf geometrischem Wege nachweisen. Indem sie dann
die Gleichung 8-3 4+ 1 = 5.5 auf der im Verhiltnis 5 : 3 geteilten
Strecke 8 geometrisch deuteten, gelangten sie zur geometrischen
Definition der stetigen Teilung. Die ganze Strecke stellt dabei
eine Diagonalzahl d, und der gréBere Abschnitt die zugehorige
Seitenzahl s, dar; bezeichnet man den kleineren Abschnitt als
Rest mit 7, so ergab sich der Zusammenhang:

®  den—d= (D)= (B0,

Dieses Ergebnis zeigt eine auffallende Ahnlichkeit mit der fiir
die Seiten- und Durchmesserzahlen beim Quadrat gefundenen
Beziehung Gl. (3). Weil sich nun aus Gl. (3) durch Null-|setzen
der rechten Seite der geometrische Zusammenhang zwischen der
Seite und Diagonale des Quadrats ergibt, nimlich 23 = d2, so
durften die ,,Mathematiker'* ein Gleiches fiir das regelm. Fiinfeck
bei der durch Gl (6) wiedergegebenen Beziehung erwarten,
némlich d.r = 2. Sie konnten also vermutungsweise die Behauptung
aufstellen: Trigt man im regelm. Fiinfeck die Seite auf der Dia-
gonale ab, so wird die Diagonale so geteilt, daB das Rechteck aus der
Diagonale und der Differenz gleich dem Quadrat iiber der Seite ist.

Den ,,Mathematikern“ gelang bei ihren Bemiihungen, den so
gefundenen Satz zu beweisen, zuniichst die Losung der Aufgabe,
eine Strecke stetig zu teilen; das Nihere findet sich in Euklids
Elementen II, 11. Schlieflich konnten sie auch den Nachweis
fiihren, daf diese Teilung identisch ist mit der durch d-r = s?
wiedergegebenen ,,Fiinfecksteilung*.



