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B. L. van der Waerden in Leipzig. ‘o ?_\u\\,\(,\.

Was war der Zweck der berithinten Antinomien des Zenon? Nach der
landliufigen Meinuug, die wohl aul Bhas}) zuriickgeht, wollte Zenon die
Moglichkeit der Bewegung widerlegen. Demgegeniiber hat Paul Tannery?2)
im Rahmen seiner naturphilosophischen Deutung der eleatischen Philosophie
geltend gemacht, daB Zenon doch kein Skeptiker sei. Zenon habe keines-
wegs die Bewegung verneint, sondern sein Ziel sei, die Pythagoreische
These zu widerlegen, nach der die Karper, die Flichen und die Linien Viel-
heiten, nimlich Vielheiten von Punkten seien. In diesem Sinne aufgefalt,
erscheinen thm die Argumente Zenons ,,nets, pressants, irréfutables* und in
ihrem Erfolg durchschlagend.

Von diesen Anschumungen Tunnerys sind die Philologen inzwischen (aus
guten Uritnden, wie sich zeigen wird) aligemuin abgekonnen, abor cine Reihie
von Philosophen und Mathematikern huben sie freudig aufgenonunen und
woiler nusgostaltet, Bo schion Zonon cine immer groore Bedeutung fiir dio
Geschichte der Mathematik zu erlangen, indem or angeblich weit vorbroitote
inflinitesitnale Schlulbweisen als Fehlschliinse entlarvt und so den Weg fiir die
oxuktes Muthenntik dox vierton Juhshunderts vorbereitot habe.

A schitrfsten pointiert, um nicht zu sugen dnunatisiert, tritt diese Auf-
fassung bei Hasse und Scholz3) hervor, die ein lebendiges und auf den ersten
Blick sehr ansprechendes Bild von einer Grundlagenkrisis der Mathematik iin
frithen finften Jahrhundert entwerfen, in dem Zenon die zentrale Rolle spielt.
Sie stellen die Hypothese auf, daf ,,die Pythagoreer”, die ihre These ,,Alles ist
Zuhl* durch die Entdeckung des Irrationalen geliibrdet sahen, diese These
durch die Auffussuny einer Strecke als Aggregat von unendlich vielen unendlich
kleinen Teilstrecken retten wollten. Sie vermuten weiter, da8 auch die Mathe-
matik auf den gefihrlichen Seitenweg des ,,Unendlichkleinen* geraten war,
Sie behaupten schlieBlich, 1lal Zenon durch seine unerbittliche Kritik die
Mauthematik wieder in die Buhn der wissenschaftlichen Strenge zuriickgerufen
hat. Zenon, der ,unter dem Einflull der Autoritiit des Aristoteles iiber zwe
Jahrtausende nur als ein scharfsinniger Sophist und Urheber von geistreichen

4y val. Diels, Die Fregmento der Vorsokratiker, Zonon A 16.

) P Pannery, Pour Phistoire do o seionco hollone.  Paris 1887,

3 H. Hasso u. . Schole, Dio Grandingonkeists  doe  geicohizohon  Mathematik.
Berlin, Pan-Biicherei, 1028,

Mathewmatische Annalon. 117, 10
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Trugschliissen gegolten hat*, sei in Wirklichkeit ,,der Schicksalsmensch der
antiken Mathematik in der Stunde ihrer grofiten Krisis®.

Verschiedene Mathematikgeschichtler, wie Enriques und Dyksterhuis,
haben sich, mit mehr oder weniger Reserve, den Anschauungen von Tannery,
Hasse und Scholz angeschlossen. Ich glaube aber, die Unhaltbarkeit dieser
Hypothesen, soweit sie Zenon und seine Zeit betreffen, nachweisen zu kénnen.
Die Pythagoreerfrage lasse ich dabei ganz auBer Betracht, da ich davon zu wenig
verstehe. Das Verhiltnis Zenons zum Unendlichkleinen und zur Grundlagen-
krisis der griechischen Mathematik kann aber, wie ich glaube, unabhingig
davon geklirt werden.

Unter , Infinitesimalmathematik® verstehe ich jede Verwendung einer
fingierten Zerlegung der Raumgrofien (Strecken, Flichen usw.) in unendlich
kleine Teile zu mathematischen Herleitungen. Ich werde nun in doppelter
Weise zeigen, dafl Zenon und die Infinitesimalmathematik nichts miteinander
zu tun haben. Zuerst wird der Nachweis von der Philosophie des Zenon her
gefiihrt. Es wird gezeigt, daB die Tannerysche Interpretation zu dem, was wir
authentisch von der eleatischen Philosophie wissen, in Widerspruch steht,
daB sich bei genauer Betrachtung in den iiberlieferten Zenonfragmenten keine
Spur von einer Polemik gegen die Zerlegung einer Strecke in kleinste oder
unendlich kleine Teile findet, und daf8 die Worte des Aristoteles sogar direkt
gegen eine solche Auffassung der Zenonschen Antinomien sprechen. In diesem
Teil der Beweisfithrung lehne ich mich eng an das vorziigliche Werk von Calo-
gero?) an. Calogero hat gezeigt, dall man die Absichten Zenons von der
eleatischen Philosophie her viel besser verstehen kann als von der Infinitesimal-
hypothese aus. Zenon war weder ein Sophist, noch ein ,,Schicksalsmensch der
antiken Mathematik®, sondern ein eleatischer Philosoph und Dialektiker, was
die Antike auch niemals bezweifelt hat.

Der zweite Nachweis geht von der Mathematik aus. Es wird untersucht,
welchen Inhalt eine Infinitesimalmathematik zur Zeit Zenons haben konnte,
welche Probleme den AnlaB zur Anwendung von Infinitesimalmethoden hétten
geben konnen, und welche historischen Hinweise auf solche Methoden wir
haben, alles mit eindeutig negativem Ergebnis. Es gibt keine historische
Nachricht iiber eine Infinitesimalmathematik yor 450, und es ist auch in keiner
Weise einzusehen, wieso und wozu es eine solche Mathematik geben sollte.

Die Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik hat in der Tat nichts
mit Zenon zu tun und ist vermutlich viel spiter zu datieren. Sie geht nicht von
der Widerlegung des Infinitesimalen, sondern von der Entdeckung des
Irrationalen aus. Ich werde noch genauer zeigen, wie die Entdeckung des
Irrationalen die Mathematik am Anfang des vierten Jahrhunderts zu einer
radikalen Revision ihrer Begriffe und Umgestaltung der Methoden zwang.

4y Calogero, Studi sull’ eleatismo, Publ. Scuola di Filos, di Roma, 1932.
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Zum besseren Verstandnis der folgenden Ausfithrungen fiige ich hier eine

kleine Zeittafel ein.
Zeittafel.

Zenon von Elea - 465,
ggf;ir;zzs V‘:I)ln f]ili(e)ia, ;leine Generation spéter.
Archytas von Tarent |
Theodoros von Kyrene [ =~
Theaitetos von Athen T 367,
Eudoxos von Knidos T 355,
Eudemos (Schiiler des Aristoteles),
Eukhd -+ 300,

Archimedes 212.

§ 1.
Die Antinomien der Bewegung.

»Zénon n’a nullement nié le mouvement (ce n’est pas un sceptique), il
a seulement affirmé son incompatibilité avec la croyance de la pluralité™
schreibt Tannery. Ahnlich meinen Hasse und Scholz, daB es Zenon nicht um
die Leugnung der Bewegung zu tun ist, sondern: ,,.Diese Paradoxie” (des
fliegenden Pfeils) ,,hat die ad absurdum zu fithrende Voraussetzung einer Zeit-
strecke als eines Aggregats von unendlich vielen Zeitpunkten zur Voraus-
setzung.*

Nach diesen (und erstaunlich vielen anderen) Autoren hitte also Zenon
folgendermaflen geschlossen: Wenn die Hypothese der Vielheit (etwa die Auf-
fassung einer Raum- oder Zeitstrecke als einer Vielheit von kleinsten Teilen)
richtig wire, so wire keine Bewegung moglich; da wir aber sehen, daff Bewegung
stattfinden kann, ist die Hypothese der Vielheit zu verwerfen.

Aber so kann Zenon unmoglich geschlossen haben, betont Calogero mit
Recht. Zenon kann nicht von der Realitit der Bewegung als feststehender
Tatsache ausgegangen sein, da er als Eleat diese Realitdt unmoglich anerkennen
konntes)! Zenon ist doch (nach dem Zeugnis Platons im Dialog Parmenides)

5} Mit beiBendem Spott schreibt Calogero (S. 114—115): ,,Ma Passurdo di questa
interpretazione si chiarisce immediatamente, appena si pensi che, a guesto modo, Zenone
sarebbe venuto a dire che I'unica maniera di poter giustificare la realtd del moto era
quella di negare il molteplice e di ammettere I'uno: solo 'uno, ciod, poteva veramente
muoversi! Che sarebbe stato, davvero, un modo singolare di venire in soccorso del
Pimmobilitd dell’ ente parmenideo. Eppure, per strano che paia, questo tipo di collo-
cazione sistematica della polemica zenoniana & pur quello che, esplicito o implicito,
appara in molti dei pilt autorevole e moderni interpreti, anche se spesso aecostato o
confusi con altri motivi critici con esso in realtd inconciliabili.«

10*
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ein treuwer Schiiler des Parmenides, und Parmenides behauptet in seinem
authentischen Lehrgedicht ausdriicklich, dal das Seiende sich nicht bewegt,
oder an anderer Stelle noch deutlicher, da8 jede Verinderung des Ortes ein
leerer Name, eine bloBe Einbildung der Sterblichen sei$).

So wie Tannery ihn deutet, hat Zenon es also bestimmt nicht gemeint.
Aber was war dann seine Absicht ¢ Eine gewisse Schwierigkeit ergibt sich aus
dem bestimmten Zeugnis Platons (im Parmenides), Zenon wolle mit seiner
Schrift ausschlieplich die Hypothese der Vielheit widerlegen, und alle seine
verschiedenen Beweisgriinde dienten nur dem einen Zweck. Wollte man in
aller Strenge daran festhalten, so bliebe (nach Calogero) nur die Annahme
itbrig, da8 die iiberlieferten vier Bewegungsaporien zusammen nur das eine
Glied einer Antinomie bilden, indem in ihnen gezeigt wird, da das Seiende,
wenn es Vieles ist, sich nicht bewegen kann. Im anderen (nicht iiberlieferten)
‘Teil der Antinomie miiite dann gezeigt werden, dal das Seiende, wenn es
Vieles ist, auch nicht ruhen kann. Diese Auffassung erscheint aber recht
gezwungen; es liegt viel niher, die AuBerung der Platonischen Dialogperson
Zenon mit einem Kérnchen Salz zu genieflen und anzunehmen, wie es das
spatere Altertum auch immer getan hat, daB Zenon, um die Thesen seines
Lehrers allseitig zu stiitzen, seinen vielen Beweisgriinden gegen die Vielheit
noch vier Beweisgriinde gegen die Moglichkeit der Bewegung hinzufiigte.
Diese ungezwungene Interpretation steht auch am besten in Einklang mit den
Worten: »Vier sind die Argumente Zenons iiber die Bewegung®, mit denen
Aristoteles seinen Bericht iiber die vier Bewegungsaporien anhebt.

Da dieser Bericht des Aristoteles unsere einzige Quelle fiir die Bewegungs-
aporien darstellt, wollen wir ihn wortlich zitieren 7).

Zivev 8 mapadoyiletar: el yop
det, omolv, feeuel wav § uvelron,
/ 3 b ) nr o 5 A hY
{0088v 3¢ wuveitaw), Srav HL xorre 7O
Loov, Zo11 & del 10 spduevoy Ev THL

¢
viv, dxivnrov TV Qepopévyy slven
OLoTOV.

Zenon macht einen FehlschluB;
denn wenn, sagt er, immer alles
entweder in Ruhe oder in Bewegung
ist, (aber nichts in Bewegung sein
kann), wenn es sich in einem mit
ihm selbst gleichen Raume aufhilt,
wenn ferner das Bewegte jeweils
m Jetzt ist, dann miillite der in
Bewegung befindliche Pfeil unbewegt
sein.

$) H. Diels, Die Fragmente der Vorsokratiker, Parmenides B 8, Die zitierte Stelle
heit wortlich: e mdsd Svou(a) Forar, ooa PBoorol warédevro memorFéres sivac

. #dt 1émov dhidogew . .. ..

&7, . ..

%) Text nach Diels, Fragmente. Die Ubersetzung wurde mir von Herrn Gadamer

freundlichst zur Verfiigung gestellt.



Zenon und die Grundlagenkrise der griechischen Mathematik.

2ot ¢ebdoc o yap
atyxertar 6 xpbvog £x TéV ViV TEBY
aStapétmy, domep o8 &rdo péyebog
o03év.

TOUTO

térrapeg & celolv of Adyor mepl
®xewnoewg ZAvevos ol TapéyovTes Tag
Suoxoitag Toic AVousLy, Tp HTOG ®év
6 mept Tod i wwveloBar Sk 7o

7 b A 124 ~ 3 14
npbrepoy elg 70 Hutov Selv dgixéabar
T oepbucvov ) wpds T Téhog, Tepl
o0 Stelhopev &v Toic mpdTEPEY Adyote.

Sebrepog & & xahobuevos Ay tA-
Zo7t & obtog Gttt Ppadi-
tatov  oddémote  xataAngbijceTan
Béov Omd ol Taylortous Eumpoclev
v&p Gvayxatov EMBslv 1o Siéixov,
80ev Gpunoe 10 @ebyov, dot el Tu
wpoéyeLy dvayxalov 70 Ppaditepov.
gott 8¢ xal o0Tog O abTOg Abyoc THL
Suyotopely, Suxpépet 8 Ev THL Srarpely
uh diye T wposhapBavéuevoy pé-
yeboc.

Aedbe.

4 3 < ~ .4 s 14 <
Tpitoc & 6 viv pybeic, 6 ¥
otoTds pepoptvy EoTtyxev. ovp-
2 A A\ A N A
Baiver 8¢ mapax T Axpfavetv Tov
Xpovov cuyxeiabat €x Tév VOV w3
diudopévou yap toltou obx EoTal 6
GUAACYLOLOC,.

145

Dies aber ist falsch. Denn nicht
ist die Zeit aus den unteilbaren Jetzt
zusammengesetzt, ebenso wenig wie
irgend eine andere GroBe.

Vier sind die Argumente Zenons
iiber die Bewegung, die den Auf-
losenden solche Schwierigkeiten be-
reiten: erstens das, welches die Be-
wegung leugnet, weil das Bewegte
immer vorher bis zur Hailfte ge-
kommen sein miisse als bis zum
Ende — woriiber wir in den voran-
gegangenen Erérterungen gesprochen
haben.

Zweitens der sogenannte Achilles.
Er lautet so, daB das langsamste
Wesen in seinem Lauf niemals von
dem allerschnellsten eingeholt werden
konne. Vorher nimlich miufite der
Verfolger jedesmal notwendig erst
dorthin kommen, von wo der Flie-
hende schon losgelaufen sei, so daf
der Langsamere doch immer ein
Stiick voraus sein miisse. Auch dieses
Argument ist mit dem der Halbierung
identisch, nur darin besteht der
Unterschied, daf die Teilung der
jeweils neu hinzugenommenen Strecke
nicht in gzwei gleiche Teile er-

folgt.

Das dritte ist das eben genannte,
daB der fliegende Pfeil steht. Es folgt

. das aber nur von der Annahme her,

da die Zeit aus Jetztpunkten zu-
sammengesetzt sei; wenn das nimlich
nicht zugegeben wird, wird der ganze
Beweis nieht herauskommen.
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Das vierte ist das iiber die sich
im Stadion in entgegengesetzter Rich-
tung aneinander vorbeibewegenden
gleich groBen Teilchen, von denen
die einen vom FEnde des Stadion,
die anderen von der Mitte aus mit
gleicher Geschwindigkeit sich be-
wegen sollen. Hier, meinte er, ergibe
sich, daB die halbe Zeit der doppelten
Zeit gleich sei. Der Fehler liegt darin,
daBl man meint, die gleiche Grofie be-
wege sich mit gleicher (reschwindig-
keit in der gleichen Zeit ebenso an
einer selber bewegten wie an einer
stehenden Grofle vorbei. Das aber
ist falsch. Zum Beispiel seien AA
die stehenden gleichen Teilchen, ferner
BB wvon der Mitte her anfangende,
mit den ersten gleich an Zahl und
Erstreckung, schlielich T'T' vom
Ende anfangende, ebenfalls an Zahl
und Erstreckung diesen ersten gleich
und gleich schnell wie die B. Dann
ergibt sich offenbar, daB das erste B
gleichzeitig am Ende ist wie das
erste I', wenn sie sich aneinander
vorbeibewegen. Es ergibt sich aber,
daB zwar das I" an allen B vorbei-
gekommen ist, das B aber nur an der
Halfte der A, so dal die Zeitdauer
dieser Bewegung nur die halbe ist.
Die gleiche Zeit bendtigt ja ein jedes
von ihnen im Vorbeimarsch an jedem
einzelnen. Zugleich aber ergibt sich,
daB das erste®) B an allen I' vorbei-
gekommen ist, denn gleichzeitig wer-
den das erste I" und das erste B an
den entgegengesetzten Enden sein,
weil beide in der gleichen Zeit an den
A vorbeikommen,

%) Im Text steht ,,die B, was aber keinen Sinn ergibt.
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Man hat vielfach versucht, in diese~vier Beweisgriinde eine Systematik
etwa folgender Art hineinzubringen: In den ersten beiden wird die Annahme
gemacht, eine Raum- oder Zeitstrecke sei unendlich teilbar, in den letzten
beiden dagegen die, die Teilung fithre einmal zu letzten, indivisiblen Teilen.
Diese Systematik ist aber im iiberheferten Text nicht zu finden, sondern erst
von den Kommentatoren hineingebracht. Aristoteles zeigt zwar, dafl die
ersten beiden Aporien auf demselben Grundgedanken beruhen, aber doch nur,
um sie gemeinsam widerlegen zu konnen (,, &67° dvdyxn xal Thv Adaty eivar
v adwv'). Zenon aber setzt die unendliche Teilbarkeit nicht voraus, sondern
er beweist sie durch fortgesetzte Halbierung. Aus der schlichten Tatsache,
daB jede Strecke eine Mitte besitzt, leitet er die Unendlichkeit ab, die er fiir
seinen Beweis braucht. In der zweiten Aporie, dem Achilleus, konstruiert er
in anderer Weise eine unendliche Folge von Augenblicken. Auch in anderen
Zenonischen Aporien wiederholt sich dieses typische Schlufiverfahren: Einer-
seits fithrt die Wiederholung eines bestimmten Schlusses zu einer unendlichen
Folge, andererseits ist eine fertige, ,,seiende” Unendlichkeit nicht denkbar
(vgl. vor allem Fragment 3 bel Diels).

Auch beim fliegenden Pfeil ist die Voraussetzung, da8 die Zeit eine Vielheit
von Momenten sei, nicht im Text der Aporie zu finden, sondern erst in der
Aristotelischen Auflosung. Aristoteles sagt: ,,Die Aporie beruht auf der
Voraussetzung, dafl die Zeit aus einzelnen Jetzt bestehe; wenn das aber nicht
zugegeben wird, wird der ganze Beweis hinfillig.” Diese Bemerkung ist, wie
aus dem ganzen Zusammenhang hervorgeht, als Kritik gemeint, nicht als
Wiederholung einer von Zenon ausdriicklich gemachten Voraussetzung.
»Zenon macht einen FehlschluB“, heifit es ja auch kurz vorher bei der Be-
sprechung derselben Aporie. Das bewuBte Ausgehen von einer falschen Vor-
aussetzung, wie es beim indirekten Beweis immer geschieht, ist (auch fiir
Aristoteles) kein Fehlschlu3. Bei Zenon ist von einer Zerlegung der Zeitspanne
in einzelne Momente, soviel wir wissen, nicht die Rede®).

%) In der Tat kann man nach Calogero, auch ohne eine solche Zerlegung voraus-
zusetzen, Zepon sehr gut verstehen. Fir ihn, wie fiir Parmenides, ist Sein = jetzt sein.
Ein Werden und ein Gewordenes gibt es nicht; das Werden ist mit dem Begriff des
Seins unvertriglich. Von dieser Grundiberzeugung der eleatischen Philosophie kann
Zenon aber bei seiner Beweisfithrung nicht ausgehen, denn sie ist ja erst durch die
Aporie zu beweisen. Wohl aber kann er davon ausgehen, daBB Sein = jetzt sein ist,
denn das liegt fiir ihn in der Wortbedeutung selbst. Da nun der Pfeil im Jetzt nicht
von der Stelle kommt, kann er sich jetzt nicht bewegen. Da er aber immer im Jetzb
ist, muB er danernd ruhen. Diese Deutung hat den Vorteil, daB sie nichts hinein-
interpretiert, was nicht im Arvistotelischen Text ausdriicklich dasteht. Die Wider-
legung des Aristoteles geht von der entgegengesetzten Grundiherzeugung aus, wo-
nach Sein bedeutet Sein in der Zeit. DemgemaB fragt Arvistoteles: Wieso soll
daraus, daBl der Pfeil jetzt nicht von der Stelle kommt, folgen, daB er auch mit
der Zeit nicht von der Stelle kommt? Der Schiuf wire doch nur berechtigt, wenn
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Es ist sehr verstindlich, daB die Philosophen, die sich um die Auflésung
der Zenonischen Paradoxien bemiihten, dabel auf die Frage nach der Natur
des Kontinuierlichen stieen, oder da umgekehrt diejenigen, die die Natur des
Kontinuums bestimmen wollten, genotigt waren, sich mit den Zenonischen
Aporien auseinanderzusetzen. Auch Zenon mag sich iiber das Kontinuum
Gedanken gemacht haben, aber die Bestimmung der Natur des Kontinuier-
lichen war sicherlich nicht das Ziel seiner Beweisfiithrungen, sondern er bediente
sich der Gegeniiberstellung des Zeit- und des Raumkontinuums nur als Mittel,
um eine Unendlichkeit zu erhalten und damit zu einem Widerspruch zu kommen.

Oder sollte es sich anders verhalten mit jenem teilweise authentischen
Fragment, in dem Zenon die raumliche Natur des als Vielheit vorausgesetzten
Seienden untersucht, um zu zeigen, dafl man sich dabei in Widerspriiche ver-
wickelt? Wir geben hier den Text, wie er sich bei Simplikios findet, mit der
Ubersetzung von Kranz unter Beriicksichtigung einer Bemerkung aus der

Rezension von O. Becker (Quellen u. Studien Bd. 4, S.153).

1. Simpl. Phys. 140, 34. 0 3% xata
péyeboc [nimlich &mepov #3aife]
TPOTEPOY XA TA THY aOTHY ENLyelpnotv.
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1. Das der GréSe nach Unend-
liche legte er vorher (vor fr. 3) nach
demselben Beweisgang dar. Er zeigt
zuerst, dafl wenn das Seiende keine
GroBe besitze, es auch nicht sei.
Dann fihrt er so fort: Wenn es aber
1st, so mufl notwendigerweise ein
jeder Teil eine gewisse Grofe und
Dicke und Abstand der eine vom an-
deren haben. Und von dem vor jenem
Legenden Teile gilt dieselbe Behaup-
tung. Auch dieser wird nimlich
Gr6Be haben und es wird ein anderer
vor ihm liegen. Die gleiche Behaup-
tung gilt nun ein fiir allemal®®, Denn
kein derartiger Teil desselben {des
Ganzen) wird die AuBlerste Grenze
bilden, und nie wird der eine ohne
Beziehung zum anderen sein. Wenn
also viele Dinge sind, so miissen sie

die Zeit aus einzelnen Jetzt zusammengesetzt ware. LaBt man das aber nicht
gelten, so entfallt auch die SchluBfoigerung.

9a) Herr Bessel-Hagen macht mich aufmerksam, da8 der Text viel pragnanter
ist: ., Es ist nun ungefahr dasselhe, dieses einmal zu sagen und es immer wieder zu

sagen“.

Er bemerkt dazu, daB hier (vermutlich zum ersten Mal) das Prinzip der

vollstindigen Induktion ausgesprochen erscheint.
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2. Simpl. Phys. 139, 5.
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| notwendig zugleich klein und.gro8
sein: klein bis zur Nichtigkeit, gro8
bis zur Grenzenlosigkeit.

“[ 2. In seiner Schrift, die viele
[ Beweisginge enthilt, zeigt er in
| jedem, da3 wer die Vielheit behauptet,
! sich Widersprechendes sagt. So ist
. einer dieser Beweisginge folgender.
! Er will zeigen, dafl ,,wenn Vieles ist,
| dies zugleich groB und klein sein
{ muf}, und zwar groB bis zur Grenzen-
losigkeit und klein bis zur Nichtig-
keit** [B 1]. Darin sucht er nun zu
zeigen, daBl ein Ding, das weder
GroBe noch Dicke noch Masse be-
sitzt, iiberbaupt nicht sein konne.
Denn wiirde es zu einem anderen
Seienden zugefilgt (so lauten seine
Worte), so wiirde es dieses um nichts
vergr6Bern. Denn wird etwas, was
keine Grofe hat, einem anderen
Ding hinzugefiigt, so kann dieses an
Grofle nichts gewinneny, Und so wére
denn bereits der Zuwachs Nichts.
Wenn ferner durch Abziehen das
andere um nichts kleiner und an-
dererseits durch Zufiigen nicht grofer
werden wird, so war offenbar das
Zugefiigte wie das Abgezogene nichts.
Und dies fiibrt Zenon. nicht aus, um
das Eine aufzuheben, sondern weil ein
jedes der vielen und unendlichen
Dinge GréBe haben mu8. Denn vor
jedem einzelnen, das man nimmt,
mufl stets wieder irgendein anderes
sein wegen der Teilung ins Grenzen-
lose. Dies legt er dar, nachdem er
zuvor gezeigt, daB nichts GroBe be-
sitzt, weil jedes der vielen Dinge mit
sich selbst identisch und, eins ist.

-
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Der Text ist leider etwas dunkel., Wir geben zuniichst die Interpretation
von Hasse und Scholz wieder:

. wenn es zulissig ist, eine Strecke als ein Aggregat von unendlich vielen,
unendlich kleinen Elementarstrecken aufzufassen, so sind zwei und nur zwei
Fille moglich. Entweder haben jene Elementarstrecken eine endliche, von Null
verschiedene GréBe. Dann wird die aus ihnen zusammengesetzte Strecke
unendlich grof} sein miissen; denn ein Aggregat von unendlich vielen Elementar-
strecken von endlicher Grofe iibersteigt jede endliche Strecke. Oder die an-
genommenen Elementarstrecken sind Nullstrecken im strengen Sinne des
Wortes. Dann ist auch die aus ihnen zusammengesetzte Strecke eine Null-
strecke; denn eine Zusammenstellung von Nullstrecken kann immer wieder
nur eine Nullstrecke hefern, gleichviel wie groB die Anzahl der hierbei ver-
wendeten Strecken ist.*

Wo Zenon eine Vielheit von Dingen mit rdumlicher Ausdehnung be-
trachtet, erblicken die Interpretatoren eine Strecke. Wo Zenon (an zwel
Stellen bei Simplikios iibereinstimmend) schreibt ,zugleich klein und grof:
klein bis zur GroBelosigkeit, grof bis zur Unendlichkeit* heiBt es hier ,,ent-
weder Null oder unendlich grof“. Die Behauptung ,,unendlich klein® wird
hier in die Voraussetzung hereingenommen (eine Voraussetzung, die iibrigens
nicht benutzt wird). Die Unendlichkeit der Anzahl, die Zenon erst miihsam
beweist, wird hier ebenfalls als Voraussetzung eingefithrt. Usw.

Vergleicht man ganz phantasielos die beiden Fragmente, so sicht man,
da8 sie sich beide auf dieselbe Beweisfiithrung beziehen. Was bewiesen werden
soll, ist in beiden Fragmenten dasselbe, ndmlich: Wenn Vieles ust, so ust dieses
zugleich klein und grof: klein bis zur Grofelosigkeit, grof bis zur Unendlichkert.
Auch die einzelnen Beweisschritte finden sich in beiden Fragmenten wieder,
nur sind einzelne Teile des Beweises im 1. Fragment, andere im 2. Fragment
ausfiihrlicher dargestellt. Im ersten Beweisschritt wird gezeigt: Jedes von den
Vielen hat, sofern es ein Seiendes ist, auch GroBe. So steht es klar formuliert
in Fragment 1, und niher ausgefiihrt im Fragment 2, Zeile 11~ 28 (Zeile 10—30
der Ubersetzung). Der zweite Beweisschritt will zeigen, dal vor jedem Einzelnen
wieder ein Anderes liegt und so fort ins Unendliche. Er findet sich ausfithrlich
formuliert in Fragment 1, Zeile 9—16 (Zeile 10—19 der Ubersetzung), wihrend
in Fragment 2 Simplikios das Ergebnis nur kurz zusammenfafft: , Denn vor
jedem einzelnen, das man nimmt, mufl stets wieder irgendein anderes sein.*
Dazu kommt der zunichst unklare Zusatz ,,wegen der Teilung ins Grenzen-
lose®, dessen Wortlaut ebenfalls von Simplikios herrithrt, und der daher zu-
nichst auBer Betracht bleiben mége. Im wortlichen Fragment 1 folgt auf den
zweiten Beweisschritt gleich die Formulierung des Endergebnisses. Das st
auch ganz in der Ordnung, denn aus der unendlichen Anzahl der seienden
Dinge und darans, daB jedes Einzelne eine bestimmte Grofle hat, folgt fiir
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Zenon offenbar direkt, daB das Ganze der unendlich vielen Dinge eine unend-
liche Grofe hat.

Im Fragment 1 wird demnach nur die zweite Teilbehauptung, das ,,gro8
bis zur Unendlichkeit’ bewiesen. Das stimmt auch zu der vorausgeschickten
Ankiindigung: ,,.Das der Gr68e nach Unendliche legt er vorher nach demselben
Beweisgang dar.*

Wo bleibt nun der Beweis der ersten Teilbehauptung, des ,klein bis zur
GroBelosigkeit' ? Es scheint, dall dieser Beweis im letzten Satz des 2. Fragmentes
angedeutet ist: ,,nachdem er zuvor gezeigt, dafl nichts GroBe besitzt, weil
jedes der vielen Dinge mit sich selbst identisch und eins ist”. Die Andeutung
ist allerdings so dunkel, daB es mir unmdéglich scheint, daraus einen Beweis
zu rekonstruieren. Vielleicht gehort auch der bisher beiseite gelassene Nachsatz
,-wegen der Tetlung ins Grenzenlose eher in diesen Zusammenhang hinein,
denn durch Teilung ins Grenzenlose wiirde man eventuell auf Teilchen stoflen,
die ,klein bis zur Nichtigkeit** wiren. Jedoch diese Interpretation ist so
unsicher, daB es ratsam scheint, keinerlei Schliisse daraus zu ziehen. Gesichert
sind eben nur die zwel oben herauspriparierten Beweisschritte.

Diese aber geben nicht den geringsten Anhaltspunkt dafiir, daB die Frage
der ,kleinsten Teile” des Seienden irgendwie zur Diskussion stand. Es ist
nur von den ,seienden Dingen®, ithrer Grofe und ihrer Dicke und Abstand
von anderen, aber nicht von ihrer Unteilbarkeit die Rede, auler in dem un-
klaren Nachsatz ,,wegen der Teilung ins Grenzenlose“. Aber sogar dieser
Nachsatz 148t sich nicht so deuten, dafl Zenon von der Annahme der ,,indi-
visiblen Teile* ausgegangen wire, um sie zu widerlegen, denn er beruft sich
ganz im Gegenteil (wenn der Nachsatz echt sein soll) auf die Teilung ins
Grenzenlose.

SchlieBlich noch eines: Wenn die Zenonischen Beweisgriinde den Zweck
hitten, die Zerlegung geometrischer Gr6Ben in kleinste Teile zu widerlegen, so
wire Zenon in diesem Punkte vollig einer Meinung mit Aristoteles, der im
gleichen Buch Z der Physik mit allem Nachdruck darlegt, dal das Kontinuier-
liche nicht aus Unteilbarem bestehen kann (Physik Z 1). Wie wére es dann
zu erkldren, daBl Aristoteles dem Zenon immerfort Jebdog (Physik Z 2) und
napahoytopnds (ebenda Z 9, zweimal) vorwirft und ihn ausfiihrlich zu wider-
legen sucht?

§ 2.
Die Infinitesimalmathematik.

Wenn nun Zenon aber doch die ,,Indivisibilien*’, die unendlich kleinen
GroBen bekampft hitte, konnten die damaligen Mathematiker sich davon
betroffen fithlen? Konnte es dadurch zu einer ,,Grundlagenkrisis* kommen ?

Fragen wir einmal ganz niichtern: In welchen Teilen der klassischen
Geometrie kann man unendlich kleine Grofiep mit Vorteil benutzen? Die
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Antwort: Bei der Berechnung von Rauminhalten, Flicheninhalten und Bogen-
lingen und bei der Konstruktion von Tangenten, Sonst meines Wissens
nirgends.

Fangen wir bei den Tangenten an. Die Tangente eines Kreises ist leicht
genug zu finden, auch ohne Infinitesimalbetrachtungen. Und héhere Kurven
gehorten, soweit sie damals (im 5. Jahrhundert!) schon betrachtet wurden,
zur hdheren Mathematik, nicht zu den Grundlagen. Wenn man ihre Tangenten
noch nicht konstruieren konnte, so war das jedenfalls kein Grund zur Auf-
regung oder gar zu einer Krisis.

Ebenso kann es sich bei der Bogenlinge nur um Kreisbogen, also in erster
Linie um den Kreisumfang handeln. Die einfachsten Inhaltsbestimmungen,
zu denen man Infinitesimalbetrachtungen gut gebrauchen kann, sind die des
Kreises und der Pyramide. Gleichzeitig mit dem Flicheninhalt des Kreises
erhdlt man auch den Kreisumfang, sowie den Inhalt des Zylinders, und mit
derselben Methode wie die Pyramide kann man anch den Kegel behandeln.
Das ist aber auch alles: weiter ist man vor Archimedes iiberhaupt nicht ge-
kommen.

Also im wesentlichen Kreisfliche und Pyramideninhalt. Genau auf diese
beiden Probleme hat man nun auch, wie die ﬁberlieferung lehrt, die Infini-
tesimalmethode angewandt. Berichten doch Aristoteles0) und Simplikios!!)
itber die Kreisquadratur des Sophisten Antiphon, die darin bestand, da8 er in
den Kreis ein regelmafiges Polygon mit immer mehr Seiten einbeschrieb, bis diese
Seiten mit dem Kreisumfang zusammenfielen. Und Archimedes stellt fest12),
daf Demokritos den Satz entdeckt hat, dafl die Pyramide gleich dem dritten
Teil des Prismas auf derselben Basis und mit derselben Hohe ist, allerdings
ohne einen wissenschaftlichen Beweis dafiir zu geben. Es ist nicht ganz klar,
ob die Mitteilung Archimedes’ sich auch auf den Kegel bezieht. Nimmt man
noch den Bericht des Ploutarchos!3) hinzu, nach dem Demokritos die Frage
aufgeworfen hat, ob beim Schnitt eines Kegels mit Ebenen parallel zur Basis
die Flachen der Schnitte gleich oder ungleich seien (im letzten Fall wiirde ndm-
Lich der Kegel treppenformig werden, im ersten Fall hitte er Zylindergestalt),
so wird es wohl sehr wahrscheinlich, dafl Demokritos sich bei seiner Herleitung
des Pyramiden- oder Kegelinhaltes der Methode der Zerlegung in unendlich
diinne Scheiben bedient hat. Ob er die Herleitung selbst als schliissigen Beweis
betrachtet hat, steht nicht fest.

10) Aristoteles, Physica I, 2, 185a, S. 14.

1} Simplicii in Aristot. Phys. comm. ed Diels, 54, 20—55, 11.

12} Archimedes, Ephodos 430,

%) Ploutarchos, De communibus notitiis adversus Stoicos, Scripta Moralia TX
ted Ditbner) 1321. N
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Bekanntlich hat dann Eudoxos die Inhaltsbestimmung der Pyramide
und des Kegels ohne Infinitesimalbetrachtungen exakt durchgefithrti4),
Die Infinitesimalmethode lebte, wenn auch nicht offiziell anerkannt, weiter
und wurde noch vor Archimedes als heuristisches Prinzip benutztis),

Konnte nun jemand vor Demokrit schon den Pyramideninhalt in &hn-
licher Weise bestimmt haben? Dieser Annahme steht zunichst einmal die
bestimmte Mitteilung des Archimedes entgegen. Aber nehmen wir es fiir einen
Augenblick trotzdem an, konnte dann Zenons Kritik gegen diese Infinitesimal-
betrachtung gerichtet sein? Es ist nicht anzunehmen, denn die Zenonische
Schrift hat ganz gewill groBes Aufsehen erregt, und die Herleitung des
Pyramideninhaltes miite durch seine Kritik allgemeine Bekanntheit erlangt
haben. Wie sollte es dann dem Demokrit méglich sein, eine Entdeckung, die
so im Brennpunkt der Aufmerksamkeit stand, fiir seine eigene auszugeben ?

Als letzte Moghchkeit einer Infinitesimalmathematik, gegen die Zenons
Kritik gerichtet sein konnte, bliebe somit nur die Bestimmung der Kreisfliche
und die Herleitung der Beziehung zwischen Kreisfliche und Kreisumfang. Es
bandelt sich also um die Sitze, daf die Kreisfliche proportional dem Quadrat
des Durchmessers und gleich dem halben Produkt aus Kreisumfang und Radius
ist. Diese Sitze konnen in der Tat ,,bewiesen’ werden, indem man den Kreis als
Polygon mit unendlich vielen Seiten betrachtet, und es wire immerhin méglich,
daf eine solche Betrachtung nicht erst von dem Sophisten Antiphon, sondern
schon vor Zenon aufgestellt worden wire. Aber es handelt sich hier um eine
bloBe Moglichkeit, eine reine Phantasiekonstruktion: Nichts deutet darauf hin,
daB es sich wirklich so verhalten hat. AuBerdem gibt es noch Einwinde genug.
Wie kime z. B. Antiphon dazn, eine von Zenon endgiiltiy widerlegte Be-
trachtungsweise von neuem aufzunehmen ?

Nein, das Verhiltnis zwischen Zenon und der Hypothese der Indivisibilien
ist zeitlich und logisch umzukehren. Die Zenonischen Beweisgriinde sind es,
die spitere Denker dazu gebracht haben, eine Zerlegung der geometrischen
GroBen in kleinste Teile anzunehmen, um so den Aporien zu entgehen. So
stellt es die peripatetische Schrift mepl &tépov ypapudv dar, die in ihrem
ersten Teil (Aristoteles Opera II, 968a) die Scheingriinde fiir die Existenz
unteilbarer Linien darstellt und dabei schreibt: , Ferner nétigt der Zenonische
Beweis zur Annahme einer unteilbaren GroBe”. So berichten nach Simplikios18)
auch Alexandros und Porphyrios, dafl Xenokrates durch die Schliisse Zenons
zu der Annahme veranlaft wurde, dafl die wiederholte Teilung einer geo-
metrischen GroBe schlieSlich nach endlich vielen Sehritten zu solchen Teilen
fithren wiirde, die zwar noch GroSe haben, aber nicht mehr geteilt werden

14) Siche Archimedes, De sphaera et cylindro, sowie Euklid, Elemente, Buck 12.
15} Archimedes, Ephodos.
16} Simplicii in Aristot. Phys. 138, 10 und 14Q, 6.
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konnen, also zu Kérperatomen, Flichenatomen und Linienatomen. Ebenso
wie Aristoteles und andere Zeitgenossen scheint also Xenokrates beim Versuch
der Auflosung der Zenonischen Paradoxien dazu gekommen zu sein, die Natur
des Kontinuums zu untersuchen, und kam dabei, soweit die Berichte Vertrauen
verdienen, zum geometrischen Atomismus.

Ebenso ist ja iiberhaupt, nach dem ausdriicklichen Zeugnis des Aristo-
teles?), der Atomismus historisch eine Reaktion auf die eleatische Philosophie,
nicht umgekehrt. Die Schliisse der Eleaten hatten die Realitit von Werden
und Vergehen in Frage gestellt; um nun trotzdem das Werden und Vergehen
in der Sinnenwelt zu erkliren, hat man die Existenz unverginglicher Atome
angenommen, die mit allen Eigenschaften des parmenideischen Kinen aus-
gestattet wurden. Durch dieses Zeugnis ist, wie mir scheint, allen Speku-
lationen iiber einen frithen Pythagoreischen Atomismus, gegen den sich die
eleatische Philosophie richten wiirde, der Boden entzogen.

Aus alledem ergibt sich nun, daB nicht der geringste Anhaltspunkt fur
die Annahme einer Infinitestmalmathematik oder eines geometrischen Atomis-
mus zu Zenons Zeiten vorhanden ist, und daf eine solche Annahme auch in
keiner Weise paflt zu dem, was wir sonst von der Geschichte der Mathematik
und des Atomismus wissen. Folglich werden die Zenonischen Beweisgriinde
auch nicht gegen eine solche Lehre gerichtet sein.

Diese Schiufifolgerung steht mit der auf ganz anderem Wege gewonnenen
des § 1 in vollem Einklang.

Sollte der Leser durch das Vorangehende noch nicht iiberzeugt sein,
sondern doch annehmen, daf die Zenonische Kritik gegen irgendeine Art
von Indivisibilienlehre gerichtet sein konnte, so wird er doch wenigstens das
zugeben miissen, was sich aus den mathematischen Entwicklungen am Anfang
dieses Paragraphen ergibt, ndmlich dafl durch die Zenonische Kritik unméglich
eine Grundlagenkrisis der Mathematik veranlafit werden konnte; denn die
mathematischen Anwendungen der Indivisibilien gehéren nicht zu den Grund-
lagen der damaligen Mathematik, sondern sie konnten sich héchstens auf den
Umfang und die Fliche des Kreises beziehen.

§$3.
Die Krisis des Irrationalen.

Man soll mich nicht miBverstehen: Ich leugne nicht, daBl es eine Grund-
lagenkrisis in der griechischen Mathematik gegeben hat. Ich leugne nur,
daf diese Krisis vom Problem des Unendlichkleinen ausgegangen ist, und daB
Zenon etwas mit ihr zn tun gehabt hat.

¥} Aristoteles, Uber Entstehen und Vergehen, Buch A, Kap. 2.
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Die Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik war nach meiner
Meinung keine philosophische, sondern eine innermathematische Angelegenheit,
und sie hat von der Entdeckung des Irrationalen ihren Ausgang genommen.
Durch die Entdeckung des Irrationalen war man gendtigt, die Auffassung
aufzugeben, dafl alle Strecken durch Zahlen dargestellt werden konnen, eine
Auffassung, die fiir die ganze Struktur der .babylonischen und der frith-
griechischen Mathematik bestimmend war. Man war gendtigt, die Algebra,
die unbekiimmert Strecken und Zahlen durcheinandergeworfen hatte, in
eine geometrische Algebra zu verwandeln und sie von der Zahlentheorie
sauber zu trennen. Man war genotigt, sich nach einer neuen Definition des
Verhiltnisbegriffs umzusehen und neue Beweise fiir die Lehre von den &hn-
lichen Figuren zu suchen.

Zur Begriindung dieser These muf} ich zun#chst an die hochentwickelte
babylonische Algebra erinnern, wie sie in ungebrochener Kontinuitit in den
mathematischen Keilschrifttexten von der frithen Hammurapizeit bis zur
Seleukidenzeit uns entgegentritti8). In diesen Texten sind in der Tat Geo-
metrie und Algebra in der Weise vermischt, daf die Terminologie meistens
der Geometrie entnommen, der Gedankeninhalt aber immer algebraisch ist.
Alle die ,Langen”, ,Breiten”, , Héhen“ und , Flichen®, die in den Texten
vorkommen, sind nicht nur als geometrische GroBen, sondern gleichzeitig
und hauptsichlich als Zahlen aufzufassen, was sich unter anderem darin
zeigt, daB sie ohne Riicksicht auf ihre Dimension addiert und multipliziert
werden19). :

Dieses Wechselspiel: von Geometrie und Algebra setzt die Grundiiber-
zeugung voraus, dafl alle geometrischen Grofien sich durch Zahlen darstellen
lassen. Bel einem leistungsfihigen Zahlensystem, wie es das sumerisch-
babylonische ist, trifft das auch praktisch zu: Jede Strecke 148t sich mit
beliebiger Genauigkeit durch eine sexagesimal geschriebene Zahl darstellen.
DaB man sich unter Umstinden mit einer gendherten Darstellung begniigh

hat, zeigt das Beispiel der babylonischen Anndherung }/ 2~ o

Aber auch das Bruchsystem der griechischen Logistik war reichhaltig
genug, um jede Grofe genihert darzustellen. Daher ist die Hypothese be-
rechtigt, daf man auf den Frithstufen der griechischen Mathematik ebenso
selbstverstandlich wie in der babylonischen jede Strecke als durch eine Zahl
darstellbar angenommen hat. Uberhaupt: DaB man jede Strecke messen
kann, ist fiir das vorwissenschaftliche oder frithwissenschaftliche Denken

18) Siehe vor allem O. Neugebauer, Mathematische Keilschrift-Texte, Quellen und
Studien A3 (1935).

13) Siehe z. B. den Text A 0 8862 (Neugebauer, a.a. 0., S.108) oder Strssbg. 362
{a. a. 0., S.239).
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{auch fiir unsere heutige Schuljugend und fiir die moderne Naturwissenschaft
aufler der Sphire der exakten Mathematik) vollkommen selbstverstindlich.
Der Quellennachweis, den wir weiter unten fithren werden, ist nicht dazu
da, diese Selbstverstindlichkeit fiir das friihgriechische Denken niher zu
erhirten, sondern vielmehr, um festzustellen, zn welcher Zeit das griechische
Denken angefangen hat, die Darstellbarkeit von geometrischen Gréfen durch
Zahlen und damit die universelle Anwendbarkeit der Rechenkunst auf Geo-
metrie zu bezweifeln.

Die Voraussetzungen fiir diesen Zweifel sind erst dann gegeben, wenn
erstens der Anspruch absoluter Genauigkeit an die Geometrie gestellt wird,
und wenn zweitens die Existenz irrationaler Streckenverhiltnisse bekannt
ist; denn wenn alle Strecken rational wiren, wiren sie durch die ganzen und
gebrochenen Zahlen der griechischen Logistik ohne weiteres darstellbar.
Dritiens ist erforderlich, da8 aus der Erkenntnis der Irrationalitit die logische
Konsequenz gezogen wird, daB Strecken nicht universell durch Zahlen dar-
stellbar sind und daher auch nicht ohne weiteres wie Zahlen behandelt werden
diirfen. Die dritte Forderung ist keineswegs iiberfliissig oder selbstverstind-
lich; die meisten Vertreter der abendlindischen Wissenschaft z. B. haben
die Darstellbarkeit von geometrischen GréBen durch Zahlen nie bezweifelt,
obwohl sie mit der Existenz von irrationalen Verhéltnissen bekannt waren und
obwohl man vor Dedekind und Cantor nicht iiber den exakten modernen
Begriff der ,reellen Zahl“ verfiigte. Die griechische Kultur ist meines
Wissens die einzige, die diese logische Konsequenz wirklich vollzogen hat.

Zu welcher Zeit die Entdeckung der Existenz irrationaler Strecken-
verhdltnisse anzusetzen ist, dariiber sind die Historiker geteilter Meinung.
Wihrend Zeuthen bis zuletzt die traditionelle - Auffassung festgehalten
hat, daB Pythagoras oder seine unmittelbaren Schiiler zumindest um die
Irrationalitdt des Verhiltnisses der Quadratseite zur Diagonale gewuBt
haben miissen, nimmt Vogt20), auf gute Quellen gestiitzt, an, dal die Ent-
deckung der Irrationalitit nicht lange vor 400 stattgefunden haben kann.
Wir kénnen diese alte Streitfrage zum Gliick unentschieden lassen, denn worauf
es jetzt ankommt, ist der Nachweis, daB die Konsequenzen aus der Tatsache
der Irrationalitit erst am Anfang des vierten Jahrhunderts gezogen worden
sind. Es 1a8t sich némlich zeigen, da Hippokrates von Chios noch unbe-
denklich den naiven numerischen Verhiltnisbegriff anwendet, und da8 noch
Archytas von Tarent die Anwendbarkeit der Rechenkunst auf geometrische
Probleme nicht bezweifelt, sondern die mit Hilfe der Logistik gefiihrten
Sechliisse fiir voll beweiskriftig, sogar den geometrischen Schliissen an Klar-
heit und Wissenschaftlichkeit iiberlegen halt.

) Vogt, Bibl. Math. (3) 10 (1910), S.97—155.
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Das Archytasfragment spricht fiir sich selbst2l):

ol Soxel & AOYLOTIXX TCOTL TV | Und die Logistik hat, wie es
coglay T&V ptv EAAEv Teyvév ol | scheint, in hezug auf Wissenschaft
oAb Sxgépery, &tap kol TEc yew- | vor den anderen Kiinsten einen recht
petpixdc &vapyeotépw Teaypatsu- | betrichtlichen Vorrang; besonders

codor & Séher ' vor der Geometrie, da sie deutlicher
als ‘diese behandeln kann was sie
Lwill L
xal & &xdeiner ab & yewypetple, | und wo die Geometrie wiederum
xai gmwodeifiag & AoyioTixa EmiTeAel ’ versagt, bringt die Logistik Beweise
| zustande . ..

Das Fragment ist um so bemerkenswerter, als Archytas dem Kreise der
Pythagoreer angehort, und gerade diese es sind, die {nach allen Zeungnissen
itbereinstimmend) die irrationalen Verhdltnisse zuerst ans Licht gebracht
haben.

Die Hippokrates-Stelle, die ich als weiteren Beleg anfithren will, ist
bekannt und findet sich am Anfang des Berichtes des Simplikios iiber die
Méndchenquadraturen des Hippokrates?2). Simplikios zitiert hier ,,wortlich®
(xate AéEwv) Eudemos’ Geschichte der Geometrie, aber mit erlauternden
Zusitzen von Simplikios selbst, ,,von der Erinnerung an die Elemente Euklids*
her (&md t¥¢ Tdv Edxdeldov Zroryeiomv dvapviosws). Es heit dann an
einer Stelle:

&6 yap ol xbHAOL TTpog EARTAOUG Denn wie sich Kreise zueinander
Eyovaty, oBTwg xal t& Spotu Tufata. | verhalten, so verhalten sich auch die
Buore yép Tpfuatd ot Te 0 «d7d | dhnlichen Segmente. Ahnliche Seg-
pépoc &vta Tob xbxhov, ofov, fwi- | mente nimlich sind die, die denselben
wbxhov fuxvihiey xal Torrnuéotov | Teil des Kreises ausmachen, wie z. B.
TPLTYROPL . | Halbkreis zu Halbkreis. oder Drittel-

| kreis zu Drittelkreis.

Es fragt sich nun, ob diese Stelle wortlich aus Eudemos entnommen
ist, oder einen Zusatz von Simplikios darstellt. Rudio und Zeuthen halten
die Stelle fiir eudemisch, Tannery und Becker dagegen fiir einen Zusatz.
Nun hat aber Dyksterhuis?3) neuerdings auf Grund einer Uberlegung, die ich
fiir itberzeugend halte, die eudemische Herkunft der Stelle dargetan. Dykster-
huis weist nimlich erstens darauf hin, dafl Simplikios, wo er zur Erliuterung
Definitionen anfiihrt, diese immer aus Euklid schopft. Er zitiert auch etwas
spiter die euklidische Definition der dhnlichen Segmente als solche, die gleiche

21} Siche Diels-Kranz, Die Fragmente der Vorsokratiker, Fragment B 4.
22) Simplicii in Arist. Phys. libr. quattuor comment., ed. Diels, S. 61, Berlin 1882.
Oder F. Rudio, Der Bericht des Simplicius iiber die Quadraturen, S. 48. Leipzig 1907.
#3) E. J. Dyksterhuis, De Elementen van Euklides I, 8. 35. Groningen 1829.
Mathematische Annalen. 117. 11
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Winkel enthalten; warum sollte er dann kurz vorher eine andere, vom nach-
euklidischen Standpunkt weniger prézise Definition einschalten? Das. zweite
Argument ist, daB die Ausdrucksweise t0 ad70 pépoc bei Euklid konsequent
nur fiir Zahlenproportionen und nur in den arithmetischen Biichern benutzt
wird (und dann noch mit einem Zusatz: 10 adto pépog ¥ mx adra péew).
Fiir die Verhiltnisgleichheit allgemeiner Groflen hat Euklid immer andere
Ausdriicke (&vdhoyov oder adtov Adyov oder d¢ mpds . .. obrwg mpde). Daher
wiirde Simplikios, der seine Geometrie-Kenntnisse in erster Linie aus Euklid
schopft, und der unmittelbar vor dem Hinschreiben der fraglichen Stelle
noch in seinem Fuklid geblattert haben mufl, von selbst nie dazu kommen,
den ungenauen Ausdruck 76 «dtd0 pépog zu benutzen.

Uberhaupt weist der Ausdruck 6 adtd pépoc deutlich auf eine alter-
tiimliche (vor-eudoxische) Definition des Proportionsbegriffes hin. Die Pro-
portion a:b=c¢:d bedeutet nach dieser alten Auffassung, da8 o ,,derselbe
Teil“ (z. B. die Hilfte oder ein Drittel) von b ist wie ¢ von d. So tief ver-
wurzelt war diese numerische Auffassung des Verhiltnisbegriffs, da8 noch
Eudemos sie bedenkenlos von Hippokrates iibernommen oder sogar (das
kann man nicht entscheiden) von sich aus hingeschrieben hat.

Es zeigt sich also, daB Hippokrates in seinen (iibrigens sehr exakten)
Untersuchungen den naiven numerischen Verhiltnisbegriff benutzt, und da8
sogar noch Archytas die Rechenkunst der Geometrie voranstellt und logisti-
sche Beweismittel in der Geometrie zulaBt.

Wenige Jahrzehnte spater hat sich das Blatt bereits gewendet: Theaitetos
entwickelt seine Klassifikation der irrationalen Strecken, und bei Plato ist
das Verhiltnis zwischen Logistik und Geometrie vollstindig umgekehrt. Die
bisherige Logistik ist als Wissenschaft verpont, die geometrischen Schliisse sind
die wahren Vorbilder exakter Beweisfithrung. Bei Euklid ist die Algebra
vollends aus dem Bereich der offiziellen Geometrie verbannt und darf nur
in geometrischem Gewande, dls Flichenrechnung oder ,,geometrische Algebra®,
ihr Dasein fristen.

Es ist Zeuthens groBes Verdienst, die latente algebraische Komponente
in der klassischen griechischen Mathematik, wie sie in den Biichern IT und VI
der Elemente und in den Kegelschnitten des Apollonius zu finden ist, auf-
gedeckt zu haben; von ihm stammt der bezeichnende Name ,,geometrische
Algebra*. Neugebauer?t) aber hat den historischen Zusammenhang zwischen
der babylonischen und der griechischen Algebra nachgewiesen. Er zeigt
nimlich, da8 die elliptische und hyperbolische Anpassung bei Euklid, Buch VI
{Prop. 28 und 29) vollstiindig zu erkliren sind als geometrische Verkleidungen
der altbabylonischen Lésungsformeln fiir quadratische Gleichungen.

#) Q. Neugebaner, Zur geometrischen Algebra, QueHen u. Studien 3 (1936),
8. 245—260.
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Die Normalformen nimlich, anf die in der babylonischen Mathematik
alle quadratischen Probleme zuriickgefiihrt werden, sind Gleichungspaare
in zwei Unbekannten:

2y =1, (ey =F,
(I) {z-{—g:a; (H) liv-—y:_—.a,_
Die babylonischen Losungsformeln heiflen
QA /LY B _ Ty e
O =5 V(577 a =5 Fr=s.

Die Euklidischen Flichenanlegungen nun stellen, im einfachsten Falle
der Anlegungen mit quadratischem Exzefl oder Defekt, ebenfalls das Problem,
ein Rechteck von gegebener Fliche xy = F zu errichten, dessen eine Seite z
eine gegebene Strecke a teilweise bedeckt oder iiber ¢ hinausragt, mit einem
Defekt oder Exze8 gleich y (also mit  — ¢ —y bzw. z = a + y). Und die Losung
besteht, (genau wie die babylonische) darin, daB die Flache ()" -— F baw.

(-‘1)2 + F in ein Quadrat verwandelt wird, dessen Seite w vermoge

2
a;::—g#—}—w zzw—!—%
13 “ bzw. (II) u
y=g % y=v—3

die Losung des Problems ergibt.

Die Formulierung bei Euklid ist etwas allgemeiner, indem dort statt
eines Rechtecks ein Parallelogramm mit vorgegebenem Winkel, und statt
eines Quadrates ein Parallelogramm von vorgegebener Form verwendet wird.
Der vorhin behandelte Spezialfall hat aber sicherlich den Ausgangspunkt
gebildet, wie man aus den Figuren zu Buch II, Prop. 5 und 6 ersehen kann,
die das Prinzip dieser speziellen Flichenanlegung schon enthalten.

Zusammenfassend konnen wir sagen: Die Entdeckung der Irrationalitit
zwang diegriechischenMathematiker am Anfang des viertenJahrhunderts,ihreAl-
gebra, die eine Fortbildung der babylonischen Algebrabildete, vonihrem numer:-
schen Ausgangspunktloszulésen und in eine geometrische Algebra zu verwandeln,

Den Zeitpunkt und den Schauplatz dieser Umwandlung kénnen wir
noch niher bestimmen. Das 10. Buch Euklids, das die Klassifikation der
Irrationalititen behandelt, und das damit unmittelbar zusammenhiéingende
13. Buch iiber die regulidren Polyeder werden aus guten Griinden allgemein
dem Theaitetos zugeschrieben. Das 10. Buch benutzt aber durchweg die
geometrische Algebra, wiahrend es von der Eudoxischen Proportionenlehre
weitgehend unabhingig ist. Man kann nun nicht gut annehmen, da Theaitetos,
der sich gerade mit dem Begriff der Irrationalitit so griindlich befafit hat,
die alte naive Algebra bedenkenlos auf irrationale Strecken iibertragen hat.
Also muBl Theaitetos die geometrische Algebra entweder selbst geschaffen
oder von einem anderen iibernommen haben.

11#
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Proklos berichtet in seinem KEuklid-Kommentar (ed. Friedlein, S. 419)
unter Berufung auf Eudemos, da8 die parabolische, hyperbolische und ellip-
tische Flichenanlegung Erfindungen der Pythagoreer sind, und daf diese
alten, gotterdhnlichen Ménner jene Konstruktionen mapafory;, Omepfory)
und Z\ewfrs nannten, welche Namen spiter auf die entsprechenden Kegel-
schnitte iibertragen wurden. Diese Nachricht 1aBt zwelerlei Deutung zu.
Entweder die Pythagoreer haben tatsichlich die algebraische Losungsformel
der quadratischen Gleichungen ins Geometrische iibertragen und sind somit
als Schopfer der geometrischen Algebra zu betrachten®®). Oder sie haben nur
die algebraische Losungsformel iiberliefert, und die Ubersetzung ins Geo-
metrische 1st das Werk eines spateren Forschers, etwa eines Zeltgenossen von
Theaitetos. Dann kann man sich doch gut denken, daBl dieser Forscher sich
dessen bewufit war, daBl die geometrischen Konstruktionen im Wesen mit
den algebraischen, den Pythagoreern lingst bekannten algebraischen Regeln
identisch waren, und dafl er diese Wesenidentitit so ausgesprochen hat, daf§
die spatere Geschichtsschreibung daraus eine vollige Identitdt gemacht und
die geometrischen Konstruktionen selbst den Pythagoreern zugeschrieben hat.

Wie dem auch sei, jedenfalls werden wir die Pythagoreer als Vermittler
der altbabylonischen Algebra an die griechische Welt zu betrachten haben,
genau so wie sie ja auch den altbabylonischen ,,Pythagoreischen Lehrsatz‘‘ in
ihrer Tradition-iiberliefert hatten. Sollten sie selbst schon aus dieser Algebra
eine ,,geometrische Algebra® gemacht haben, so kann diese Verwandlung
doch, nach dem was wir gesehen haben, nicht gut vor Archytas ithren Ab-
schlufl gefunden haben. Hatten nimlich die Pythagoreer zu Archytas’ Zeiten
schon eine geometrische Algebra gehabt, wiren sie also im Stande gewesen,
wie Euklid und Apollonius, algebraische Schliisse durch rein geometrische
zu ersetzen, so wire des Archytas Ausspruch iiber die Logistik, die ,,Beweise
zustande bringt, wo die Geometrie versagt, génzlich unverstindlich. Aber
es scheint iiberhaupt recht unwahrscheinlich, daBl die Pythagoreer die Ur-
heber der Geometrisierung der Algebra waren, wo doch ihr ganzes Streben
(soviel wir wissen) umgekehrt darauf ging, die Mathematik und Musik soweit
als moglich zu arithmetisieren.

Eher wird die Geometrisierung der Pythagoreischen Mathematik in dem
Augenblick erfolgt sein, als diese von dem Kreis um Plato aufgenommen
und assimiliertt wurde. Der platonische Dialog Theaitetos gibt eine recht
anschauliche Schilderung, wie die Berithrung zwischen diesen beiden Kultur-
kreisen zustande kam; wenn auch die historischen Einzelheiten nicht genau

2a) Es kann sich dabei nach dem Vorangehenden nur um spiatere Pythagoreer
(kurz vor Theaitetos) handeln. Man konnte z. B. an Theodoros von Kyrene denken.
Die Worte des Theaitetos im Platonischen Dialog: ,,Theodoros entwarf eine Ze:chnung
von Quadraten* deuten ja auf eine Art geometrische Algebra hin. -
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zuzutreffen brauchen, so wird Plato doch das Wesentliche richtig getroffen
haben. Der Pythagoreer Theodoros von Kyrene kam also nach Athen und

hielt dort einen Vortrag, in dem die Irrationalitit von V3, V5 usw. bis ¥17
bewiesen wurde. Der junge Theaitetos reagierte darauf mit einer genauen
Begriffsbestimmung und Klassifikation der irrationalen Strecken, die wir
im 10. Buch Euklids vollendet wiederfinden. Die einzelnen Stufen, die bis
zu dieser Vollendung durchlaufen werden mufiten, schildert uns Plato nicht,
aber sie lassen sich aus der mathematischen Notwendigkeit erschliefen. Fiir
die Begriindung seiner Klassifikation der Irrationalititen brauchte Theaitetos,
wie wir sahen, algebraische Methoden. Diese gab es nun zwar, aber sie waren )
legitim nur auf Zahlen anwendbar, nicht auf irrationale Strecken. Also
muBte die Algebra zuerst geometrisiert werden, was in der Tat mit Hilfe der
Flachenrechnung gelang.

Bei den hohen Anspriichen an die Exaktheit der Beweisfithrung, die
man in diesem Kreise stellte, trat auch bald die Unbaltbarkeit des naiven
Verhéltnisbegriffs, den wir oben bei Hippokrates noch gefunden haben, ans
Licht. Wiederum waren es die irrationalen Verhiltnisse, an denen er scheiterte.
Damit wurde aber einer der Grundpfeiler des bisherigen Lehrgebiudes der
Mathematik (das wir uns etwa in den Elementen des Hippokrates verkorpert
denken konnen) verbesserungsbediirftig. Nur ein Teil der damaligen Mathe-
matik (etwa der Inhalt der ersten vier Biicher Euklids) lieB sich ohne den
Verhiltnisbegriff begriinden. Die endgiiltige Rettung brachte bekanntlich die
Proportionenlehre des Eudoxos, die im 5. Buch der Elemente dargestellt ist.
Es hat aber, wie Zeuthen %) und Becker26) an Hand einer Aristoteles-Stelle27)
gezeigt haben, sehr wahrscheinlich eine dltere Verhiltnislehre gegeben, die auf
dem Begriff der wechselseitigen Wegnahme (Gvravaipeotic oder dvbupaipesic)
beruht, und die ebenso wie die Eudoxische Proportionenlehre sowohl rationale
als irrationale Verhiltnisse exakt zu behandeln gestattete.

Die Grundlagenkrisis des anfangenden vierten Jahrhunderts verlief dem-
nach in der Weise, daB die Kritik der alten Grundlagen mit der neuen Grund-
legung Hand in Hand ging. Daher ist es auch zu keiner Erschiitterung des
Lehrgebsudes, zu keiner Skepsis in bezug auf die Sicherheit dermathematischen
Schliisse gekommen. Die Konstruktion der reguliren Kérper durch Theaitetos,
die bewundernswiirdigen Inhaltsbestimmungen des Eudoxos und so viele
andere Spitzenleistungen bewirkten, daB die Mathematik dieser Zeit den
Zeitgenossen nicht als kriselnder Kranker erschien, sondern mit Recht als
eine der grofartigsten Schopfungen des griechischen Geistes gewiirdigt wurde.
%) H. G. Zouthen, Skrifter Ak. Kopenhagen 1917. Vgl auch E. J. Dyksterhuis,
De Elementen van Euklides I, S. 70£f.

26) 0. Becker, Quellen u. Studien 2 (1933), 8. 311—333.

27) Aristoteles, Topica VII, 3, 8. 158b, 29.
(Eingegangen am 4. 11.1939.)
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