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VII. Die Avithmetik des Pythagoras.

leh komne vun zun eweiten Hauplihedl der Mathematik, zuy
Acithmetik im weitesten Sinne des Wortes, in welehenr sie so-
woll das eigentliche Rechnen als div Zahlentheorie nmfasst,  Die
Griechen zwar bezeichueten onr den detzteren ‘Cheil als Avithetik,
fir die  ersteven Methoden besassen sie den Naten der Logistib.,
leh ~liahe schon  fraber die Wiege dieser Kenntmisse nach Baby -
don verlegl,  Teh will die Hhauptstellen,  die datine sprechen,  bier
nochmals  anfitbren.  Povphyrins 72y giehbt freilich Phonikien als
Heimathland der Recheukunst an. Alletn cinmal ist es woll wig- \
lich, ja sogar wabrscheinlich, dass auch bei diesem Handelsvolke die
Rechenkunst eine weil vorgeschreitiene war, wnd dass Pythagorvas
bei seinem Aufenthalte in Sidon schon die ersten Anlange derselben
kennen lermte. Dann aber war der phonikiscli-habylonische Ver-
kelie ein so reger, dass Ueberivagung von demn cinen Lande nach
dem anderen fast nothwendig war. Auch Proclus schreibt vielleicln
mit Bezichung uu\' die Stelle  des Porphyr den Phonikern diesclbe
Ertindung zu. ' %)
handenen Methoden der Asteanomie uach Babylon, #%) und - ehen-

Theon hingegen verelegl den Lspring dey vor-

dahin verweisen die Quellen e bestonite Sitze. Allerdings sind
deren .weniger angegeben als Sitze der Geometrie, Diese mutheten
den plastischen S der Gerechen miehe an uud fndeu schion dess-
halb weitere Ausbildung, wiewohl auch noch weiters Grinde dazu
mitwirkten, von denen nachher die Rede sein soll.

leh habe friber darsal hggewiesen, wie das Reclinen eine
kaufmannisch-praktische Erfindung sei, welche erst in
aweiter Linie zur Theorie sich erhob.  Dasselbe berichtet Ari-
stoxenus. ' 19¢) | hie Zahlenlehre, sagt er, scheint Pythagoras am



VH. Die Arithmetik des Pythagoras.

Ich komme nun zum zweiten Haupttheil der Mathematik, zur
Arithmetik im wéitesten Sinne des Wortes, in welchem sie so-
wohl das eigentliche Rechnen als die Zahlentheorie umfasst. Die
Griechen zwar bezeichneten nur den letzteren Theil als Arithmelik,
far die ersteren Methoden besassen sie den Namen der Logistik.
Ich habe schon friher die Wiege dieser Kenntnisse nach Baby-
lon verlegt. Ich will die Hauptstellen, die dafiir sprechen, hier
nochmals anfihren. Porphyrius 172) giebt freilich Phonikien als
Heimathland der Rechenkunst an. Allein einmal ist es wohl még-
lich, ja sogar wahrscheinlich, dass auch bei diesem Handelsvolke die
Rechenkunst eine weit vorgeschrittene war, und dass Pythagoras
bei seinem Aufenthalte in Sidon schon die ersten Anfinge derselben
kennen lernte. Dann aber war der phénikisch-babylonische Ver-
kebr ein so reger, dass Uebertragung von dem einen Lande nach
dem anderen fast nothwendig war. Auch Proclus schreibt vielleicht-
nit Beziechung auf die Stelle des Porphyr den Phonikern dieselbe
Erfindung zu.'3®) Theon hingegen verlegt den Ursprung der vor-
bandenen Methoden der Astronomie nach Babylon, 23) und eben-
dahin verweisen die Quellen fiir bestimmte Satze. Allerdings sind
deren weniger angegeben als Sitze der Geometrie. Diese mutheten
den plastischen Sinn der Griechen mehr an und fanden schon dess-
halb weitere Ausbildung, wiewohl auch noch weitere Griinde dazu
mitwirkten, von denen nachher die Rede sein soll.

Ich habe friher darauf hingewiesen, wie das Rechnen eine
kaufmannisch-praktische Erfindung sei, welche erst in
zweiter Linie zur Theorie sich erhob. Dasselbe berichtet Ari-
stoxenus. 173)  Die Zahlenlehre, sagt er, scheint Pythagoras am
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meisten werth gehalten und hauptsichlich dadurch weiter gefordert
zu haben, dass er sie aus dem kaufminnischen Geschiftsbediirfnisse
herauszog, und alle Dinge unter der Form der Zahl betrachtete.”
So kam man, wie ich gleichfalls schon andeutete, von der arith-
metischen und geometrischen Proportion, welche das tigliche Be-
diirfniss sicherlich schon frihe bekannt gemacht hatte, auch zur
harmonischen Proportion, deren Interesse ein rein theoretisches ist.
Pythagoras lernte sie bei den Babyloniern kennen, 37) und brachte
sie von dort mit nach Hause. Wir kdnnen aber wohl mit Bestimmtheit
annehmen, dass dieses Kennenlernen nur von. der fiir Pythagoras
neuen Form gilt, in welche die wissenschaftliche Proportionen-
lehre der Babylonier gekleidet war. Den Gegenstand kannte er zum
grossen Theil schon aus Egypten ber, wie ich im vorigen Kapitel
zu zeigen suchte. Was lag da ndher, als dass er nun auch das
dem Inhalte nach Neue in die gewohnte geometrische Betrachtungs-
weise ibersetzte? Bei der Proportionenlehre war eine solche Ueber-
setzung verhiltnissmissig am leichtesten, wie denn auch Theon von
Smyrna uns ein Beispiel 1 7¢) in der Aufsuchung des geometrisches
Mittels aufbewahrt hat. Aber auch die sonstigen arithmetisches
Sitze liessen sich in gleicher Weise versinnlichen, und so bildete
sich zum didaktischen Gebrauche jene iberaus eigenthémliche
geometrisch aufgefasste Arithmetik, wie sie in den Ele-
menten des Euclid, also auch wohl in den ihm vorhergehenden
Elementenbiichern vorhanden ist. Hierin liegt der zweite Grund,
warum bei den Griechen die Geometrie weiter entwickelt war als die
Arithmetik. Sie enthielt diese letztere mit. Man erkannte als be-
wiesen in der Regel nur das an, was sich auch zeichnen liess, dessen
Construction bereits dem Auge die Wabrheit des zu Bestitigenden
klar machte. Das war freilich viel - bequemer und zugleich viel
fasslicher. Das erforderte nicht einen solchen Grad von Abstrac-
tion, wie wenn man die Zahlen ohne sinnliche Grundlage mit ein-
ander in Verbindung bringen wollte. Zu dieser letzteren Hohe ver-
mochten sich denn auch nur wenige ausnahmsweise befihigte Gei-
ster za erheben, und deren Werke sind es, welche in den arith-
metischen Schriften der beiden Zeitgenossen Nicomachus und Theon
von Smyrna, und vor Allen des letzten und grdssten Analytikers
Diophant aus der Mitte des 4.Jahrhunderts uns erhalten sind. Ni-
comachus muss sogar, und auch das wurde schon erwdhnt, als
Quelle statt des Pythagoras dienen, 58) weil er die Zahlenlebre, wie



sie Pythagoras zuerst darstellte, spiter nur weiter ausfiihrte. Manche
arithmetischen Schriften mogen verloren gegangen sein, so beson-
ders eine Schrift des Archimed, im Ganzen haben aber wohl nur
wenige Schriftsteller dieser Richtung existirt, wie ich soeben erliu-
terte. Ich weiss nicht, ob ich als Unterstitzung dieser Ansicht an-
fahren darf, dass, wie am Anfange des vorigen Kapitels angegeben
wurde, Theopbrastus von Lesbos der Geschichte der Geometrie 4
Biicher widmete, wihrend er die Geschichte der Arithmetik in nur
einem Buche behandelte.

Ich befirchte kaum, dass man meinen Ausfihrungen dber
Ursprung und Inhalt der Arithmetik entgegenhalten werde, dass
auch die Egypter rechneien, wie Plato?7+) und Herodot 2!) beur-
kunden, und zwar wenn wir dem Ersteren glauben seit undenk-
licher Zeit. Denn der Gott Theuth habe zuerst die Zahl und das
Rechnen erfunden sowie die Mess- und Sternkunde, das Brett- und
Wiirfelspiel, ja auch die Buchstaben. Das blosse Rechnen ist noch
lange keine wissenschaftliche Arithmetik und nur dieser mochte ich
die innerasiatische Herkunft wahren.

In ibr selbst sind zwei Richtungen nicht zu verkennen, eine
algebraische, wenn ich mich so ausdricken darf, und eine
tahlentheoretische. Jene ging darauf hinaus, unbekannte Gros-
sen zu berechnen. Sie war der zunichst aus der Praxis hervor-
gegangene Zweig, und ihre schonste Bliithe sehen wir sie bei einem

~ unmittelbaren Schiller des Pythagoras, bei Thymaridas '?3) treiben.
' Durch eigenthimlichen, nicht recht deutlichen Zufall nennt auch
Jamblichus diese Methode eine Blithe, ein Epanthem. Der
Wortlaut der- Auseinandersetzung ist folgender: ,Wenn gegebene
und unbekannte Grossen sich in eine gegebene theilen (d. h. zu-
sammengenommen dieser gleich sind) und eine von ihnen mit je-
der andern zu einer Summe verbunden wird, so wird die Summe
tller dieser Paare nach Subtraction der urspriinglichen Summe bei
trei Zahlen der zu den iibrigen addirten ganz zuerkannt (gleich ge-
setzt), bei vieren deren Hilfte, bei finfen deren Drittel, bei sechsen
deren Viertel u.s.f* In inoderner Sprache und den Zeichen der
Algebra besteht also das Epanthem des Thymaridas in folgender Regel :
Kennt man die Summe S von n Grossen & + y, + Yo + .. Yn—1
o wie die Summen der ersten Grosse x mit jeder einzelnen fol-
genden o+ y, =3, T+ Y =8,-.-T + Yn—1 = 81, S0 wird
die Vereinigung aller dieser Partialsummen, wenn die Hauptsumme
Cantor, math. Beitr. 1
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davon abgezogen wird, zur Auffindung von =z dienen: néamlich
8+ 8% +..4 sp1— S=(n—2)x. Nesselmann, dem ich diese
ganze Stelle eutnehme, beweist die Richtigkeit seiner Auffassung
noch dadurch, dass sie an den beiden von Jamblich itgetheilten
Beispielen die Probe besteht. Er fiihrt ferner noch die bedeutungsvolle
Thatsache an, dass die Benennung der gegebenen und der unbekannten
Grosse 17°) genau dieselben sind, welche bei Diophant sich wiederfinden.
Eine zweite Richtung, welche in der pythagorischen und also
auch wohl in der babylonischen Arithmetik zu Tage tritt, ist die
zahlentheoretische, welche die Eigenschaften der Zahlen an und fir
sich ins Auge fasst, wie Proclus'77) sich ausdrickt, d. b. also, um
mit einem modernen Schriftsteller ' 73) zu reden, Eigenschaften
welche von dem Zahlensysteme unabhingig sind. Beweisend dafir,
dass diese Richtung nicht nur schon vorhanden, sondern zu einer
Vollkommenheit ausgebildet war, welche den gewdhnlichen Ansich-
ten auch von Mathematikern sehr widerspricht, ist zumeist die-
Arithmetik des Nicomachus in dem derselben oben beigelegten Sinne
und die von ibr nur sehr wenig verschiedene Arithinetik des Theon
von Smyrna. Summirung von arithmetischen Reihen, sogenanute
figurirte Zahlen finden sich weitliutig und, was mehr sagen will,
mit richtigen Resultaten abgebandelt. Ausserdem sind die recht
eigentlich zahlentheoretischen Begriffe der graden und ungraden
Zahlen, der Primizahlen und zusammengesetzten Zahlen, ja sogar der
vollkommenen Zahlen aufs Deutlichste auseinandergesetzt. Mag
auch, wie ich friber zugab, Vieles davon dem Nicomachus angehd-
ren, fir dessen Bedeutsamkeit ja gerade schon die Form seiner
Schrift angefihrt werden konnte, seine Unterscheidungen sind echt
pythagorisch. Wenigstens sagt Aristoteles '7%) in der sogenannten
pythagorischen Kategorientafel, diese Schule besitze zehn
Paar Elementarbegriffe: das Endliche und Unendliche, das Ungrade
und Grade, das Eine und Viele, das Rechte und Linke, das Minn-
liche und Weibliche, das Ruhende und Bewegte, das Grade und
Krumme, das Lichte und Dunkle, das Gute und Bose, das Quadrat
und die Heteromekie. Die beiden letzten Ausdriicke, welche sich
als die wichtigsten ergeben, bleiben noch naherer Erklirung vor-
behalten, aber auch unter den friiheren Gegensitzen erscheinen
solche, wie sie vorausgeselzt werden miissen. Noch sicherer wird
die altpythagorische Kenntniss jener ziemlich absiracten Dinge durch
Vergleichung einer Stelle des Thymaridas, welche behauptet, 3 89)




— 99 —

dass Primzahlen immer gradlinig seien, weil sie allein sich nicht als
Flichen, d. h. als Producte darstellen lassen, und eine weitere Stelle
des Timius, welche nur verstanden werden kann, wenn man zu de-
ren Erklirung einestheils die geometrische Proportion, anderntheils den
Begriff der Primzahl und zusammengesetzten Zahl geometrisch nach-
gebildet in Anwendung bringt. Die betreflfende Stelle hat nimlich
ihrem Wortlaute nach etwa den Sinn:'8!) um mit zwei Flichen
eine geometrische Proportion anzusetzen, deren dussere Glieder sie
sein sollen, geniige es eine dritte Fliche als geometrisches Mittel
anzuwenden; sollen aber zwei Korper die dusseren Glieder einer
geometrischen Proportion sein, so miisse man zwei von einander
verschiedene innere Glieder annehmen, weil ein geometrisches Mit-
tel nicht existire. Dem ersten Anscheine nach ist dieser Ausspruch
widersinnig, da man keinen Grund sieht, warum die Proportion
a:b=Db:c, welche richtig ware, wenn @ und c¢ Flichen bedeuten,
plotalich falsch werden soll, wenn dieselben Zahlen die Bedeutung
von Korpern annehmen. Da uns nun Timaus nicht daran gewdhnt
hat, an sich Verkehrtes in seinen Sitzen zu finden, wenn auch
Manches unseren heutigen Anschauungen widerspricht, so muss
wohl den gebrauchten Wortern noch ein anderer tiefer liegender
Sinn zukommen, der zu ermitteln gesucht werden muss. In der
That ergiebt sich derselbe, wenn wir statt Flichen Flichenzahlen,
statt Korper Korperzahlen lesen, und uns Folgendes in’s Gedicht-
niss einpriagen. Die Primzahlen heissen bei den Mathematikern, von
. denen hier gesprochen wird, linear, weil sie in keine Factoren wei-
ter zerlegbar fir sich allein betrachtet werden miissen, wie die
grade Linie nur nach einer Richtung hin sich erstreckt.1f?) Solche
lahlen, welche in zwei Factoren zerlegt werden konnen, heissen
dagegen Flichenzahlen, weil wan sie als Product einer Linge und
einer Breite betrachten kann.!83) Sind beide Factoren lineare
Zablen, so hat man es mit Flichenzahlen i engeren Sinne zu
thun, welche nur in einer Weise in Factoren zerlegbar sind, und
selbstverstindlich ist dabei kein wesentlicher Unterschied, ob die
beiden Factoren identisch sind oder nicht; nur werden dem Na-
men nach die Quadratzahlen von den Rechteckszahlen getrennt.
Das Product dreier Factoren wird alsdann Korperzahl genannt, weil
bei der Ausmessung der Korper solche dreifache Multiplication auf-
tritt, und wieder hat man hier andere Namen, je nachdem die Fac-
toren alle identisch sind oder nicht; im ersteren Falle sind die
T%
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Zahlen Kubikzahlen. '®4) Ferner unterscheiden wir wieder Kor-
perzahlen im engeren Sinne, wenn simmtliche Factoren Primzah-
len sind, die Zerlegung also nur in einer Weise erfolgen kann.
Denken wir uns nun mit Martin, dessen Erklirung sicherlich auch
hier das Wahre getroffen hat, die Flichenzahlen uud Primzahlen, von
denen Timius spricht, seien solche im engeren Sinne des Wortes,
und zwar sollen die zwei gegebenen unter sich theilerfremd sein,
was mit der Natur der Dinge, die sie darstellen (Erde und Feuer)
weit mehr ibereinstimmt, als wenn diese Bedingung nicht statt-
finde. Jetzt wird der Sinn leicht verstindlich. - Sind némlich
a, b, ¢, d, e, [ lauter Primzahlen, und zwar die drei ersten von
den drei letzten verschieden, so kann man zwischen den beiden
Flichenzahlen a.b und d.e das geometrische Mittel ya.b.d.e
wirklich darstellen, so oft a =— b und d = e. Dann heisst es nim-
lich ya*.d* = ad und die verlangte Proportion ist a%:a.d
= @a.d: d*>. Nehmen wir dagegen die beiden Korperzahlen
@a.b.c und d.e.f, so lisst deren geometrisches Mittel
Wa.b.c.d.e. [ sich nicht rational darstellen, sich also auch nicht
genau angeben, mag man nun a, b, ¢ und d, ¢, f je unter sich als
identische Factoren annehmen oder nicht. Desshalb sagt Timéus,
ein geometrisches Mittel existire hier nicht. Wohl aber lassen zwei
mittlere Glieder sich darstellen, um die Proportion zu erginzes,
wiez.B.o.b.c:a.b.d=c.e.f:d.e.f und auch dieses stimmt
sonach mit der Rede des Timius @berein. Damit scheint nun aber
unwiderleglich festgestellt, dass die Schule des Pythagoras die hier
auseinandergesetzten Kenutnisse ibr Eigenthum nennen darf.

Und nun bleibt bei dieser Voraussetzung, und bei der weite-
ren Thatsache, dass von einer griechischen Aritbmetik vor Pyths-
goras nirgends die Rede ist, nur die eine Wahl offen: Entweder hat
Pythagoras die ersten Ringe zu dieser ganzen Kette von Satzes
selbst gebildet, oder aber er hat sie von einem anderen Orte mit-
gebracht, und das konnte nur von Babylon her sein. Fast m
hoch miisste man aber die Intelligenz eines einzelnen Mannes stel-
len, welcher neben so vielem Anderen, das authentisch auf ihn sich
zuriickfiihrt, und wovon ich hier nur noch die mathematische Mu-
sik 1#5) nennen will, von der zu reden sich doch keine passendere
Gelegenheit finden diirfte, auch Erfindungskraft und machte ich so-
gar sagen Zeit genug gehabt hitte, den Grundstein zu einem so
kiinstlichen Aufbau zu legen, wie die Zahlentheorie ihn zeigt. Ne-

. L
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ben diesem ‘inneren Grunde, der gegen (ﬁe.ﬂrheberschan des Py-
thagoras -spricht, filit noch Mancherlei fiir B&bylon in die Wag-
schale. Nicht als ob ich grosses Gewicht legte auf den hohen Grad
der Entwicklung, welchen die Zahlentheorie in dem Senachbarten
Indien erreichte. Die uns dort' zu Gebote stehenden Werke sind
viel zu neu, um sichere Rickschliisse auf jene Zeit zuzulassen,.'wel-
che allein uns interessiren konnte. Ich will auch jene chidesisehe
Methode der Auflosung unbestimmter Aufgaben nur bel]auﬂ'g e
wihnen, welche den Namen ta-yen. die grosse Erweiterung, fﬁhrl'.

und welche wohl im dritten Jahrhundert n. Ch. Geb., vielleicht aber-, .

. -
.o

auch schon 220 v. Ch. Geb. entstand. Ich habe an einem anderen
Orte gezeigt,186) dass diese Methode grade nicht berechtigt, an
eine sehr ausgebildete Zahlentheorie bei den Chinesen zu glauben.
Aber abgesehen von der bis zum Ueberdrusse oft erwihnten har-
monischen Medietit, die sicher in Babylon zu Hause ist, muss Py-
thagoras noch Einiges dort kennen gelernt haben, welches gleich-
méassig in China und in Griechenland auftritt, welches
also nur zwischen beiden Lindern entstanden sein kamn, oder doch
durch diesen Mittelpunkt hindurch seine Wanderung von Osten nach
Westen machen musste. Es sind dieselben mathematischen Lehren,
durch welche ich frither den Nachweis des alten chinesisch-babylo-
nischen Verkehrs zu liefern versprach, und was uns gegenwirtig
‘von Wichtigkeit ist, es sind Lehren, die an ganz bestimmte
Lahlen sich knipfen, die also der Vermuthung Raum geben,
dass man dort, wo sie sich herschreiben, tiberhaupt mit Eigenschaf-
ten der Zahlen sich beschiftigte.

Das Erste, das ich erwahne, schopfe. ich aus einer Bemerkung
von Montucla, 181) dem gelehrten Verfasser der fiir seine Zeit nicht
boch genug zu schitzenden ersten eigentlichen und man kann wohl
sagen einzigen Geschichte der Mathematik, welche diesen Namen
verdient. Zudem setzt er uns meistens durch ziemlich genaue Ci-
tate in die Gelegenheit, eine freilich oft nothwendige Controle.aus-
wmiben, und ich muss es daher um so mehr bedauern, dass er
grade hier versiumte, seine Quellen zu nennen. Es ist mir nicht
gelungen, dieselben anderweitig ausfindig zu machen, ' 88) und so
begmige ich mich damit, zunichst die ganze Stelle wortlich zu iber-
setzen, und dann noch eine Bemerkung daran zu knipfen. ,Ich
kann nicht umhin, heist es, eine von den Triumereien der Pytha-
gorder iber die Zahl und deren Tugenden hier anzufihren. Nach

[ P RN ¥
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einem sicherlich den 'Egyptern entlichenen Traumgebilde setzen sie

namlich das We}ta'l‘bans den vier ersten graden und den vier ersten

ungraden Zahlen “zhsammen, und dasselbe findet sich durch eigen-

tbﬁmhchen: &rﬁﬁl bei den Chinesen wieder, welche die Erfindung

ihrem e‘rshgn "Kaiser Fo-hi zuschreiben. Die vier ersten ungraden

Zahien stéllen dabei die reinen und himmlischen Elemente dar, die

en.-Zahlen, deren Stellung keine so wiirdevolle ist, entsprechen

. ﬂgnse]ben Elementen mit irdischer Unreinheit verbunden. Die
£ Bumme aller dieser Zahlen ist 36. Das Weltall, die Verbindung al-

. “-der himmlischen und irdischen Elemente, wurde also durch die

Zahl 36 dargestellt, welche grosse Eigenschaften besitzen musste.
Das war nach Plutarch, der uns diese Fetzen pythagorischer oder
vielmehr egyptischer Philosophie aufbewahrt hat, ‘die beriihmte
Vierzahl des Pythagoras, bei welcher man schwur, wenn man dem
Eide die heiligste Form geben wollte. Plato soll nun, gleichfalls
nach Plutarch, diese Vierzahl noch vervollkommnet haben, indem er
ihren Werth auf 40 erhohte. Denn er setzte die vier himmlischen
Elemente den ungraden Zahlen 1, 3, 7, 9 gleich. Die mittlere
Zshl 5 stellt das Urprincip, den Nous, die hochste Vernumft, die .
Gottheit dar und musste desshalb wegbleiben. Die vier graden
Zahlen 2, 4, 6, 8 stellen die vier irdischen Elemente dar. Und
aus diesen acht Zahlen entsteht die Zahl 40, welche also dem Welt-
all zukommt. Es ist gewiss eigenthiimlich, dass wahrend bei den
Chinesen Fo-hi als Erfinder der erhabenen Gedanken des ersten
Systems gilt, Vou-vang, Vater des Kaisers Vou-vang, der gegen 1120
v. Ch. Geb. in China regierte, das zweite System dort erfunden ha-
“ben soll. Welch eigenthiimlicher Zufall ist nothwendig, um eine so
vollstindige Uebereinstimmung bei zwei so entfernten Volkern wie
Egypter und Chinesen hervorzubringen! Dass zwei Volker dieselbe
Wahrheit auffinden, das hat nichts Ueberraschendes, denn die Wahr-
heit ist nur eine. Aber dass sie in so bizarren Triumereien zu-
sammentreffen, dariiber hat man das Recht sich zu erstaunen, wena
man nicht das eine Volk gewissermassen den Vater des anderen nennes
will, oder annimmt, dass beide eines gemeinsamen Ursprunges sind:
Mir scheint Letzteres schon durch diesen einzigen Umstand fast er-
wiesen. So weit Montucla, den ich wie gesagt leider hier micht
controliren kann. Nur so viel steht fest nach den Untersuchungen
Roth’s idber die Zahlensymbolik,!89) welche zu den scharf-
sinnigsten Theilen seines Werkes gehoren, aber hier nicht, wenig-



— 108 —

stens in diesem Kapitel nicht weitidufiger auseinandergesetzt wer-
den konnen, dass Montucla im Irrthume ist, wenn er einen egyp-
tischen Ursprung von Platos Spekulationen so sicher hinstellt, dass
vielmehr ,dieser ganze spekulative ldeenkreis mit seinen Urzahlen
und Urbildern, sowie die mit ihm verbundene auf die .Zahlenlehre
gegrindete spekulative Methode, bheide in letzter . Abstammung auf
dem Boden der zoroastrischen Glauhenslehre wurzeln*
Somit ist in Montucla’s Auseinandersetzung durchweg das Wort
Egypten durch Babylon zu ersetzen, und die zu losende Schwie-
rigkeit des Zusammenhangs dadurch gehoben.

Das Zweite und ungleich Wichtigere, welches hier zu erwih-
pen ist, als in identischer Weise in Griechenland und China er-
scheinend, ist der pythagoraische Lehrsatz gekniipft an
die Zahlen 3, 4, 5. Ich habe schon friher, 199) und wohl zu-
erst, die Entdeckung dieses Satzes in Zusammenhang mit den ibri -
gen pythagorischen Lehren gebracht. Ich will jetzt in aller Aus-
fabrlichkeit beweisen, was ich damals nur andeutete. Die chinesi-
sche Quelle war mir dabei durch einen Auszug zuginglich, den
Biernatzki in seiner friher schon citirten Abhandlung 63) iber die
Arithmetik der Chinesen verdffentlicht hat. Kaiser Tschaou-kong,
welcher um 1100 v. Ch. Geb. regierte, war ein ganz besonderer
Freund der Mathematik. Er scheint so sehr in derselben bewan~
dert gewesen zu sein, dass er selbst ein mathematisches Werk
schrieb, oder doch wenigstens bei dessen Verfassung mitwirkte.
Die Schrift ist aber noch vorhanden und enthilt die Grundwahr-
beiten der Mathematik in Gestalt eines kurzen Dialoges zwischen
Tschaou-kong und einem Gelehrten Namens Schang-kaou. Der
Titel der Schrift lautet Tsehaou pi d.h. Schenkelbein des Tschaou,
indem die einen Winkel bildenden Linien in ibnlicher Weise als
Schenkel bezeichnet werden, wie dieses-in allerdings spiterer Zeit
im Griechischen, im Lateinischen und auch noch im Deutschen statt-
findet. 1 21) Sie besteht aus mehreren Kapiteln, deren erstes eine
Art von Uebersicht tber das ganze Werk bildet. Dieses ganze Ka-
pitel hat Biernatzki in 22 Paragraphe abgetheilt und volistindig in
seine Abhandlung aufgenommen. Ich will nur einige dieser Para-
graphen entlehnen, welche mit der Schreibart bekannt machen
sollen, und besonders einen Paragraphen, welcher von unmittelba-
rer Wichtigkeit fir meinen Gegenstand ist.

§. 1. Tschaou-kong sagte einmal zu Schang-kaou: Ich habe
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vernommen, Herr, Du seiest in den Zahlen ‘'sehr bewandert; daher
mdchte ich Dich fragen, wie der alte Fo-hi die Grade an der Him-
melskugel festgestellt hat. Es sind ja doch keine Stufen vorhan-
den, auf welchen man den Himmel ersteigen kann; und Richt-
schnur und Maass von der Grdsse der Erde lassen sich auf den Him-
mel nicht anwenden. Desshalb wiinschte ich zu erfabhren, wie er
diese Zahlen feststelite.

§.2. Schang-kaou erwiderte: Die Kunst zu zihlen ist auf
den Kreis und auf das Viereck zuriickzufihren. -

§.6. Zerlegt man daher einen rechten Winkel in seine Be-
standtheile, so ist eine die Endpunkte seiner Schenkel verbindende
Linie, wenn die Basis gleich 3 und die Hohe gleich 4 ist, gleich 5.

§.22. Tschaou-kong rief aus: In der That, das ist vor-
trefllich.

Es wiirde mich von meinem jetzigen Gegenstande zu weil
seitab filbren, wenn ich noch weitere Paragraphe hier nachfolgen
liesse, aus welchen z.B. hervorgeht, dass die Chinesen in so friiher
Zeit, wie wihrend der Regierung des Tschaou-kong schon Mes-
sungen veranstalteten, welche der Trigonometrie zum Verwechseln
dhnlich sehen, indem man sich des rechten Winkels dazu bediente,
der aufgerichtet, umgekehrt oder horizontalliegend angewendet
wurde, je nachdem es sich darum handelte Hohen, Tiefen oder Ent-
fernungen zu messen. Hier geniigt uns die Betrachtung des §.6,
welcher zeigt, dass die Chinesen mit dem rechtwinkligen Dreiecke
aus den Seiten 3, 4, 5 bekannt waren, dass sie es einer besonde-
ren Erwihnung werth hielten. Dasselbe Dreieck spielt nun in der
Mathematik des Pythagoras eine so wichtige Rolle, dass es noch
heute vor allen anderen durch den Namen des pythagoraischen
Dreiecks ausgezeichnet wird. Auch das Alterthum schrieb schon
ebendasselbe Dreieck dem Pythagoras zu. Eine Anzahl von Stel-
len, welche von dem hohen Ansehen zeugen, in welchem unser
Dreieck bei den Alten stand, hat Roth gesammelt. 192) Eine fer-
nere Stelle des Nicomachus nennt das pythagordische Dreieck beim
Namen. 193) Endlich der romische Architekt Vitruvius bemerkt, ! 94)
Pythagoras habe ein iberaus bequemes Mittel angegeben, einen rech-
ten Winkel genau zu construiren, indem man drei Stangen von der
Lénge von 3, 4 und 5 Fussen zu einem Dreiecke verbinde.

Die zu losende Frage besteht nun darin: Wie hingt das
pythagordische Dreieck, welches doch nur ein ganz he-
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sonderes rechtwinkliges Dreieck ist, mit dem pytha-
gordischen Lehrsatze zusammen? Wurde es aus dem all-
gemeinen Satze nachtriglich abgeleitet, warum gab man ihm dann
den hervorragenden Titel? War es, wie eben aus diesem Titel
vermuthet werden kann, und wie es dberbaupt dem Erfindungs-
gange der mathematischen Wissenschaften entspricht, zuerst be-
kannt, wie "leitete Pythagoras dann den eigentlichen Lehrsatz vom
rechtwinkligen Dreiecke daraus ab? 1Ich denke mir die Sache so.
Ich habe gezeigt, dass Pythagoras und seine Schule mit Summatio-
pen von Reihen sich beschiftigten, und die’letzte Bemerkung iiber
Montuclas Angaben macht es wahrscheinlich, dass solche Summa-
tionen in Babylon an der Tagesordoung waren. Ich habe ferner
angefihrt, dass man nicht bei den arithmetischen Reihen erster
Ordnung stehen blieb, sondern auch die figurirten Zahlen betrach-
tete. Das heisst etwas anders ausgedriickt. man bildete eine arith-
metische Reihe und nahm die Summe des ersten, der beiden er-
sten, der drei ersten Glieder u.s. w. So fand sich z. B. dass die
Reihe der ungraden Zahlen in der angegebenen Weise die Quadrat-
zahlen erzeugen, !?3) ja diese Eigenschaft wurde sogar von Theon
von Smyrna als Definition der Quadratzahlen benutzt. 196) Was
war natiirlicher, als dass man die Glieder der neu gebildeten Reihe,
welche wir- heute zu Tage eine arithmetische Reihe zweiter Ord-
nung nennen, einem analogen Additionsverfahren unterwarf, um zu
dep Pyramidalzahlen zu gelangen, und in der That kannten die
Alten 197) diese Zahlen. Da musste sich bemerklich machen, dass
in dieser zweiten Reihe einige Zahlen der Art waren, dass wenn
nicht simmtliche, sondern nur zwei neben einander stehende ad-
tirt wurden, als eigenthiimliches Resultat die nachstfolgende Zahl
aftrat, dass namlich 9 und 16 zusammen 25 gaben.

Ich fragte, was natiirlicher als dieses Verfahren sei, und der
geneigte Leser (um wie viel mehr der ungeneigte) wird mir die Frage
mrickgeben, was unnatirlicher sei? Gewiss, die Annahme er-
scheint fiir den ersten Augenblick gekinstelt, aber auch nur fir
den ersten Augenblick. Zunichst will ich jetzt an das erinnern,
was ich im vorigen Kapitel bei Gelegenheit der Zusammensetzung
der Flichen aus Elementardreiecken aussprach. Die Schule des
Pythagoras, also auch wohl der Lebrer selbst, liebte das mathe-
matische Experiment. Und wie man geometrisch experimentirte,
ganz dhnlich verfuhr man in der Arithmetik. Ich habe schon ge-



— 106 —

sagt, dass man die Quadratzahlen erhielt, indem man die Reihe der
ungraden Zahlen addirte. Aber wir wissen ferner, dass man auch
die Reihe der graden Zahlen addirte, dass man die Bemerkung
machte, die so entstehenden Zahlen konnen immer als Product von
zwei aufeinanderfolgenden Zablen der natirlichen Zahlenreihe ange-
sehen werden, !98) und dass man desshalb diese Zahlen als hete-
romeke Zahlen bezeichnete,???) d. h. als Zahlen, deren einer Faec-
tor um die Einheit grosser ist, als der andere. Nun ist aber zur
Gewissheit erhoben, dass diese Methoden altpythagorisch sind, nicht
etwa dem Theon odei dem Nicomachus angehdren; denn: durch
die angegebene Betrachtungsweise allein ergiebt sich ein wahrer
Gegensatz zwischen dem Quadrate, als der Summirung von
Ungraden, und der Heteromekie, als der Summirung von Gra-
den, wie Aristoteles ihn als eine der pythagorischen Kategorien auf-
zihlt. 179) Ein weiteres Beispiel bestand darin, dass man die ge-
wohnliche Zahlenreihe ebenso behardelte, wie vorher die ungraden
und die graden Zahlen fiir sich, und so die Dreieckszahlen er-
hielt, 229) das sind Zahlen, welche durch einzelne Punkte dargestellt
in die Figur eines gleichseitigen Dreiecks gezeichnet werden kén-
nen. Ja man war mit einer Entstehungsweise solcher Zahlen -nicht
zufrieden. Man stelite die Reihe der Quadratzahlen 1, 4, 9, 16
u.s.w. und die von 3 anfangende Reihe der ungraden Zahlen 3, 5,
7, 9 u.s.w, wo also bei dieser zweiten Reihe das Anfangsglied 1
weggelassen worden war, unter einander, und addirte beide Reihen,
also immer nur zwei Zahlen auf einmal. Da erhielt man291) wie-
der die Quadratzahlen und zwar von der 4 anfangend. Das war
dem Sinne nach dieselbe Methode, welche zuerst zur Bildung der
Quadratzahlen fiihrte, aber anders ausgesprochen; und Theon hielt
es nicht fiir aberflissig diesen anderen Ausspruch wirklich zu thun.
Scheint da nicht auf der Hand zu liegen, dass man ein Unterein-
anderstellen zweier Reihen, wie es mit den Quadratzahlen und den
ungraden Zahlen geschehen war und zu Interessantem gefihrt hatte,
auch mit Reihen einer und derselben Natur vornahm ? Nicomachus 202)
bestitigt diese Vernuthung auf’s Vollstindigste in Bezug auf Dreiecks-
zahlen. Er zeigt wie die Dreieckszablen 1, 3, 6, 10 u. s. w. wenn wie-
der die Dreieckszahlen, ohne die 1, nimlich 3, 6, 10, 15 u.s.w.
daruntergesetzt und hinzugefiigt wurden, die Quadratzahlen liefern.
Wenn man nun dasselbe auch mit Quadratzahlen und Quadratzahlen
vornabm, und auch hei den in zweiter Reihe befindlichen Quadrat-
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zahlen die 1 wegliess, war das nicht eine ganz natiirliche Conse-
quenz der bisherigen Versuche? Und was war dieses anderes als
das Verfabren, von dem ich vorhin sagte, dass man es eingeschla-
gen habe und durch dasselbe zu dem Resuitate 9 + 16 = 25 kam,
zu einem Resultate, welches einzig dastand 293) und desshalb um
so mehr @berraschen musste?

So waren denn die Zahlen 3, 4, 5 und die Eigenschaft. der
Producte dieser Zablen in sich selbst dem Augenmerke des Pytha-
goras vor allen anderen Zahlen gekennzeichnet. - Wenn er nun er-
fubr, und bei dem babylonisch-chinesischen Verkehre konnte er es
in Babylon erfahren, dass dieselben Zahlen auch die Lingen der
drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks darstellen, was musste
grade fir Pythagoras die Folge sein? Er musste anch hier den
Versuch machen, den ich schon friher, als in dem Charakter sei-
pes Studienganges: begriindet, nachwies, den Versuch jetzt, wo die
Zahlen 3, 4, 5 geometriseche Bedeutung annahmen, den Satz
83+ 42 =052 auch geometrisch zu beweisen. Und was er wohl
sicher nicht erwartet hatte, ereignete sich. Er fand dass der Satz
von der Gleichheit des Quadrates der Hypotenuse mit der Summe
der Quadrate der beiden Katheten nicht bloss bei dem einen Drei-
ecke von den Seiten 3, 4, 5 stattfand, sondern dass er eine ge-
meinschaftliche Eigenschaft aller rechtwinkligen
Dreiecke entdeckt hatte. Ich sage, er hatte sie entdeckt, denn
dariiber hat den ibereinstimmenden Zeugnissen aller Schriftsteller
gegenitber noch nie ein Zweifel statt gefunden, dass Pythagoras
wirklich den nach ihm benannten Satz zuerst bewies. Wie er den
Beweis fihrte, wissen wir allerdings nicht mehr, denn der nament-
lich in friiheren Zeiten am Meisten bekannte sogenannte euclidische
Beweis ist, wie Proclus uns mittheilt, das Eigenthum dieses Mathe-
matikers.

Prifen wir meine Hypothese, welche hoffentlich schon einigen
Grad der Wahrscheinlichkeit gewonnen hat, noch weiter. Wenn es
sich so verhielt, wie ich auseinandersetzte, welchen Ideengang musste
Pythagoras von nan an weiter verfolgen, den geometrischen oder
den arithmetischen? Sicherlich wohl einen aus beiden gemischten,
einen dem Inhalte nach vorwiegend arithmetischen in geometrischem
Gewande. Er musste andere Zahlen priifen und dabei entdecken,
dass -es gewisse Zahlen giebt, welche zwar das Maass eines Qua-
drates genau bestimmen, aber unter deren Annahme die Seite des



— 108 —

Quadrates nicht ndher angebbar war, mit anderen Worten Zah-
len, deren Quadratwurzeln irrational sind. Solche Zahlen er-
scheinen z. B. bei den beiden Elementardreiecken des vorigen Ka-
pitels. Das eine derselben scheint absichtlich gewidhit, um zu
zeigen, dass die Hypotenuse ( = 2) und die kleinere Kathete (= 1)
angebbar sein konnen, wihrend die grossere Kathete (= ¥3) unan-
gebhar ist. Das andere, also das gleichschenklig rechtwinklige
Dreieck, fiihrt Aristoteles ganz besonders an 2°4) mit der Bemer-
kung, bei ihm seien Hypotenuse und Katheten nicht in Theilen der-
selben Einheit angebbar. Genau damit iibereinstimmend -giebt Pro-
clus 15?) uns an, dass Pythagoras es gewesen, der die Theorie der
Irrationalgréssen entdeckte.

Waren diese einmal hekannt, so ergab sich als nichste Frage:
Welche ganze rationale Zahlen sind es, mit deren Hiilfe rechtwink-
lige Dreiecke construirt werden konnen? Giebt es Methoden, solche
Zahlen zu finden, oder in die Sprache moderner Algebra tibersetst,
giebt es ganze rationale Auflésungen der -unbestimmten
Gleichung zweiten Grades z* + y*> = 2*, und wie findet man sie?
Dass Pythagoras auch diese Frage stellte, ist gleichfalls hekannt.
Wir kennen aus dem Zeugnisse des Proclus, 20%) sogar zwei Me-
thoden der Auflosung, deren eine dem Pythagoras selbst, die andere
dem Plato oder nach einer davon verschiedenen Angabe 208) einem
gewissen Archytas zugeschrieben wird. Tch sollte lieber sagen,
einem ungewissen Archytas, da iber dessen Personlichkeit-das tiefste
Dunkel herrscht. Ich will nun nach Roth, wit welchem ich hier.
wieder zusammentreffe, nachdem ich eine ganze Weile den von ihm
eingeschlagenen Pfad als unwegsam und irreleitend verliess, nochin
Kiirze versuchen, jene Methoden selbst darzustellen und zu zeigen,
wie man etwa zu denselben gelangen konnte. Depkt man sich die
Gleichung x? + y* = 2? so veriandert, dass das Quadrat der einen
Kathete auf die andere Seite gebracht wird, so ergiebt sich x2 =
(2 + y) (z—y) d.h. es ergiebt sich eine wenigstens rationale Auf
losung, so oft 2+ y und 3 —y éahnliche Flichenzahlen sind, wie
die Alten sich ausdriicken,?°?) d.h. solche Zahlen, welche it
einander vervielfacht ein Quadrat bilden, und deren allgemeinste
Form demnach ‘;, ,37_- ist. Ein Name, der beildufig bemerkt bis
weit in die Neuzeit hiniiberreicht und z.B. noch bei dem berihm-
testen Zahlentheoretiker des 16. Jahrhunderts, bei Hieronyrous
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Cardanus vorkommt. Dass die angegebene Bedingung geniigt, ebenso
wie sie unzweifelhaft nothwendig ist, zeigt sich alsbald, wenn man
die weiteren Folgerungen zieht, die daraus hervorgehen. Ist z 4 y =

2 2__g2
a—-, 3— 3/----ﬁ 80 wird selbstverstindlich x = a._ﬂ, y= o’ —f ,
7 7 r' 2y

2 2 2\ 2
=2 +4 und somit die Aufgabe geldst, indem (a +£—) =

2y %y

a? —g\? af?
( 2y t ( y) )

Wenn nun auch natirlicher Weise die Alten diese Bezeich-
nungen nicht besassen, also die in der letzten Gleichung enthaltene
allgemeinste Aufléosung der Aufgabe sicherlich nicht kann-
ten, so ist doch keiner der hier gezogenen Schliisse von der Art,
dass er in einer etwas specielleren Form den Mathematikern, die
ich im Auge habe, nicht zugetraut terden dirfte. Das Einzige, was
fraglich erscheinen konnte, wire, ob die Griechen im Stande wa-
ren, aus der Summe und der Differenz zweier Zahlen (oben z + y
und z—y) die Zahlen selbst zu finden? Doch auch diese Mog-
lichkeit muss bejaht werden in Erinnerung an das Epanthem des
Thymaridas, welches einé ganz ahnliche Methode ist wie die, welche
zur Auflosung jener Aufgabe dient. Man konnte vielleicht noch
weiter gehen, und das Epanthem eine Verallgemeinerung jener Auf-
gabe nennen, insofern es sich bei ihm um mehr als zwei Unbe-
kannte handeit.

Die beiden Methoden des Pythagoras und des Plato liegen nun
in der vorhin gefundenen Formel wirklich als Specialfille verbor-
gen, und gehen aus ibr hervor, die erstere wenn g =y =1, die
zweite wenn 8 =y =2 gesetzt wird. Darin liegt indessen keines-
wegs ein Widerspruch gegen deren Auflreten zu verschiedener Zeit,
wie Roth 208) wohl irrig annimmt. Grade weil, wie ich schon
sagte, die Griechen solche allgemeine Formelu nicht hatten, mussten
sie Specialfille oft in iibergrosser Anzahl unterscheiden, konnte es
also sehr wohl eintreffen, dass der eine Fall schon bekannt war,
der andere erst spiter aufgefunden wurde. Die Methode des Py-

¢ 2 P 1\2
thagoras ist nach unserer Schreibweise: (cx_2i_1) = i-g——l ) +
a‘l

2 2 2
(@)%, die des Plato: (az_ + 1) = (—4——1) + (@)* Darin zeigt

sich denn auch der Unterschied, der von Proclus 293) gemacht
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wurde, und gemacht werden musste, dass Pythagoras seimem Aus-
gangspunkt von den ungraden Zahlen nahm, Plato dagegen den seinen
vonden graden Zahlen. Denn nur unter dieser Voraussetzung werden
die drei Seiten nicht nur rationale, sondern auch ganze Zahlen.
Somit wire auch diese Untersuchung zu einigem Abschlusse ge-
bracht, und so mogen denn wieder einige Thesen den Hauptinhait
zusammenfassen.

1) Die wissenschaflliche Rechenkunst ist phonikischen oder
wahrscheinlicher babylonischen Ursprunges.

2) Aus ihr zweigte sich in Babylon auch eine Zahlentheorie ab.

3) Beide Richtungen lernte Pythagoras dort kennen, die eime
fiihrte zum Epanthem des Thymaridas und zur Lebre von den
Proportionen und Progressionen, die andere zur Unterscheidung
von Primzahlen, zusammengesotzten Zahlen und &hnlichen Kate-
gorien. -

4) In arithmetischen Experimenten summirte man Reihen in
den verschiedensten Combinationen. Mittelst dieser Untersuchungs-
methode wurde erkannt, dass 32 4 42 = 52,

5) Chinesischen Ursprungs ist die Kenntniss, dass die 3, 4,
5 Elemente eines rechtwinkligen Dreiecks sind.

6) Eben daher stammt vielleicht der Name Schenkel in sei-
ner geometrischen Bedeutung.

7) Ebendort finden sich zahlensymbolische Spekulationen wie-
der, welche urspriinglich babylonisch sich auch nach Griechenland
verbreiteten. .

8) Der pythagordische Lehrsatz entstand aus dem Bemithem,
den zahlentheoretischen Satz 3% + 4% =52 mit Hilfe des recht
winkligen Drelecks zu beweisen.

9) In Folge dieses Satzes entdeckte Pythagoras die lmuonu'-
zahlen. .

10) Weitere Folge war die Erfindung von Methoden zur ‘Anf-
losung der unbestimmten Gleichung zweiten Grades mit drei Um-
hekannten durch ganze rationale Werthe.

11) Unter den Nachfolgern des Pythagoras bliehen die Schnll
steller von eigentlichen Lehrbiichern bei der geometrisch-arithmeti-
schen Methode; nur Wenige verfuhren rein aritbmetisch, wie es in
Babylon Sitte war.
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