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LA GEOMETRIE IMAGINAIRE
ET LA NOTION D’ESPACE

On confond souvent a tort, sous le nom de géomélrie imaginaire,
plusieurs théories essentiellement distinctes.

Ecartons tout d’abord la plus récente, je veux dire la géométrie :1
1 dimensions.

Les métaphysiciens y chercheraient en vain quelques lumiéres
pour éclaircir la fameuse question : L’existence d'espaces ayant plus
de dimensions que le notre est-elle possible? Ce probléme, pour long-
temps encore, sinon pour toujours insoluble, ne peut étre raisonna-
blement abordé que du coté de la physiologie. Dans la nouvelle
théorie mathématique, il ne s’agit nullement en fait de géométrie,
mais simplement d’algébre pure.

L’objet théorique de I'algébre est ’étude des relations (équations)

qui peuvent exister entre diverses quantités variables. La constitu~

tion, par Descartes, de la géométrie analytique a respectivement ra-
mené I'étude des problémes qui se présentent, soit sur le plan, soit
dans V'espace, aux cas algébriques ol les variables sont deux ou
trois. Ceux ol elles sont en nombre plus élevé ne trouvent leur
application pratique que dans les sciences dont I'objet est moins abs-
trait que celui de la géométrie.

Dés les commencements de la géométrie analytique, il s'est fait
comme une fusion entre l'alggbre et la science de I'espace. Ainsi,
que 'on convienne, avec Descartes, de définir la position d’un point
quelconque d’un plan par ses distances (coordonnées) i deux droites
fixes perpendiculaires entre elles, toute droite placée sur le plan
pourra se représenter par une équation du premier degré entre les
coordonnées, .et, réciproquement, toute équation du premier degré

ToME 1, — 1876. 28



LHYPOTHESE GEOMETRIQUE
DU MENON DE PLATON

I. Outre le passage sur « le nombre nuptial > au livre VII de la
République?, il n’y a guéres quun locus mathematicus de Platon, qui
n’ait pas, jusqu’d présent, recu d' explication réellement satisfaisante,
C’est un endroit du Ménon 2

Pour expliquer un mode de rajsonnement qu'il emploie, Socrate
montre quel usage en font les géometres :

« Quand je dis : — examiner suivant une hypothése, — Jentends ce
« procédé ordinaire aux géometres. Qu'on les interroge sur une figure,
« {7wptov), par exemple, qu'on leur demande s’il est possible d’inscrire-
« cette figure triangulaire-ci dans ce cercle-ci, (35 wov3e Tov xhrhov t0de TH
« yopiov Tpiywvey Evtabiiva); ils feront une reponse comme celle-ci: — Je
« ne sais pas encore ce qui en est, mais je pense que pour cette ques-
. tion il convient d’avoir une hypothése du genre de la suivante. »

Ici vient Yendroit obscur dont voici le texte :

v A ~ Ly e [ad - A} 1 ~ ~
st uév oTt TOUTO TO Fwptov TOLOUTOV, 0LV ALK TNV Sofietony x0To¥ yeauuTy

TUPATELVAYTUL Ehhslmety TOUTL ¥ wotw, olov v abTO TALUTSTALEVOY 7,
et ol tous les commentateurs s’accordent & voir la condition pour que
le triangle soit inscriptible dans le cercle, S'il en est ainsi, continue
Socrate, ¢ il en résultera telle chose, et telle autre, si cette condition
¢ n'est pas remplie. Cette hypothese posée, je consentirai & te répondre
. sur ce qui en résultera pour Vinseription de cette figure dans le cercle,
. et & dire si cette inscription est possible ou non. »

II. Ce ne sont pas ici, comme pour le passage de la République, les
explications complétes qui font défaut. Celles que ’on a données feraient
presque la matiére d'un volume 3. mais toutes celles qui méritent
I'examen, autant que nous sachions, se heurtent contre de sérieuses
difficultés.

Dans Pimpossibilité de rapporter le texte au cas d'un triangle quel-

{. Voir la Revue philasophique de février 1876.

9. Platon, édition Didot, vol. I, p. 454, 1. 52, — D. 493, 1. 4.

3. Voir, dans la traduction de Cousin, une irés-longue note. — Dans sa
« Aissertation philologique » de Platone mathemalico (Bonn. 186!), G. Blass
connait vingt-sept essais. Disons en passant que ce « philologue » n’entend
rien aux mathématiques.
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conque 2 inscrire dans un cercle donné, elles admettent quwil s’agit
d’un triangle ou rectangle, ou isocéle, ou méme 2 1la fois rectangle et
isocele. Socrate a, en fait, précédemment tracé, pour un autre objet,
divers triangles de cette dernidre espéce. Ii désignerait donc l'un d’eux
(rde), en méme temps qu'un cercle (tovde) qu’il tracerait tout en pour-
suivant son discours.

Il est déja singulier que Platon omette ainsi, précisément guand il se
propose d’expliquer ce qu'est une hypothése géométrique, une condi-
tion essentielle de celle qu’il prend pour exemple. Mais si on passe
outre, il est facile de voir que pour que Pinseription soit possible, il faut
et il suffit que 'hypoténuse du triangle rectangle soit égale au dia-
meétre du cercle. ' "

Comme d’ailleurs en géométrie ancienne, un cercle n’est jamais donné
que son diamétre ne le soit, il devient absclument incompréhensible,
qu'au lieu d’énoncer une condition aussi simple, ce qui satisferait plei-
nement au but qu’il se propose, Socrate la transforme en une autre
beaucoup plus compliquée. Il n’a pas a éblouir Ménon de ses connais-
sances, il doit avant tout chercher 4 se faire comprendre 1,

II. Gette double difficulté ne peut étre levés, si 'on conserve le point
de départ commun aux explications les plus satisfaisantes, et qui. con-
siste dans Uidentification du terme mxpxtefvery avec Pexpression moxpe-
6ahhety, classique dans Euelide, .'

Tapaaddery 6 ywplov. A worpd Tt Yeouiv p, (appliquer Pespace A sur
la ligne p) signifie : construire, sur une droite de longueur p,un rec-
trangle dant la surface soit A, ce qui revient & trouver une autre ligne

droite x telle qué px — A ou x = 3, de sorte gu’arithmétiquement,

Txpabadhey mepd signifiera : diviser par : (Diophante), _

A la vérité, il semble bien qu’au livre VII de Ia République (Platon,
€d. Didot, II, 132, 48), Tapateivety soit employé avec le sens classique de
mapaberhew dans Euclide, Mais nous savons d’ailleurs que la langue ma-
thématique de Platon n’est pas assez fixée pour qu’il faille attacher a
¢e rapprochement une impartance capitale 2, ’

‘Ge qui a le plus séduit les commentateurs, c¢’est que 'identification de
mapatelvey avee une expression d’Euclide permet d’expliquer M efmew
d’une fagon analogue. ’

La mapaboly simple exposée plus haut peut, en effet, se faire aussi
d'une fagon plus complexe (Euclide, VI, 28, 29), c¢’est-a-dire soit avec
défaut, soit avec exces (&ove ehhelmery 3 bmepboadher?) d’un rectangle sem-
blable & un rectangle donné. ) '

Dans ce cas, les deux rectangles (appliqué et celui en défaut ou en

¥
L3

1. Nos conclusions & cet égard sont celles du savant et regrettable Hankel
(Zur Geschichte der Mathematik ..., Leipzig, 1874, p. 134). : D
2. Voir : Revue philosophique de février 1876, p. 185, la note sur Svauei em-

ployé dans les sens opposés de racine et de carrs.
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exces) ont la méme hauteur qui est I'incoanue & construire; la somme
ou la différence de leurs bases est la ligne donnée 1,

Soit A la surface i mapubzdhew (ici la surface du triangle donné), p la
ligne donnée, le paramétre (ici la base du triangle, wupk T#v Sofeisay
avtol ypapuayv), m le rapport donné de la base & la hauteur du rec-
tangle en défaut ({\hewpa), x la hauteur commune, I'équation qui traduit
analytiqguement pour nous la consiruction euclidienne dans le cas
de ENhecbis, est :

PX — mx2 —= A 2,

Si nous voulons appliquer ce langage a l'inferprétation du passage de
Platon, il faut d’abord supposer I'déA\hewwx carré; c’est-a-dire m = 1.
Si nous désignons par h la hauteur du triangle abaissée sur la base

P, en remarquant que la surface du triangle A = p‘; ; la condition
énoncée par Platon, que I'EAhspux, mx 2, soit égal & A, deviendra :

—p —P
X-—h—j,

et

c’est-a-dire que la hauteur du triangle donné est égale & la moitié de la
base. X

i1 est clair que cetie condition n’est ni nécessaire, ni suffisante pour
I'inscription du triangle dans un cercle donné, 1l doit done y avoir une
condition sous-entendue relative 4 ce cercle,

La plus simple est gu’il soit déerit sur la base comme diameétre;
mais elle ne suffit pas, il faut encore admetire soit que le triangle est
isocele, soit qu'il est rectangle. De 'une quelconque de ces conditious.
et de celle exprimée on déduira lautre.

Il est difficile de croire que Platon ait supposé le triangle isocéle sans
le dire. Mais si le triangle est rectangle et le cercle décrit sur la base
comme diametre, 'inscription est loujours possible et la seule condi-
tion exprimée d’'une maniére aussi diffuse est inutile.

Reste & supposer que Platon ait regardé le triangle comme donné de
surface seulement, non d'espéce, et que le probiéme soit en réalité
d’inscrire dans un cercle décrit sur la base comme diamétre, un triangle
dont on connait, outre la base, la hauteur. Alors la condition qu’il
exprime serait celle du maximum que peut atteindre la hauteur et au-
deld duquel le probléme n’est plus possible, Si c’est 1a le sens véri-
table qu’il attachait & ses paroles, il faut reconnaitre qu'il s’est exprimé
d’une maniére aussi défectueuse qu’obscure.

IV. Nous ne prétendons, pour notre pari, que proposer une conjec=
ture. Elle souffre elle-méme, il est vrai, une difficulté réelle; mais elle

1. Le probléme revient 2 construire géométriquement une racine d’une
éguation compléte du second degré; c’est d'ailleurs des fermes employés a ce
sujet que sont venus les noms de parabole, d’elhpse et d'hyperbole, donnés
longtemps aprés aux sections comques.

9. Dans le cas de 'imspéod, elle serait : px -} mx? = A.
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a au moine Yavantage de supposer une simplicité parfaite dans le lan-
gage de Socrale. .

Nous admettrons qu’il parle d’un triangle quelcongue, complétement
donné, et d’un cercle, également donné, qu'il trace concurremment sur
le sable. Voulant inscrire le triangle dans le cercle, il commence par y
inscrire un des cotés, thv Sofeioay adtol ypuppay, que nous appellerons
la base. . '

Cette inscription est toujours possible, pourva que cette base .soit
inférieure au diamétre, condition évidente & priori et qu’il était réelle-
ment inutile d’exprimer. _ :

Cela posé,-la condition nécessaire et suffisante pour Iinscription est
que I'angle au sommet du triangle opposé & la base soit égal & 'un de
ceux qui ont pour mesure la moitié de 'un des arcs intercepieés, et en
pariiculier 4 V'angle de la base inscrite avec la circonférence du cercle,
ce quEuclide appelle angle du segment 1.

1l n’est pas besoin d’étre trés-versé en géométrie pour reconnaitre
que cette condition est la premiére qui se présente & Pesprit. Gest
d’ailleurs celle qu’on tirerait. immédiatement du texte, si I'on pouvait
donner & ywpiov le sens d'angle, ou si on lisait ywvidtov par exemple.

11 suffit de traduire littéralement : )

« Si cet angle (Socrate le montre évidemment sur la figure traceée, et
¢« ses indications corrigent ce que son langage a de peu précis) est tel
1 qu'a coté de la ligne donnée, par laquelle on le sous-tend, il manque
« (pour aller jusqu’a la circonférence du cercle) un angle précisément
« tel que le sous-tendu lui-méme... %. »

V. Nous ne proposerons pas, au lieu de ywplov, une legon d'un hellé-
nisme douteux; tobto to ywplov se rapporte d’ailleurs netiement au vode
70 ywploy Tpiywvoy qui le précéde. "

Tl faut donc admettre, dans le langage de Platon, une certaine confu-
sion entre la notion d’angle et celle de triangle; ou, en d’autres termes,
qu’il aura parié suivant la définition vicieuse : '

« Un angle est ’espace compris entre deux lignes qui se coupent. »

Mais si peu précise que fat la langue mathématique de Platon, pou-
vait-il employer une expression tout & fait &romwov au temps d’Euclide?

Nous répondrions que c¢'est précisément en étudiant ce dernier
auteur, que nous est venue 'idée de la conjecture ci-dessus. On cons-
tate, en effet, dans son langage et ses démonstrations, les traces
évidentes d’habitudes géométriques antérieures et différentes. Un angle

. Nous dirions plutdt avjourd’hui 'angle de la base inscrite avec la tangente
a Vextrémite, _

9. Mapxreivery serait pris dans le sens classique d’dmorelvery, d'olt % dmoreivovoel
Thv opbihy yaviay, laligne qui sous-tend Vangle droit, dit constamment par Euclide
pour 'hypoténusge d’un triangle rectangle. La substitution d’un préfixe a Vauire
ost toute naturelle chez Platon, si la ligne prise comme base était sur le cbdté
et non A la partie inférieure de la figure.

Quant au sens actif particulier de nxparzivavre, il se rapporte aussi sans dif-
ficulté a la construction qui reste § faire pour Vinscription.
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est constamment défini, par exemple, dans un triangle, au moyen de la
sous-tendante ou base, et des deux cotes, tandis qu'aujourd’hui nous
n’appliquons guéres ces définitions qu’au triangle lui-méme. Il semble
donc bien qu’il vy ait eu, & une certaine époque, confusion réelle entre
les termes employés pour désigner P'angle au sommet d’un triangle et
ce triangle Iui-méme. Le texte de Platon donnerait une preuve lopique
de cette confusion.

En résumé, nous proposerions de traduire ainsi I’énoncé de I’hypo-
thése :

¢ Si ce triangle est tel que l'angle formé par la base donnée (et la
« circonférence du cercle), soit précisément égal & celui sous-tendu par
« cette base, il en résultera telle chose.. . »

Cette interprétation permettrait de supposer que Platon aura vouln
faire allusion a la découverte récente d'un important théoréme, — I’éga-
lité de tous les angles inscrits dans un méme segment de cercle, — que
Ion sait, historiquement, avoir été ignoré d’'un géométre & peine plus
ancien, Hippocrate de Cos.

C’est ainsi que, dans le Théététe, il nous fait assister & la, généralisa-
tion de la notion des racines incommensurables des nombres non
carrés parfaits.

Paur TANNERY.

TOME I' -— 1876, 19



LA GEOMETRIE IMAGINAIRE
ET LA NOTION D’ESPACE

On confond souvent & tort, sous le nom de géométrie imaginaire,
plusieurs théories essentiellement distinctes.

Ecartons tout d’abord la plus récente, je veux dire la géoméirie a
n dimensions.

Les métaphysiciens y chercheraient en vain quelques lumiéres
pour éclaircir la fameuse question : L’existence d’espaces ayant plus
de dimensions que le ndtre esi-elle possible? Ce probléme, pour long-
temps encore, sinon pour toujours insoluble, ne peut éire raisonna-~
‘blement abordé que du coté de la physiologie. Dans la nquvelle
théorie mathématique, il ne s’agit nullement en fait de g€ométrie,
mais simplement d’algébre pure. '

L’objet théorique de I'algeébre est I’étude des relations (équations)
qui peuvent exister entre diverses quantités variables. La constitu-
tion, par Descartes, de la géométrie analytique a respectivement ra-
mené 'étude des problémes qui se présentent, soif sur le plan, soit
dans Vespace, aux cas algébriques ou les variables sont deux ou
trois, Ceux ol elles sont en nombre plus élevé ne trouvent leur
application pratique que dans les sciences dontl'objet est moins abs-
trait que celui de la géométrie.

Dés les commencements de la géométrie analytique, il s’est fait
comme une fusion entre l'algébre et la science de U'espace. Ainsi,
que ’on convienne, avec Descartes, de définir la position d'un point
guelconque d’un plan par ses distances (coordonnées) a deux droites
fixes perpendiculaires entre elles, toute droite placée sur le plan
pourra se représenter par une équation du premier degré entre les
coordonnées, et, réciprogquement, toute équation du premier degré

TOME 11, — 1876, 28

5
[ NEWCARTLE

‘S_Bi. H

=
W

'

*



434 REVUE PHILOSOPHIQUE

entre deux variables quelconques pourra se représenter par une
droite du plan, si on convient de représenter chacune des variables
par I'une des deux coordonnées. De la Pexpression géoméirique
« équation linéaire » qui s’est introduite dés longtemps en algebre
pour désigner ’équation du premier degré. »

De méme, dans la. géométrie analytique & trois dlmensmna, si,
pour fixer les idées, on détermine la position d’un point de I'espace
par ses distances & trois plans perpendiculaires entre eux , il y aura
représentation réciproque entre le plan, d’'une part, I'équation du
premier degré entre trois variables, de 'autre.

Grace aux conventions faites, des propositions purement algébri-
ques pourront s'énoncer sous une forme géoméirique et récipro-
quement,. ; '

Ainsi, que je dise : « Trois plans se coupent en général en un
point », ou bien : « Un systéme de trois équations du premier degre
4 trois inconnues, admet en général une- solution, et une seule »,
jaurai énoncé sous deux formes diverses, dans deux langues diffe-
rentes, une seule et méme proposition lo_gique 1,

Remarquez que la premiére formule est beaucoup plus courte que
la seconde; vous comprendrez comment on a pu espérer simplifier,
pour certaines études, le langage algébrique en le traduisant en
un langage géométrique, et comment, le nombre des variables en
algébre étant mdetermmé il a fallu, tout aussitot, parier de »n dimen-
sions.

Je ne pourrais mieux continuer qu'en citant M. Camille Jordan 2 ;

« Bien que ces recherches soient purement algébriques, nous
'« avons cru utile d’emprunter, ainsi que nos devanciers, quelques
« expressions a la géométrie. Ainsi nous considérons un point
« comme défini dans 'espace 4 n dimensions par les valeurs de n
« coordonnées... Une équation linéaire entre ces coordonnées défi-
« nira un plan; k& équations linéaires &multanees, un k-plan n—1
« équations, une droite, etc. »

En résumé, la géométrie & n dimensions n’est que de l’a.lg &bre
écrite dans une nouvelle langue conventionnelle.

Cette langue n'a pas encore 4ge d’homme, il est difficile de pré-
voir son avenir. Le réel avantage des représentations géométriques
effectives dans les études algébriques consiste dans ce fait que des
schémas s’y prétent & Yintuition et soutiennent I'entendement, gui
n'a pas tant de prise dans labstraction pure. Mais ici il 0’y a plus,

M

1. Inutile de dire que les cas d’exception se correspondent rigoureusement

dans les deux langues.
9. Bulletin de la Société Mathématique de France Tome Iil, p. 104.
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en réalité, ni représentation, ni schéma; iln’y a que des mots et des
notations, comme dans I'algébre ordinaire.

A la vérité, on a tout récemment 1 essaye de constituer une re-
presentation géoméirique pour les termes du nouveau langage;
comme 1l pourrait en résulter quelque illusion au point de vae méta-
physique, j’en dirai un mot.

On sait que la géométrie descriptive, par exemple, parvient, au
moyen de certaines conventions, a repreésenter sur un plan tout
point de l'espace; il est certainement possible, en faisant d’autres
conventions analogues, de représenter également sur un plan, le
qualecunque défini par autant de quanta que 'on voudra, ou, en
d’autres termes, le point de Vespace & n dimensions. Mais en g60-
metrie descriptive, en raisonnant geomélriquement sur les lignes
du tableau, sije puis arriver & démontrer quol que ce soit relatif
aux lignes de l'espace représentées, c’est que je suis soutenu par
une intuition; je vois, comme on dit, ces lignes dans Vespace; au-
irement je ne pourrais sortir du tableau et ma démonstration ne
porterait que sur la figure qui y est tracée. Or, au-dela de trois
dimensions, aucune intuition n’est possible; dans ce que jappelle
representation de ’espace a n dimensions, je pourrai donc, tout au
plus, arriver & trouver certaines regles de construction géomé-
trigue représentant certaines opérations algébriques; mais si j'arrive
& quelque démonstration en substituant les constructions aux ope-

‘rations correspondanies, je n’aurai rien fait que démontrer une pro-

priété de figures planes correspondant, sous certaines conventions,
a certains théorémes d’algébre, et il est indubitable que celte pro-
priété, d'une part, ce théoreme de Yautre, auraient pu étre obtenus,
sans parler d’espace & n dimensions, ni de rien de semblable, et
peut-étre par des moyens plus directs et plus simples.

Ainsi, quelque convention qui soit faite, nous devons nous garder
de toute illusion sur impossibilité d’imaginer un espace a n dimen-
sions, et nous avons assez vu que la géométrie ainsi dénommeée n’'a
rien d’imaginaire en aucun sens. Mais ici nous devoms, avant tout,
faire observer qu'en mathématiques, ce terme « imaginaire » a une
signification toute spéciale, parfaiternent precise, dont il ne devrait,
en aucun cas, étre permis de le détourner.

On sait que ce terme s’applique aux expressions algébriques dans

1. M. Spottiswoode. Comples-rendus de U Académie des sciences. 18753,
Tome LXXXI, pp. 875 et 961,

Dans le méme tome, on mentionne (p. 1262} une note de M. L. Hugo sur la
Géomeétrie panimaginaire. Il s’agit 1a de ?f: dimensions ! (Bulletin de la Société
Mathématique de France. Tome 1V, p, 92.)
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lesquelles entre la notation y/ —'{, notation qui n’a, par elle~-meéme,
aucun sens, mais qu'on est convenu de traiter dans les calculs sui-
vant des régles déterminées et n'impliquant pas contradiction.

Examinons quel rdle peuvent jouer ces expressions algébriques
dans l'application de V'algébre 2 1a géométrie, et spécialement en géo-
métrie analytique. |

Si, dans un probléeme de géomeétrie, on calcule une quantité
inconnue, et que toutes réductions faites, elle se présente sous la
forme imaginaire, ce résultat indique que cetie quantité n’existe pas
en fait, et que c’est & tort qu'on a pu faire Phypothése contraire.

Supposons par exemple que nous ayons, en géomeétrie analytique
5 deux dimensions, & déterminer par leurs coordonnées les deux
points d'intersection de deux cercles donnés dans un plan.

1l peut évidemment se faire que les données soient telles que les
deux cercles ne se coupent pas; dans ce cas, les coordonnées se
présenteront sous une forme imaginaire.

Mais convenons, en traitant dans le calcul ces quantités imagi-
naires suivant les régles algébriques, de leur faire subir les meémes
opérations que si elles étaient réelles et que nous nous proposions
de déterminer 1'équation de la droite passant par les deux points
d’intersection , nous trouverons que cette équation n’est pas com-
pliquée d’imaginaires. .

Que signifie un pareil résultat? que deux cercles étant donnés, il
y a toujours une droite jouissant, par rapport a ces deux cercles, de
certaines propriétés !, et qui, d’ailleurs, si les cercles se coupent,
passe par les points d’intersection. Rien de plus. i

Mais comme facilité de langage, on pourra dire que deux cercles
se coupent toujours en deux points (réels ou imaginaires) 2, et que
la droite passant par ces deux points est toujours réelle et jouit de
telle et telle proprieté.

Des exemples analogues d'interprétations géométriques de formes
imaginaires peuvent se rencontrer dés les débuts de la géométrie ana-
lytique. Il y avait 12 une conséquence forcée de la correspondanca
établie par Descartes entre I'algébre et la géometrie. Toutefois ce
n’est qu'a une époque toute récente que les conventions nécessaires
pour systématiser ces interprétations, ont recu leur entier déve-
loppement, aujourd’hui trés-complexe, €t que nous ne pouvons
exposer. |

Le point de départ de ces conventions consiste, comme on le pres-

1. Par exemple, que de chagque point de cette droite, on mene aux deux
cercles des tangentes égales.
2. Dans le cas de tangence, le point de contact est considéré comme double.



Pau! TANNERY. — LA GEOMETRIE IMAGINAIRE 437

sent, 4 admettre pour les coordonnées algébriques et pour les coéffi-
cients des équations la forme imaginaire, aussi bhien que la forme
réelle, et & parler dés lors de poinis imaginaires, de droites imagi-
naires; etc.

C’est uniquement aux théories reposant sur ces conventions que
I'on devrait, & mon sens, réserver le nom de géométrie imagi-
naire.

(’est bien de géométrie qu’il s’agit ici, et le but final est, bien en-
tendu, d’arriver a établir des théorémes ou & résoudre des pro-
blemes sur des figures réelles. Les démonsirations y sont souvent
trés-bréves, mais elles restent malheureusement incompréhensibles
pour qgui n'est pas initié & la véritable signification du langage con-
ventionnel qu’on y emploie. En tout cas, il n’y a jamais I au fond,
sous un déguisement plus ou moins pénétrable, que de l'algébre
appliquée & la géométrie. Griace aux conventions qui ont été faites
pour le langage, on évite d’écrire certaines équations et d’opérer sur
elles les déductions nécessaires au raisonnement. Mais, en fait, il y a
toujours des relations entre quantités réelles, qu’on doit supposer
tout d’abord avoir été transcrites sous formes algébriques avec 'em-
ploi du signe / — 1, puis retraduites dans le langage conventionnel
de la géométrie imaginaire. Ce n’est donc qu’un artifice logique plus
ou moins curieux; il n’y a rien qui puisse, en réalité, intéresser le
métaphysicien spéculant sur la notion d’espace.

Mais avant d’aborder un nouvel ordre d’idees, il est indispensable
que nous précisions le role des quantités imaginaires en algébre.
Nous le ferons en exposant le principe de la représentation géome-
trique des quantités imaginaires, principe essentiellement différent
des conventions dont nous venons de parler. Ici ce n’est plus une
application de lalgébre & la géométrie; ce seraii plutdt linverse.
C’est I’emploi de schémas géométriques spéciaux comme support de
raisonnements intuitifs sur des relations purement abstraites.

Reprenons la conception fondamentale de Descartes; soit deux
quantités, fonction Y'une de I'autre, ¢’est-a-dire telles que chacune
d’elles a, pour chaque valeur déterminée de Vautre, une ou plu-
sieurs valeurs également détermineées. ,

Nous pouvons nous représenter les variations d'une quantité quel-
conque par les changements de position d’un point sur une droite
indéfinie a partir d’une origine fixe sur cette droite; en d’autres
termes, la longueur d’une droite déterminée est pour nous le schéma
d’une quantité déterminée quelconque. Si, de nos quantités U, V,
fonctions 'une de l'autre, nous représentons de la sorte la premiére
par une longueur (abscisse) @ portée sur une droite fixe ou axe a
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partir d’un point origine, et la seconde * par une longueur (ordonnée)
y portée sur la perpendiculaire & V'axe & lextrémité variable de
Pabscisse, nous obtiendrons ainsi, aux extrémités des ordonnées, en

supposant que U par exemple passe successivement et continiiment

par toutes les valeurs possibles, une ligne généralement courbe qui

sera pour nous la représentation figurée de la fonction quilie Uet V.,

Ce procédé est bien connu et nous n’avons pas pour le moment &
insister sur les avantages qu'il offre en certains cas pour I'étude des
propriétés purement abstraites des fonctions.

Nous avons dit que le déplacement d’'un point sur une droite re-
présente la variation d’une quantité. De méme le déplacement d’'un
point de toutes maniéres possibles sur un plan, figurera la double
variation de l'abscisse x et de Pordonnée y, considérées ici comme
indépendantes 'une de autre. Pour utiliser ce schéma, nous con-
viendrons, avec Argand 2, d’assigner le point d’abscisse = et d’or-
donnée y & I'expression imaginaire « 4 y  —1.

Reprenons nos fonctions U, V. Posons U= 2 |y /= 1. D'aprés
la relation entre U et V, et les régles de calcul convenues ou éta-
blies, V se présentera sous une forme telle que X Y =17,

Que faisons-nous en réalité? Nous ne considérons plus les quan-
tités U et V, mais deux groupes binaires (2, y). (X, Y) liés entre eux
par des relations telles que si x et y sont tous deux déterminds, X et
Y le sont également tous les deux et réciproquement. Mais nous dé-
nommons cette double relation sous le méme nom que la relation
unique qui lie U et V; ce que nous pouvons faire, parce que, grice
aux conventions faites pour le calcul, si nous supposons y nul, les
deux groupes se réduisent respectivement 3 et a V,

Voila, au point de vue logique, toutle secret de 'emploi des quan-
tites imaginaires en algébre.

Géométriquement, les variations correspondantes des quantités
U et V ou des groupes (z, y), (X, Y), se représenteront par les dé-
placements correspondants sur le plan des points de coordonnées
(2, y), et (X, Y); si I'un de ces points décrit une certaine courbe dé-
terminée, 'autre décrira de méme une autre courbe déterminée.

Nous nous contenterons d’ajouter que cette représentation, em-
ployée par Cauchy, etc., a permis l'invention ou la démonstration

1. Pour simplifier I'exposé, ici comme dans ce qui suivra, nous ne. considé-
rons qu'une seule des diverses valeurs que peut prendre une fonction, dans le
cas géneéral, pour une valeur déterminée de la variable. -

2. Essai sur une maniére de représenter les quantités imaginaires dans les

constructions géométriques, par R. Argand. 2¢ éd., avec préface de M, J, Hotiel,
— Paris, Gauthier-Villars, 1874.
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de théorémes de pure algébre de la plus grande généralité et de la
plus haute importance. Nous nous proposions uniquement de faire
sentir comment, quand on parle de quantités imaginaires, il n'y a
jamais 13 une sorte de non-etre soumis au calcul, mais seulement
des quantités bien réelles entre lesquelles on a établi une relation
logique artificielle.

i

La géométrie de Lobatchewsky ! différe essentiellement de toutes
les théories dont nous avons parlé jusqu'a présent. Son objet est
de reconstituer entierement la science de U'espace aprés avoir rejeté
la célébre proposition généralement connue en France sous le nom
de postulatum d'Euclide, et y avoir substitué une hypothése qui
comprend celle d’Euclide, comme cas singulier.

A
Bo— —————

————— ;
-SSP e T

et e

E T

. ———

K

P . B G
Soit une droite BC, en un point D de laquelle j'éléve la perpendi-
culaire DA de longueur déterminée a; par A je méne la perpendicu-
laire EAF a DA dans le plan ABDC; Euclide démontre que EF ne
rencontre pas BC, il admet que c’est la seule droite menée par A
qui soit dans ce cas, et on I'appelle, d’aprés lui, paralléle & BC.
Lobatchewsky admet, au contraire, que par le point A, on peut
mener, outre EF, une infinité de droites du plan qui ne rencontrent
pas BC; toutes ces droites sont comprises dans les angles aigus
formés pour deux droites GH, IK, symétriques par rapport & EF.
La droite GH sépare les droites qui rencontirent BC du coté de C de
celles qui ne la rencontrent pas, la droite KI sépare les droites qui
rencontirent BC du cdté B de celles qui ne la rencontrent pas.

Lobatchewsky appelle paralleles & BC ces deux droites limites
GH, IK.

A, Etudes géométriques sur la théorie des paralléles, par N. J. Lobatchewsky,
traduit par J. Holiel, suivi d’'un extrait de la correspondance de Gauss et de
Schumacher. Paris. Ganthier-Villars, 1866.

@ ™
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Ainsi, par chaque point d’'un plan, on peut mener 3 toute droite
de ce plan deux paralléles, une pour chaque c6té de la droite ; la
position de chaque paralléle sera déterminée par langle plus petit
qu'un droit qu’elle fait avec la perpendiculaire abaissée du point
donné sur la droite donnée. Cet angle GAD, appelé angle de paral-
1élisme, dépend de la distance AD ou a. Il tend vers Yangle droit
lorsque e tend vers zéro, il tend vers zéro quand a augmente
indéfiniment.

Voila le point de départ de cette nouvelle géométrie. Remarquons
tout d’abord que les inventeurs n’ont nullement été poussés par
des considérations philosophiques. Leur ceuvre est purement mathé-
matique ; il s’agissait de combler une lacune dans la chaine des rai-
sonnements qui constitue la géométrie. ‘

Il est impossible de restituer aujourd’hui, telle qu'Euclide a pu
écrire, la partie des éléments qui précéde sa premiére proposition.
Dans les meilleurs manuscrits, on trouve d’abord ; ‘

1° Trente-cing définitions, (6pot), dont les unes sont nominales, les
autres réelles '. Ces derniéres ne servent pas comme prémisses
dans les théorémes, mais déterminent simplement Pintuition géomé-
trique, affirmant sans déduction. Sil'on voulait supprimer absolu-
ment cette intuition et réduire la géométrie & une déduction pure-~
ment abstraite, il faudrait substituer & ces définitions ou leur
adjoindre des affirmations synthétiques, posées & priori, indémon-
trables, qu’Euclide elit certainement, avec son maitre Platon 2, qua-
lifiées d’hypothéses. : |

2° Viennent en second lieu trois airfuars, postulata., Ce dernier
mot n'a pas précisément le sens qu'on lui donne aujourd’hui. Il
s'agit’ des trois constructions élémentaires desquelles dépendent
toutes celles qu’on apprend & faire dans la géométrie d'Euclide.

‘3> Enfin douze notions communes (xowut o), dont les sept pre-
miéres sont des propositions applicables & la grandeur abstraite, les
deux suivantes sont oureviennent 4 des définitions nominales ; les
trois derniéres ont été, probablement longtemps aprés Euclide, tirées
du corps des éléments, ol on a remarqué qu’elles figuraient comme
prémisses non démontrées. Le n° X : — Tous les angles droits sont
égaux enire eux, — est un théordme parfaitement démontrable, qui

1. Nominales, comme celles du rhombe (losange) et du trapeze ; réelles
comme celles de la ligne et du plan. Ce langage n’est pas parfaitement rigou-
reux. Voir : Des définitions géométriques et des définitions empiriqites, par Louis
Liard. Paris. Ladrange, 1873.

Un bon nombre de ces diverses définitions ne sont certainement pas d’Eu-
clide.

2. République de Platon, livre VI, 4 la fin.
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etait & peu prés inutile avec la marche d’Euclide. Le n° XII ; — Deux
droites ne peuvent limiter aucun espace, — est au contraire absolu-
ment indémontrable. Cette proposition est d’ailleurs implicitement
supposée dans les définitions. Enfin le ne XI est le fameux postula-
tum des paralleles,

L’habitude s'est introduite depuis de désigner sous le nom
d’axiomes les propositions primordiales de la géométrie. Je répéte
que, selon toute probabilité, le terme d’hypothéses efit été jugé
plus convenable par Euclide.

Quoi qu’il en soit, il est remarquable que le rejet d'un quelconque
des axiomes, implicitement ou explicitement admis par Euclide, en
dehors de laxiome XI (postulatum), arréterait des le début la
chaine des propositions démontrées. Vingt-huit, au contraire, se
suivent en toute rigueur, avant qu’il soit besoin d’invoquer cette
affirmation spéciale.

Il était donc permis de supposer que la démonstration en était
possible, et la question restait pendante depuis 'antiquité. Mais tout
effort était resté infructueux. La presque impossibilité d’éviter un
cercle vicieux dans le raisonnement était bien constatée. Une seule
voie restait ouverte au géométre assez hardi pour l'entreprendre. It
s’agissait de supposer que la proposition & démontrer n’était pas
vraie et de pousser la nouvelle hypothése jusqu’a ses derniéres con-
séquences, fall(it-il refaire toute la géométrie.

Si la proposition était démontrable, c’est-a-dire, pouvait étre ra-
menée aux autres axiomes admis, on devait, en suivant cette voie,
arriver & une contradiction ; dans le cas contraire, il fallait avouep
qu’elle n’était pas démontrable. -

C’est ce dernier cas qui s'est réalisé; le chemin complet avait
d’ailleurs éte parcouru par Gauss dés 1792, mais il n’a pas publié ses
travaux ; ce fut sur des terres plus neuves, plus affranchies de la
routine, que le germe de la pensée du maitre alla porter ses fruits,

En 1832, Wolfgang Bolyai, ancien camarade de Gauss & Goettin-
gue, professeur 4 Maros-Vasarhely (Transylvanie), publiait dans un
de ses traités, un mémoire ol son fils, Johann Bolyai !, exposait
dans tous ses développements nécessaires ce que Gauss nommait la
géoméirie non-euclidienne.

Des 1829, Lobatchewsky (né en 1793, mort en 18356}, professeur
Vuniversité de Kazan 2, olt il avait fait ses études sous des maitres

1. La science absolue de Uespace, etc., par Jean Bolyai (traduit par J. Hotiel).
Paris, Gauthier-Villars, 1868.

2. Notice historique sur la vie et les travaux de Nicolas Ivanovitch Lobat-
chewski, traduit du russe par 8. Potocki, dans le Bulletino di bibliografia et
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allemands, notamment Bartels, ami de Gauss, avait commencé 2
publier des essais sur les fondements de la géométrie. Sa Géométrie
imaginaire parut dans les mémoires de 'université de Kazan de
1835 & 1838. Par une méthode différant notablement de celle de
Bolyai, il arrivait aux mémes résultats.

Le nom donné par Gauss 4 la nouvelle theorle — non-euclidienng —
est le plus clair; mais il faut bien 'entendre dans ce sens, que la
geometirie est refaite en substituant au postulatum d'Euclide, un
postulatum différent plus général, qui comprend le premier comme
cas singulier. Bolyai dit « scientiam spatii absolute veram » ; emploi
impropre d’'un terme métaphysique. Le terme de géométrie imagi-
naire de Lobatchewsky est encore plus malheureux; si en effet,
comme nous le verrons, 'emploi du symbole /=T présente cer-
tains avantages dans les calculs de la nouvelle géométrie, ce n'est
qu'un accident, ce n'est nullement le caractére fondamental de la
théorie, qui n’a méme, en réalité, nul besoin de ce symbole. Lobat-
chewsky lui-méme renonca finalement & cette épithéte malencon-
treuse; son dernier ouvrage est intitulé :. Pangéoméirie 1. Depuis
les travaux récents,.on appelle sa géométrie hyperboligue. Jo ne
parle pas du terme de géoméirie astrale, inventé par Schweikart,
Nous verrons ultérieurement & quelles idées correspondent ces diffé-
rents termes. .

Nous n’avons pas a exposer ici l'ordre des déductions de Lobat-
chewsky ni de Bolyai, mais seulement les conséquences les plus
caracteristiques de leur hypothése, afin de permetire d’établir une
discussion métaphysique sur un terrain suffisamment déblayé.

Pour plus de facilité de langage, nous désignerons avec Bolyai par
systeme I le systéme de la géométrie euclidienne, par systéme S;
celui de la nouvelle géométrie,

La geométrie de la sphére, c¢’est-2~dire celle des figures tracées
sur la surface de la sphére avec des arcs de-grands cercles, est iden-
tique dansles deux systémes.

Supposons une droite en un point de laquelle soit un cercle tan-
gent ; que le centre du cercle g’éloigne de plus en plus indéfiniment,
le point de contact restant le méme, la cireconférence du cercle
(systéme X) se rapproche de plus en plus de la droite ; la droite est
la limite de cette circonférence, ce gu’on exprime aussi parfois en
disant qu’elle est une circonférence de rayon infini.

di storia delle scienze matematiche e fisiche (Tome I, — mai 1869) du prinee
Boncompagni.
1. Pangéométrie ou précis de géoméirie fondée sur nune théorie générale et

rigoureuse des parualléles, par N. Lobatchewsky. Kazan Imprimerie de I'Uni-
versité, 1855. En francais.
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Dans le systéme S, la circonférence tend non pas vers la droite,
mais vers une courbe limite (horicycle}, distincte de la droite et lui
restant, bien entendu, tangente. Les perpendiculaires au milieu des
cercles de cette courbe, au lieu de se rencontrer, comme dans le
cercle, en un méme point, sont paralléeles.

Systéeme X, Il n’y a que deux lignes uniformes, c’est-a-dire telles
qu'une partie quelconque puisse parcourir la ligne tout entiére sans
déformation ; ce sont la ligne droite et le cercle.

Systéme S. Il y a quatre especes de lignes uniformes : la ligne
droite, le cercle, l'horicycle; enfin une quelconque des courbes en
nombre infini, qu’on peut mener, avec ceite condition d’uniformité,
enire la droite et I'horicycle, tangentes au point de contact. Bolyai
les appelle courbes paralléles & une droite. Si par tous les points
d’'une droite; on éleve du méme cbdté des perpendiculaires toutes
égales entre elles, le lieu des extrémités de ces perpendiculaires est
une telle courbe. (Dans le systéme X, ce serait une droite parallele 3
la premiére). Les perpendiculaires élevées au milieu des cordes de
cette courbe (que nous nous figurons sous le schéma d’un cercle de
trés-grand rayon du systéeme X) ne se rencontrent pas.

Imaginons qu’on fasse tourner toute la figure de la droite et du
cercle tangent autour du rayon perpendiculaire & la droite. Celle-ci
engendre un plan, le cercle une sphére tangente; l'horicycle en-
gendre la surface appelée horisphére, limite d’une surface sphérique
dont le centire s’éloigne indéfiniment ; les courbes paralitles ¢ des
droites engendreront de méme des surfaces de révolution fangentes
au plan.

Systeme =. Il n’y a dans Vespace que deux surfaces uniformes,
c’est-a-dire dont un élément quelconque puisse se mouvoir sur toute
la surface de toutes les maniéres possibles et sans aucune déforma-
tion. Ce sont le plan et la spheére.

Systeme 8. Il y a quatre surfaces uniformes : le plan, la sphere,
I'horisphére et les surfaces courbes paralléles 4 des plans,

Toute propriété établie dans le systéeme X entre droites sur un
plan est vraie dans le systéme S, entre horicycles sur une horisphére.

Les relations métriques les plus ordinaires sur le plan dans le
systéme X ne sont pas conservées dans le systeme S, En particulier
rien de ce qui se rapporte & la similitude des figures ne subasiste.

L'angle de parallélisme G A D = u, pour la distance a est défini
dans le systéme S par la relation

Tang. 4 =
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daus laguelle la tangente de 'angle u est le nombre dont on trouve
le logarithme dans les Tables, e = 2,7182818... est 12 base du Sys-
téme de lpgarithmes népériens, k est un paramétre, une constante
qui ne peut étre déterminée que par l'expérience. Celle-ci nous
apprend que ce paramétre est extrémement grand par rapport i
tout ce qui est mesurable pour nous.

Si, dans les formules de la géométrie de la sphére du systéme X,
oli 'on fait entrer la valeur du rayon, et qui différent dés lors de
celles du systéme S, on donne & ce rayon la valeur imaginaire
k  —1, on retrouve toutes les formules de la planimétrie du sys-
téme S, A ce point de vue, on a pu dire, en employant un langage
qui est, & proprement parler, celui de la géométrie imaginaire, que le
plan du systéme S est une sphére imaginaire de rayon & =1 du
systéme 3. Mais si curieux que soit ce rapprochement, nous avons
suffisamment insisté sur la notion des imaginaires, pour qu’on sache
qu’il n’y a la rien autre chose qu'une relation purement analytique.
On peut d’ailleurs éviter 'emploi des imaginaires par celui des lignes
trigonométriques hyperboliques 1, qui se substituent dans les for-
mules aux lignes trigonoméiriques ordinaires des arcs de grand
cercle tracées sur la sphére. Il n'y a qu’d supposer les longueurs
rapportées au parametre k, au lieu de les supposer rapportées au
rayon de la sphére pris comme unité ainsi qu’on le fait généralement
dans la trigonométrie sphérique.,

Nous remettons & une étude ultérieure 'examen des développe-
ments qu’a subis depuis vingt-cing ans la théorie de Lobatchewsky,
par les travaux de Riemann 2, Beltrami 2, Klein. Dans une matiére
de cetie nature, on nous accordera qu’il est préférable de ne fau'e
marcher Panalyse que pas a pas.

II1

L'accueil fait par les géométres aux nouvelles théories n'a pas
toujours été trés-empressé; celui des philosophes capables de juger
la questiion a été nettement hostile.

1 D’ot1 le terme de geomeme hyperbolique. Klein.

2. Sur les hypothéses qui servent de fondement & lo géométrie, mémoire pos-
thume de B. Riemann, traduit par J. Hoiiel. Extrait des Annala di Matematico
pura et applicata. Série II. Tome III. Fasc. IV.

3. E. Beltrami. Essai d'interprétation de la géométrie non-euclidienne, traduit
par J. Hotiel ; Annales scientifiques de Uécole normale supeneure, tome 1V,
année 1869.
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Je considére comme incontestable qu’elles ébranlent fortement un
des principaux dogmes de 'école critique et la formule de Kant :
L’espace est la forme & priori du sens exiérieur.

Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer avec quelle vigueur
M. Renouvier ! prend l'offensive contre les novateurs. Quoique je
doive reproduire la substance de ses arguments et de ses conclu-
sions, j'essaierai de porter la guestion sur un terrain quelque peu
différent.

Il s’agit de savoir comment la notion d’espace peut se trouver
dépendre de ce nombre k, de cette constante déierminable seule-
ment par une expérience & posteriori. D'oll vient ce nombre? pour-
quoi aurait-il telle valeur plutét que telle autre? comment pourrait-
il varier?

Des trois termes distinets qui concourent pour la formation de
tout concept, — le moi intelligible, les sens, le non-moi intelligible,
— le premier est certainement hors de cause.

Admetire que les deux autres termes restant les mémes, celui-la
puisse changer, et qu’il en résulte une variation dans les phéno-
menes, c’'est nier toute science, infirmer tout raisonnement. Ce moi
intelligible n’est pas distinguable de 1'élément d’identité et de per-
manence qui enire dans tous nos concepts, qui joue son role dans
toutes nog déductions. On ne peut, en aucune fagon, préiendre a lui
enlever son caractére essentiel.

Pour les sens, il est également possible de les éliminer.

Nous n’en sommes pas & 'hypothése déja célébre de I'étre linéaire
ou superficiel qui n'aurait I'idée que d’'une ou deux dimensions de
I'espace. Nous manguerions alors de tout élément pour discuter la
possibilité de I'hypothese. On nous donne un étre dont les sens sont
tels qu'il admet tous les axiomes explicites ou implicites d’Euclide,
moins le postulatum,

Dans ce cas, il est clair que la valeur qu’il pourra effectivement
trouver pour le nombre £ dépendra de ses sens. Ainsi ce nombre
est pour nous plus grand que toute guantité que nous pouvons
mesurer en fait; si notre front atfeignait Sirius, nous pourrions
peut-étre lui assigner une certaine valeur ; si nous allions jusqu’a la
nébuleuse du Cygne, nous obtiendrions probablement une valeur dif-
férente, plus approchée de la véritable 2. Mais cette véritable valeur
en elle-méme ne peut dépendre aucunement de nos sens.

Construisons par la pensée un triangle rectangle, dont nous nous
donnions les cotés de Vangle droit; les principes relatifs & la ligne

4. Renouvier. Essais de critique générale, 1et essai, tome 1I, 2¢ édition,
2. D’out le terme de géomeétrie astrale.
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droite, & sa mesure, & sa perpendicularité, sont admis par Vétre du
systéme S comme par celui du systéme X; et cependant la longueur
de ’hypoténuse est différente dans les deux systémes, et dans S, elle
dépend de la valeur du coéfficient k. Que ce tridngle soit réel et que
nous en mesurions effectivement ’hypoténuse; nos sens et ceux de
I'étre du systeme S ont da, par hypothese, donner de part et d’autre
les meémes résultats pour les opérations de construction, et n'en
peuvent donner de différents pour cetie derniére mesure .

La valeur exacte du nombre & ne peut donc, en résumé, dépendre
que du non-moi intelligible. '

Que devient dés lors la formule de Kant?

Lorsque je suppose deux sphéres matérielles, gravitant I’'une vers
Yautre selon la loi de Newton, ou selon toute autre que j'imaginerai,
s1 Je veux déterminer le mouvement qu’elles prendront, je sais bien
qu’il me faut faire entrer dans mes formules un coéfficient dont je ne
puis aucunement penser & déterminer & priori la valeur; par exemple
Vattraction de I'unité de masse sur Yunité de masse & 'unité de dis-
tance. Mais quand je construis un triangle rectangle, la longueur de
Ihypoténuse dépendrait d’un coéfficient expérimental! Ot est dés
lors la différence si essentielle des deux concepts?

Lorsque je constitue la notion d’espace, en appliquant au monde
extérieur la forme du nombre ou, si I'on veut, du continu, je sous-
trais en méme temps toute la matidre des phénoménes, je fais
I'abstraction la plus compléte possible, et je crois bien m’étre
débarrassé de tous ces coéfficients & posteriori qui président & chaque
phénomeéne particulier. Non, il en reste un dont Pexistence m’est
affirmée, mais dont je ne pourrai d’ailleurs calculer la valeur, sij'y
arrive jamais, qu'au prix d’expériences et d’observations d’une déli-
catesse infinje.

Mais dans ce cas, si le nombre est une forme, I'espace n'en &8st
pas une; c’'est une matiére des phénoménes, absolument au méme
titre que la couleur; c’est un objet auquel ce coéfficient k imprime
un caractére concret indélébile, et si « tout change, excepté la loi
du changement, » je ne puis méme affirmer a priori qu’il est cons-
tant, et que le théoréme de Pythagore n'est pas en train de devenir
faux.

Mais qui me force, aprés tout, & modifier & ce point mes habitudes
d’esprit? Quont fait en somme Lobatchewsky et Bolyai? Une tenta-
tive de démonstration par 'absurde qui n’a pas abouti. Il en résulte,

1. C’est la conclusion & laguelle arrive M. Helmholtz, aprés uhe analyse trés-
minutieuse, dans le remarquable article publié dans le numéro du Mind de
juillet 1876.



Paunl TANNERY. — LA GEOMETRIE IMAGINAIRE 4471

je le veux bien, que le postulatum d’Euclide est irréductible aux
autres axiomes de géométrie, que le concept de l'espace est accom-
pagné d'un jugement synthétique ¢ priori de plus que certains géo-
métres ne le supposaient. Mais si ’habitude de le considérer hypo-
thétiqguement comme faux a réellement enirainé les novateurs &
douter de sa vérité, suis-je obligé de les imiter? 1ls n'ont fait qu'un
travail logique; du faisceau profondément entrelacé des axiomes fon-
damentaux de la géoméirie, ils en ont détaché un, et ils se glorifient
de la dislocation qui en résulte dans la série des conséquences. Mais
qui a jamais dit que ces axiomes, — appelez-les d’ailleurs du nom
que vous voudrez, hypothéses avec Platon, inductions immédiates
de I'expérience avec tel autre, — qui a jamais dit qu’ils découlassent
tous logiquement d'une seule et méme proposition? Qui dira qu’un
semblable effort ne peut & son tour détacher du méme faisceau une
seconde proposition et ainsi de suite? Et ce faisceau lui-méme tout
entier, Kant ! ne le rejetait-il pas, quand il supposait la possibilité
d'un espace & plus de dimensions que le notre? Il ne vous est pas
permis de conserver & votre choix, de rejeter & votre fantaisie; tout
est & prendre ou & laisser en méme temps. Aulrement nous ne fai-
sons plus ni critique, ni métaphysique; vous me remetiez « aux
« conditionales, lesquelles, en dialectique, rec¢oivent toutes contra-
« dictions et impossibilités. Si mon mulet transalpin volait, mon
« mulet transalpin aurait ailes 2. »

Voila ce que je dirais, si j’appartenais & 1'école critique. A Yautre
pole de la philosophie, au milien des positivistes, mes conclusions
seraient les mémes, si le point de départ était différeni. Auguste
Comte, dont personne ne niera la compéience, a pris une position
trés-nette. Trés-probablement au courant, dans une certaine mesure
au moins, des idées qui s’agitaient & Yétranger, mais écrivant en
France, oll la tendance était alors toute autre, il s'éléve tres-vigou-
reusement contre la prétendue démonstration du postulatum par
Legendre & Vaide du principe d’homogénéité *, et en discerne le
paralogisme profondément caché. D’aprés lui, tous les axiomes vien-
nent de l'expérience; nous ne les formulons immeédiatement que
grice a leur trés-grande généralité, qui nous permet 'induction sans

1. Voir la cifation faite dans la Rcvue Philosophique de mai 1876, p. 511,
par M. T. V. Charpentier. Je ne partage nullement, au reste, comme le lecteur
a pu s’en rendre compte, la facon de penser exprimée apres cette citation,

2. Rabelais. Livre 1II, ch. 30,

3, Cette démonstration revient au fond, a admettre & priori, la possibilité de
construire sur un plan une figure semblable & toute figure plane, c'est-a-dire
ayant les angles égaux chacun & chacun, et les codieés proportionnels. Clest le
postulatum admis dans tous les arts du dessin.
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aucune hésitation; ils sont constamment vérifiés @ posteriori dans
les applications pratiques de leurs conséquences. De ces deux cir-
constances, résulte pour nous la certitude. Il est-certainement dési-
rable, au point de vue logique, que ces faits généraux, immédiate-
ment constatés par nos sens, soient rigoureusement énumérés et
réduits au moindre nombre possible; mais pour les progrés effectifs
de la science, cela importe peu, au fond.

On voit dés maintenant ce que dirait anjourd’hui un héritier de
ces doctrines. Vous avez établi que 1'axiome XI d’Euclide ne pourra
jamais recevoir que des vérifications & posteriori; le maitre I'a dit
pour tous les axiomes. Mais n’allez pas plus loin ; n’essayez pas de
faire de la géométrie une science d’'un autre ordre, comme la physi-
que mathématique, ot 'on épuise toutes les hypothéses rationnelles
possibles avant de procéder & des déterminations de coéfficients et
b des vérifications expérimentales. Nous ne vous attendions pas
pour retourner la proposition du platonicien Dercyllides! : De
méme qu’il faut des hypothéses en géometrie, il en faut en astro-
nomie. Mais prenons cet exemple ; I'hypothése de Copernic a deux
mille ans de moins que le postulatum; elle ne se préte qu’a des
vérifications expérimentales heaucoup plus incertaines. Prétendrez-
vous qu'il faille Pabandonner pour une autre plus générale, et refaire
tout & nouveau la mécanique rationnelle? Employons mieux nos
efforts : ne vous arrétez pas au début de la route frayée en révant
d’en percer une autre ; tichez de prolonger celle ot1 marche 1'huma-
nité. Ce qui nous sépare n’est au fond qu'une question de méthode,
nous reconnaissons toute la valeur de 'appui que vous nous appor-
tez ; mais n'en modifions pas le semns. Le postulatum d’Euclide est
une hypothése, mais il en est de méme de tout autre prétendu
axlome, et il est aussi légitime, comme hypothése, que Vaffirmation
des trois dimensions de l'espace.

11 serait juste maintenant de donner la parole & un des défenseurs
actuels de la nouvelle géométrie. Je terminerai cetie étude en .es-
sayant, aprés les deux auires, de remplir aussi ce nouveau role,
tiche que me facilitera surtout l'amitié dont veut bien m’honorer
M. Holiel, 'homme qui aurait sans doute, en France, le plus d’au-
torité pour le prendre2.

Nous reconnaissons parfaitement, dirai-je dans mon nouveau per'-
sonnage, que l'ceuvre de Lobatchewsky, de Bolyai et de leurs suc-

1. Theonis Smyrn®i platonici liber de astronomid, publié par Th. H. Martin.
— Paris, Dezobry et Magdeleine, 1849 — ch. XLI.

2, Du véle de Uexpérience dans les sciences exactes, par M. J. Holiiel, profes-
seur & la Faculté des sciences de Bordeaux. — Prague. Ed. Grégr. 1875.
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cesseurs est purement logique. Mais faisons un peu de métaphysi-
que : je ne parlerai pas pour le moment aux positivistes, puisqu’ils
s’y refusent et trouvent un criterium de certitude dans la vérifica-
tion & posteriori d'une hypothése, jointe & quelque vague caractére
de conformité de sa formule avec les données immédiates de 1'expé-
rience. Je constate, en tout cas, que la certitude que me donne le
principe de contradiction et les lois du raisonnement est d’un ordre
tout différent, et que toute expérience a posteriori ne pourra jamais
avoir I'exactitude que je réclame. Je sais d'ailleurs que le principe
de contradiction seul est infécond; c'est un cadre vide ou je dois
mettre d’dulres prémisses. Est-ce de mon propre fonds seul que je
les tirerai? est-ce uniquement de 'expérience? Ni I'un ni Vautre ;
pour tout concept, il y a synthése de I'objet et du sujet. Il n’y a dans
le monde extérieur ni ligne droite, ni plan ; que dis-je? abandonnons
la. géomeéirie, reportons-nous au commencement de Iarithmélique;
il n’y a pas d’unités, au moins telles que je les congois, pouvant se
substituer les unes aux autres dans toutes les opérations logiques
auxquelles je les soumettrai; ce concept de 'unité, tel que je Pin-
troduis dans le raisonnement, n'est-il pas formé de deux éléments,
V'un emprunté au monde extérieur, sans lequel toute représentation
d’unités distinctes me serait impossible, Pautre emprunté & mon

moi intelligible, l'identique permanent, la povks de Pythagore, le

adto x26’ «btd de Platon, le summum genus de Ferriert?

C'est par des synthéses un peu différentes, mais analogues, que se
forment les concepts géométriques. L'importance de I'élément exts-
rieur est plus grande; mais D’iniérieur n'est pas annulé. De la sorte je
puis construire des propositions primordiales, empreintes, par suite
de leur double origine, d’'un double caractére. Elles peuvent servir
a la déduction, étre le point de départ de théories rigoureusement
enchainées, sous la seule condition de ne pas admetire en méme
temps des theses fondamentales contradictoires, ce que la suite de
la déduction ferait d'ailleurs nécessairement reconnaitre. D’autre
part, elles ne peuvent jamais étre vérifiées complétement par 'ex -
perience ni directement, ni indirectement, et par suite un doute
reste toujours sur la parfaite exactitude de leur application dans Ia
pratique. Je puis les déclarer absolument vraies subjectivement ;
elles restent hypothétiques relativement a 1'objet.

Il en est de méme pour toutes les autres sciences dans lesquelles

1. Voir dans la Revue Philosophique d'aolit 1876, l'article de M. Penjon sur
Ferrier, — p. 130-167. On peut faire de nombreux rapprochements entre les
idées que nous exprimons, et celles du métaphysicien anglais.

TOME 11, ~— 1876. Q20
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les mathématiques ont été introduites; la géométrie ne s'en dis-
tingue que par le degré d’abstraction. _

En tout cas, 'expérience joue son rdle dans touie science exacte ;
c’est elle qui fournit la matiére que U'esprit s'assimile avant de for-
muler ses axiomes ou ses hypotheéses.

Qu’on ne nous accuse pas maintenant, du faisceau des principes
fondamentaux de la géométrie, de vouloir rejeter 'un, conserver les
autres. Depuis Lobatchewsky, I'on a marché. Nous ne prétendons
rien rejeter ; nous voulons essayer de débrouiller I'échevean et de
reconnaitre la part de chaque principe dans la série des conse-
guences. Il nous faut, pour cela, arriver 3 supprimer complétement
le role de lintuition géométrique, et tout reconstruire par pure deé-
duction logique & partir des premiers principes ; il nous faut aussi
avoir le droit de faire abstraction de tel de ces principes que nous
voudrons et méme de le remplacer par un autre différent ou plus
général, afin d’examiner les conséquences. Nous disloquerons ainsi
la géométrie actuelle, mais nous relierons toujours les parties sépa-
rées par des constructions que l'on pourra irouver artificielles ou
parasites, qui n’en auront pas moins, sinon immédiatement, an
moins un jour, leur utilité. On peut évidemment — question de mé-
thode — metire en doute P'utilité pratique du travail que nous pré-
© conisons. Mais nous sommes préls a4 accepier la discussion sur ce
terrain ; il nous suffit de rappeler Beltrami retrouvant la théorie
d’une surface de ancienne géoméirie déja toute faite dans la theéorie
du plan de Lobatchewsky.

Nous aurions 2 répondre & d’autres questions; si nous conside-
vons la notion de l'espace comme un complexe formé de certains
concepts tirés de Pexpérience, mais auxquels nous nous attribuons
le droit de donner subjectivement des formes différentes, il n'en
parait pas moins certain qgue de tous les complexes de la sorte, for-
més logiquement avec les concepts modifiés de toutes les manidres
possibles, il 0’y en a jamais qu'un seul qui puisse s’appliquer & l'ob-
jet. Ny a-t-il pas dés lors un critericm ahsolu qui doive nous per-
mettre de le discerner ? N’y a-t-il pas un pourquoi en raison duguel '
ce complexe objectivable soit tel plutdt que tel autre ?

Sur le premier point, nous croyons dés maintenant pouvoir ré-
pondre négativement. Dés que nous voulons objectiver, nous n’avons
plus qu’un criterium, l'expérience, qui ne peut fournir de certitude
absolue, & aucun degré d’abstraction que ce soit. Pratiquement, il
n’est pas douteux que la notion euclidienne ne sera jamais contre-
dite par notre expérience. Mais nous avons foujours le droit de
maintenir conire la formule de Kant qu'il n'y a ancune nécessité
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a priori dans la notion de I'espace, méme nos sens étant ce qu'ils
sont, si nous faisons toutefois abstraction de la nécessité logique de
non-contradiction entre les concepts simultanément admis.

Pour la seconde question, il semble difficile de rien répondre pour
le moment. C’est précisément lorsque le travail de la nouvelle géo-
meétrie sera suffisamment avancé, lorsque 'entrelacement des diffs-
rentes propositions fondamentales aura été dénoué, lorsque 1'on
connaitra leurs corrélations réciproques, leurs tenants et aboutis-
sants, que l'on pourra peui-étre commencer des études dans ce
sens, et donner des réponses partielles, affirmatives ou négatives.
Si la physiologie a d’ici 1a fait des progrés correspondants, peut-éire
pourra-t-on reconnaitre que tel principe tient & telle constitution de
nos sens, tel autre non. Jusque-la la question reste ouverte, et la
nouvelle géométrie ne peut que demander crédit.

Paur TANNERY.
(A suivre.}
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