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F. BuscHMANN: Tetraeder mit Seitenflichen nach dem Lehrsatz Pythagoras 293

z. B. [cos® & sin 4] ist die Tangente in (tg «)
[cosg sin z—] ist die Tangente in (tg g)
[sin Z‘ sin g] ist die Tangente in (cot g)

(Eingegangen am 7. 2. 33.)

Die Tetraeder, deren Seitenflachen eine dem Lehrsatz des
Pythagoras entsprechende Beziehung erfiillen.

Von Fritz Buscamann, Hannover.

1. Aufgabe.

In den iiber dem gegebenen echten Dreieck P,P,P; aufgebauten
Tetraedern P, P,P,P sollen die Flacheninhalte der Seitenflichen
pP,P,P, P,P,P, P,P,P und P,P,P; bezeichnet werden mit
F,, F,, F; und F. Wir wollen untersuchen, wo der Punkt P liegen
muB, um die Bezichung

(@ F*=Fp 4 F+Fg

zu erfiillen. DaB in Tetraedern, deren Kanten und Flichen bei P
unter rechten Winkeln zusammentreffen, die Beziehung (1) erfiillt
ist, ist bekannt. Diese rechtwinkligen Tetraeder miissen deshalb in
der Gesamtheit der zu untersuchenden Tetraeder enthalten sein.

2. Die Steinersche Ellipse.

Die einem Dreieck umbeschriebene flichenkleinste Ellipse wird
nach Steiner benannt. Sie hat ihren Mittelpunkt im Schwerpunkt
des Dreiecks. In diese Ellipse lassen sich aber unendlich viel Dreiecke
einbeschreiben, die mit dem Ausgangsdreieck den Schwerpunkt und
den Flicheninhalt gemeinsam haben. Alle diese Dreiecke gehen durch
orthogonale Affinitdt aus den einem Kreise einbeschriebenen gleich-
seitigen Dreiecken hervor, dessen Durchmesser mit einer Ellipsen-
achse identisch ist. Wahlen wir die Achsen der Ellipse als Koordinaten-
achsen, so geniigen die Koordinaten der Eckpunkte aller dieser Drei-
ecke den Beziehungen

X+ X%+ xX3=0

(2) Yi+ Y+ Yys=0
X1Y1+ %Y+ X3yY3=0.
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Wir konnen setzen

x, =4 cos ¢, y, = B sin ¢,
3) %, = A cos @, , y, = B sin ¢,
%3 = A cos ¢g, y3 = B sin ¢,
d find P1=¢, =@ + 120°, @3= ¢+ 240°
und finden
(4) A2 = g (%, + %% + x3?)

B = §(y.* + . + v5%).
Sind die Koordinaten der Ecken des Dreiecks P, P, P, beliebig ge-
geben, so 1dBt sich durch Parallelverschiebung und Drehung stets
erreichen, daB die Gleichungen (2) erfiillt sind. Die gefundenen Ko-
ordinatenachsen und die Gleichungen (4) bestimmen die Achsen der
Steinerschen Ellipse, und aus (3) finden wir den Winkel ¢, der das
der Ellipse einbeschriebene Dreieck charakterisiert. Wenn wir wollen, |
konnen wir immer erreichen, da3 A2 = B? wird. Die Steinersche
Ellipse hat die Gleichung

x=Acosg,y=Bsing

x2 yﬁ
Oder 72—+7sz’——1:0

3. Hilfsformeln.

Wir bestimmen zunidchst einige Summen von Koordinatenpro-
dukten. Dabei soll unter Y%/ y,# die Summe aller Produkte von
der Form x/y# verstanden werden, wo ¢k bei ¢ % irgendeine
Variation der Zahlen 1, 2 und 3 bedeutet und A und x bestimmte
Zahlen sind. Der Fall 7 =k wird mit >/ y# bezeichnet. Unter
Beriicksichtigung der Formeln

sing, = }V3cosp—}sing
sin ¢y =-—}V/3cosp —}sing
(5) COS @, =—u}cos<p—%1/§sinq)
cosgy =—3}cosp+ 3Y3sing

sin 3¢ = 3 singp — 4 sin®g
COS 3¢p=4cosp — 3 COS@
erhalten wir

2=y =2xiyi=xiyp=0

Zx.’-—-—-—zzxixk: 342, 2}’1‘2: - 22yi3’k= iB?
(6) Sulyp= %0,y =—}A*B sin3¢

in%cg =2xiyiyk=%A B? cos 3¢

By =LABY, D nyiye=— (A B
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Werden die Seiten eines Dreiecks mit &, b und ¢ und der Flichen-
inhalt mit I bezeichnet, so ist

() 1612 = 2a%b% 4 2b%¢c® + 2c2a® — a* — b* — 4.

4. Berechnung von F2.

Das Dreieck P, P,P; mit dem Flicheninhalt F geht aus einem
dem Kreise mit dem Radius A4 einbeschriebenen gleichseitigen Drei-
eck durch orthogonale Affinitét hervor. Die Charakteristik der Affinitét

ist %. Der Fliacheninhalt des einem Kreise mit dem Radius 4 ein-

beschriebenen gleichseitigen Dreiecks ist aber 21/ 3 A2. Das Dreieck
P, P, P, hat demnach die Fliche $)/3 A B, d. h. es ist

(8) F*=2%42B2,

5. Die Summe der Fg.

Durch Hinzunahme der im Anfangspunkt des in Abschnitt 2 ge-
wihlten ebenen Koordinatensystems auf seiner Ebene errichteten
Senkrechte erhalten wir ein senkrechtes rdumliches Koordinaten-
system. Die Tetraedereckpunkte haben dann die Koordinaten

Py = (%1, ¥1,0), Py = (%, %2, 0), P3 = (%3, ¥5,0), P = (x, 9, 2).

Zur Vereinfachung des Druckes soll nicht (P, P,)2, (P P;)? und F 2,
sondern (P,P,)?, (P P,)?und F,? berechnet werden. Durch zyklische
Vertauschung der Indizes 1, 2 und 3 findet man die iibrigen Quadrate.

Nach (7) ist
16 F 2 = 2(PyPy)% - (PPy)* + 2(PyPy)%+ (PPj) + 2(PPy)?- (P Py)*
— (PyPg)* — (P Py)* — (P Py)*.
Setzen wir ein
(Py Pg)? = (%3 — %3)* + (Y2— ¥3)*
= (%2 + ¥2%) + (%% + ¥5%) — 2 (%2 %5+ Y2 ¥3)
(PP = (x— %)+ (y — ¥a)* + 2
= (P 9P ) + (5 92 — 2 (x5 + yy) usw,
so erhalten wir
I6F 2= 4 (224 ¥+ 22) (%> + %5 — 2 %3 X3+ V.2 + 952 — 292 3)
—4(x %+ ¥y — 4 (¥ %+ yy5)* + 8(x %2+ Y ¥5) (¥ 22+ ¥ ¥5)
x %2+ Y ¥2) (%° + ¥5°) — 8(¥ %5+ ¥ y35) (%2 + ¥o?)
%%+ Y ya) (%2 X5+ Y2 ¥s) + 8{x x5+ ¥ y5) (%2 %3+ V2 ¥s)
X2 %3+ Y2 ¥3)* + 4 (%° + ¥5°) (%5* + ¥57)

—~ e~~~
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und
4F 2= 22 (92— 292 Y5+ ¥5%) + V2 (%' — 2 %5 ¥ + %5F)
+ 22 (%% — 2 % %5 + X+ Vo' — 295 Y3+ ¥s?)
+ 2%y (%2ys+ %3 Ya— XaYa— %3 )s)
+ 2% (%3 Y2 Y3+ X3 V2 Vs — XaVs?— X5V 5P
+ 29 (YaXa X3+ V3 Xp X3— Yo X5~ V3 X3%) + %o y3P + %52y sP —2 X2 X3 Y2 5.
Durch Addition folgt
4 SF2= 2223y — Syiyi) + 292 (2 — i 1)
+ 222( Swd + Syd— Swim— Syiye) + 22y (Sxiye—2 2%:9:)
+2% (sz YiVe— Exf yk2> + 2y (sz XeYi— inz Q’k)
+ Py — 2 DX X Yi Vi
und unter Beriicksichtigung der Formeln (6)
4 2F2=222(3B*+}B?) 42y (§ 42+ }4?) +222(§4°+ § B?)
+2A2B2 4 § A% B2
Es ergibt sich schliellich
(9) DF2=2{2B*x*+ 242y*+ 2 (A% + B?) 22 + A% B?}.
6. Das Ellipsoid.

Soll nun die Beziehung (1) erfiillt sein, so miissen die Koordinaten

des Punktes P nach (8) und (9) der Bedingung
NA2B*=%(2B2a*+ 24%y*+ 2 (A2 + B?) 224 A2 B?)

oder B2x?+ A%y 4 (A*+ B 22— A®B%*=o0 geniigen.

Diese Gleichung eines Ellipsoids kénnen wir noch in der Form
schreiben

2 2 2
(x0) %—F%_{“}" A:Bz —1=0
A* 1 B

und erkennen, daB zwei Hauptachsen des Ellipsoids mit den beiden
Achsen der Steinerschen Ellipse in GroBe und Lage iibereinstimmen
und daB die dritte Hauptachse des Ellipsoids eine einfache Funktion
der Ellipsenachsen ist. Schreiben wir die Gleichung des Ellipsoids
in der Form

22 y2 22
atmta—I1=0

so besteht die Beziehung
I I 1
G-t
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Das Ellipsoid kann deshalb als gewthnliches Tragheitsellipsoid des
Ausgangsdreiecks P, P, P, angesehen werden. Der Schnitt mit der
xy-Ebene ergibt die Steinersche Ellipse, das Ellipsoid enthilt also
die Punkte P,, P, und P;. Gleichung (10) enthédlt den das Ausgangs-
dreieck charakterisierenden Winkel ¢ nicht, d.h. das Ellipsoid ge-
hort zu jedem in die Steinersche Ellipse einbeschriebenen flichen-
groBten Dreieck P, P, P,.

Wir wollen das Ergebnis folgendermafBen aussprechen:

Uber jedem echten Dreieck P, P, Py lassen sich oo Tetraeder mit dem
vierten Punkt P aufbauen, die die Bedingung F2? = F,% 4 F? 4 F42
erfiillen. Der Punkt P liegt dabei auf einem Ellipsoid, das folgende
Achsen besitzt: 1. und 2. die Achsen A und B der Steinerschen Ellipse
des Grunddreiecks und 3. die im Mittelpunkt der Ellipse auf ihrer
Ebene nach beiden Setten evvichtete Semkvechte, deven Linge (d. h. die
der Halbachse) geometrisch als die Hihe im vechtwinkligen Dreieck
mit den Katheten A und B gedeutet werden kann.

Zusatz: Fiir die Ebene lifit sich folgender Satz als Sonderfall aus-
sprechen: Der geometrische Ort fiir den Punkt P einer Ebene P, P,P,,
der mit je zweien dieser drvei Punkte Dreiecke bildet, deven Flichen-
inhaltsquadratsumme mit dem Quadrat der Dreiecksfliche P, P, P iiber-
einstimmi, ist die Steiner sche Ellipse des Dretecks P, P, P.

7. Rechtwinklige Tetraeder.

In jedem Tetraeder P, P, P3P, dessen Kanten bei P unter rechten
Winkeln zusammenstoBen, liegt P senkrecht iiber dem Hohenschnitt-
punkt des Dreiecks P, P, Py, das spitzwinklig sein muB. Wir wissen
weiter aus Abschnitt 1, daB P auf dem Ellipsoid (z10) liegen muB.

Im Dreieck P, P, P, hat die Hohe %, die Gleichung

hy=(%— %)%+ (Yo — V)Y — %1 (%, — %3) — ¥1(¥. — ¥3) = 0.

Nehmen wir die durch zyklische Vertauschung sich ergebende Glei-
chung fiir A, oder A4 hinzu und rechnen wir die Héhenschnittpunkts-
koordinaten xy und yg aus, so ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (3) und (5) ‘
B2— A2

Xg=——— COS 3¢
(z1) By — A* .

Vg = 2B sin 3 .

Der Punkt P des rechtwinkligen Tetraeders habe die Koordinaten
&, 7, ¢. Esist § = xy und 5 = yg. { folgt aus der Gleichung des Ellip-
soids. Wir erhalten
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B2 — A?2
§=——7—cos3¢p

2 A2

B .
(12) n=-—g Sn3¢

(=4 —5 VB*(34*— B) — (4*— B)®sin* 3¢.

Das doppelte Vorzeichen fiir { weist darauf hin, daB es zwei bei P
rechtwinklige Tetraeder P, P, P, P iiber P, P, P; gibt, die symmetrisch
zur P, P, P;-Ebene liegen.

Der Ausdruck ¢ in (12) 148t folgende Uberlegungen zu: Wir erhalten
nur dann ein reelles rechtwinkliges Tetraeder, wenn ¢2> o, d. h. wenn

sin?3¢ < B—&% oder
. Bt(342— B?)
(13) sin?3¢ < Bl(3A2__BZ)+Ad(A2.__3Bz)'

Bei A* = B? und A% < 3 B2 gehoren zu allen Winkeln ¢ rechtwinklige
Tetraeder und im Falle A2 = 3 B2 nur zu den Winkeln ¢, die (13)
erfiillen.

Aus dem bisher Gesagten konnen wir ferner nebenbei folgern, daB
bei A? = B? und A2< 3B? alle der Steinerschen Ellipse einbe-
schriebenen flichengroBten Dreiecke spitzwinklig und bei 42 = 3 B2
nur die spitzwinklig sind, deren charakterisierender Winkel ¢ die
Ungleichung (13) erfiillt. Die Dreiecke, die zu

4 2 ___ B2
(14) sin?3¢ = %
gehoren, sind rechtwinklig.

Fiir jeden Winkel ¢, also fiir jedes der Steinerschen Ellipse ein-
beschriebene flichengroBte Dreieck P,P,P, gibt es oco? Tetraeder
P,P,P,P, die F*=F 2+ F,? + F 2 erfiillen, aber nur zwei — sym-
metrisch zur Ebene P, P, P4 liegende — sind bei P rechtwinklig. Die
Gesamtheit der Punkte P, die zu den rechtwinkligen Tetraedern
aller Dreiecke P,P,P; gehoren, ist eine Raumkurve 4. Ordnung,
die durch den Schnitt des Ellipsoids (10) mit dem Zylinder

22 y?
A’——B=2+ A? — B2\2
( 24 ) ( 2B )
entsteht, dessen Gleichung aus (11) gefunden wird. Der Schnitt dieses

Zylinders mit der xy-Ebene ist eine Ellipse, die der Steinerschen
dhnlich ist, deren Achsen aber in ihrer Ebene um 9o® gedreht sind.

—I=0

(Eingegangen am 19. 10. 1932.)
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