| | B3R
Rechensteme und Sprache “=FEVRSW.

Zr Begriindung der wissenschaftlichen Mathematik
durch die Pythagoreer
von Wolfgang Lefévre

1. Vo:rﬁberlegungen:

Ursprung der wissenschaftlichen Mathematik

Die klassische Periode des antiken Griechenland (500-300 v. u. Zt.) war
in der europidischen Geistesgeschichte oft Gegenstand bewundernder
und auch idealisierender Riickblicke. Erstaunlich ist allein schon, auf
wievielen Gebieten diese kurze Periode spiteren Zeiten Muster aufstell-
te: der bildenden Kunst mit der klassischen Bauweise und den Plastiken
von Phidias und Praxiteles, dem Drama in der Trias Aischylos, Sopho-
kles und Euripides, der Rhethorik durch Demosthenes, der Historie in
Herodot und Thukydides, der Philosophie durch Sokrates, Platon und
Aristoteles. Auch die Wissenschaftsgeschichte blickt auf das klassische
Griechenland mit Bewunderung, ehrt es als die Geburtsstiitte der Wis-
senschaft im engeren Sinne, nimlich der Wissenschaft als beweisender
Theorie'. Am Ende dieser Periode, etwa 300 v. u. Zt., stellte Euklid sei-
ne ,,Elemente** zusammen, das — neben der Bibel - bis zum Beginn un-
seres Jahrhunderts meistgedruckte Buch der Welt.
In den MaBe, wie uns in den vergangenen hundert Jahren die
Arithmetik, Geometrie und Astronomie der alten mesopotamischen
Volker und des alten Agypten bekannter geworden sind, muBte freilich
die Vorstellung korrigiert werden, nach der die Griechen der archai-
schen und klassischen Periode gewissermaBien als die Erfinder dieser
Wissensgebiete galten. Vieles, was als originelle Schopfung der Grie-
chen angesehen wurde, stellte sich als Aneignung mesopotamischer und .
(R @\EC_.\-\-:_N == \\\\ agyptischer Errungenschaften‘v heraus. Mehr noch: Zumindest hinsicht-
D= . « lich Arithmetik und Astronomie ist nicht linger zu bezweifeln, daB das
EXTERIS klassische Griechenland den Verglelch mit jenen dlteren Kulturen nicht

RN QAe = , bestehen kann.
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Diese Berichtungen unseres Bildes des klassischen Griechenland be-
riithren allerdings nicht das Urteil der Wissenschaftshistoriker, dafl das
klassische Griechenland die Wissenschaft als beweisende Theorie schuf,
und zwar in der Begriindung der Mathematik als Wissenschaft.

Wenn der Titel ,,Wissenschaft der Mathematik des klassischen
Griechenland zuerkannt wird, obgleich sie in mancher Hinsicht unent-
wickelt war und viele ihrer Erkenntnisse nicht selbst entwickelte, son-
dern von andcren iibernahm, und wenn zugleich dieser Titel der meso-
potamischen und &gyptischen Mathematik abgesprochen wird, ob-
gleich zumindest die Arithmetik und Algebra der Mesopotamier unbe-
stritten héher entwickelt waren als die des klassischen Griechenland, so
ist natiirlich zu fragen, welches Kriterium diesem Urteil der Wissen-
schaftshistoriker zugrunde liegt. Dies Kriterium besteht negativ darin,
daB die ,,Mathematik als Wissenschaft* von einer Mathematik abge-
grenzt wird, die als Keantnis ,,nach Art von Rezepten*? bezeichnet
werden kann, niimlich als Kenntnis bestimmter Techniken und Verfah-
ren zur Losung bestimmter mathematischer Aufgaben und Probleme.
Man kann dicse Mathematik auch als anwendungsgebunden bezeich-
nen, allerdings nur in dem Sinne, daB sich ihre Kenntnisse von Lé-
sungsverfahren fallspezifisch auf bestimmte mathematische Probleme
beziehen. Dagegen ist es nicht haltbar, zu behaupten, diese Mathematik
sei ,,stets dem unmittelbar Praktischen verhaftet* geblieben®. Welche
praktische Bewandtnis 148t sich fiir die Addition einer Lange mit einer
Flache denken, wie wir sie in mathematischen Keilschrifttexten der alt-
babylonischen Zeit finden?

Eine positive Bestimmung der ,,Mathematik als Wissenschaft*“ kann
in der einschligigen Literatur auf vielerlei Kriterien zuriickgreifen, de-
ren Zusammenhang nicht immer deutlich ist. Es finden sich dort zum
Beispiel folgende Kriterien: ,,Formulierung allgemeiner Sitze*, ,,be-
weisen*, ,,Grundlagenreflektion*, ,,Deduktion**, , axiomatisch-deduk-

iv**, Vollzug der ,,dialektischen Negation der Realitdt** durch die Ma-
thematik®, ,,Bediirfnis zur Abstraktion (...), d. h. das Bediirfnis, die ge-
wonnenen Kenntnisse zu einem logisch begriindeten einwandfreien
System zu entwickeln*®, ,,Lehrsitze iiber beliebige und gewisse Dinge
(beweisen) (. . .), ohne nidhere Angaben iiber bestimmte Einzeldinge zu
machen'’, dic Frage nach dem Warum anstelle der Frage nach dem
Wie stellen® usw.

Was immer zu diesen Formulierungen zu sagen wire, es ist ihnen je-
denfalls zu entnehmen, da8 es die der griechischen Mathematik eigene
Art des Beweisens, ihre Art des Begriindens und Ableitens ist, wodurch
sie sich von der Mathematik der élteren Kulturen unterscheidet und
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weswegen ihr von den Wissenschaftshistorikern der Titel ,,Wissen-
schaft* zugesprochen wird. Und tatsiichlich gibt ¢s kein Anzeichen, dafl
eventuell entsprechende Formen des Beweisens, Begriindens und Ablei-
tens in der Mathematik jener dlteren Kulturen uns nur aufgrund zufil-
liger archiologischer Liicken unbekannt geblieben wiren. Wie grof3
auch solche Liicken im einzelnen noch sein mogen, so erscheint es doch
ungereimt, daB sich in all den Funden von mathematischen Texten, die
eine hochstehende Algebra bezeugen, keine Spur einer solchen Ent-
wicklung der wissenschaftlichen Form erhalten haben sollte, wenn es
sie gegeben hiitte.

Belehren uns also die neueren Erkenntnisse hinsichtlich der meso-
potamischen und 4dgyptischen: Wissenschaft zwar dariiber, wie grofB3 die
Kontinuitdt zwischen dieser dlteren Mathematik und der des klassi-
schen Griechenland war, wie sehr die alten Vorstellungen von der Ori-
ginalitdt der Griechen berichtigt werden miissen, so gilt es zugleich, den
Bruch in dieser Kontinuitdt nicht zu verkennen. Vielmehr gilt es, das
spezifisch Neue der Mathematik des klassischen Griechenland festzu-
halten, namlich ihre wissenschaftliche Form, ihre Durcharbeitung zur
beweisenden und systematischen Theorie.

Kein innermathematischer Vorgang

Wer diesen Bruch in der Kontinuitit nicht ernsthaft als Bruch zur
Kenntnis nimmt, lduft Gefahi, schon bei den ersten Voriiberlegungen
hinsichtlich der Entstehung jener wissenschaftlichen Form in die Irre
zu gehen. Denn dieser Bruch bedeutet, daB die Genese der wissen-
schaftlichen Form nicht als ,innermathematischer* Prozel3 zu verstehen
ist. ,
Arpad Szab6 zum Beispiel hat dies gegeniiber K. Reidemeister an
einzelnen Momenten dieser Genese, auf die wir hier nicht eingehen
konnen, iiberzeugend verdeutlicht’. Hier mag die allgemeine Uberle-
gung geniigen, daB den Vélkern Mesopotamiens und Agyptens der
Ubergang zur wissenschaftlichen Mathematik ohne Zweifel hitte eher
gelingen miissen als den Griechen, wenn dieser Ubergang innermathe-
matisch zu erkldren wiire, das heif3t als Resultat extensiver mathemati-
scher Praxis und der Weiterentwicklung ihrer Techniken; denn in dieser
Beziehung waren diese Volker den Griechen lange Zeit iiberlegen. Ge-
rade der Umstand, daB bei diesem Ubergang offenbar ein qualitativer
Sprung vorliegt, verleitet ja immer wieder dazu, iiber ,,den griechischen
Geist" zu ritseln, und zwar so, als sei es cine Naturanlage dieses klei-
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nen Volks im Ostlichen Mittelmeerraum gewesen, die es zum wissen-
schaftlichen Denken befdhigte.

Die wissenschaftliche Mathematik entwickelte sich im klassischen
Griechenland abgetrennt und in Distanz zur praktischen Mathematik,
zur Rechen- und FeldmeBkunst. Uber die praktische Mathematik der
Griechen dicser Zeit ist uns nur wenig iiberliefert. Wir wissen von ihr
nicht zuletzt aus philosophischen Polemiken gegen sie, die zugleich die-
se Distanziertheit der wissenschaftlichen Mathematik dokumentieren'®.
Wie die Polemiken zeigen, haben wir es mit zwei Mathematiken zu tun,
mit einer normalen oder praktischen und mit einer von dieser losgeld-
sten ,philosophischen Mathematik‘. Und in dieser philosophischen Ma-
thematik entstand ihre wissenschaftliche Form"'.

Philosophisch kann man diese zweite Mathematik schon aus dem
duflerlichen Grunde nennen, daB ihre voreuklidische Phase nur aus
philosophischen Quellen zu rekonstruieren ist. Die ,,Quadratur der
Maondchen* des Hippokrates von Chios'? ist der ilteste, auf etwa 440
v. u. Zt. zu datierende mathematische ,, Text*, der uns iberliefert ist; es
handelt sich in Wirklichkeit um den von Simplicius (6. Jahrhundert
u. Zt.) liberlieferten Bericht des Eudemos von Rhodos (2. Hiilfte des
4. Jahrhunderts v. u. Zt.). Sieht man von diesem ,, Text* ab, so gilt gene-
rell fir die Zeit vor Euklid, daB3 wir iiber die Mathematik nur aus den
Fragmenten beziehungsweise Berichten iiber die sogenannten Vorso-
kratiker und aus den Schriften des Plato und Aristoteles Kenntnis ha-
ben. Diese zweile Mathematik tritt uns also als integraler Bestandteil
des philosophischen Denkens entgegen und kann auch insofern als phi-
losophische Mathcmatik bezeichnet werden, als sie in ihrer Entwick-
lung von den Bediirfnissen der philosophischen Theorie abhiingig war,
was — wie wir sehen werden ~ Probleme mit sich brachte.

Wenn dcr hier interessierende Ubergang nicht innermathematisch,
nichit Mathematik-immanent zu verstehen ist, so heiBt das also gerade
nicht, du3 wir die Sphire der sogenannten reinen Mathematik verlas-
sen miiliten. Verlassen miissen wir vielmehr die Sphare der praktischen
Mathematik, von der her die in der griechischen Antike sich vollzichen-
de Genese dessen, was spiéter einmal die reine Mathematik sein wird,
nicht zu crkliren ist.

Die materialistische Wissenschaftsgeschichtsschreibung steht hierbei
vor dem keincswegs singuliren Sachverhalt, bei der Rekonstruktion ei-
nes so bedeutsamen Vorgangs, wie es die Genese der wissenschaftlichen
Mathematik ist, gerade nicht auf die materielle Produktion in dem Sin-
nc zuriickgreifen zu kénnen, daf} aus deren Bediirfnissen diese Genese
zu erkliren wiire. Wic an Mesopotamien und Agypten zu studieren,
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konnen die praktischen Anforderungen an mathematische Lsungs-
techniken wesentlich weiter ‘entwickelt sein als bei den Griechen der
klassischen Periode, ohne daB deshalb auch die Entwicklung der wis-
senschaftlichen Mathematik notwendig wire. Die Entwicklung der Pro-
duktivkrifte im Griechenland dieser Zeit enthilt nicht die Vorausset-
zungen fiir ein Bediirfnis nach wissenschaftlicher Mathematik seitens
der materiellen Produktion. Insofern scheinen hinsichtlich der Wissen-
schaftsentwicklung im klassischen Griechenland sozialhistorische Re-
konstruktionen im Recht, die die materielle Produktion weniger beach-
ten und das Gewicht allein auf die Produktions- und Klassenverhiltnis- -
se legen. Ehe wir uns nun der Genese der wissenschaftlichen Mathema-
tik im einzelnen zuwenden, seicn aber noch einige weitere Uberlegun-
gen vorangestellt.

Ein bewufte Schopfung?

Die erwihnten philosophischen Polemiken gegen die Rechen- und
FeldmeBkunst zeigen, dal den Vertretern der philosophischen Mathe-
matik selbst durchaus bewuBlt war, daB sie einen Bruch mit der bisheri-
gen Mathematik vollzogen, dal} sie mathematische Probleme in neuer
Weise behandelten. Von den Pythagoreern, die im 5.Jahrhundert
v. u. Zt. die Pioniere der wissenschaftlichen Mathematik waren, wird
iiberliefert, daf} sie ihre Beschiftigung mit Mathematik als £Aev0épo.
nodeio bezeichneten, also als eine ,.freie Lehre®!>. Man geht wohl
nicht fehl, wenn man dieses ,.frei* als frei von praktischen Zwecken
liest, also ohne Anwendungsbezug, und so als Abgrenzung gegen die
praktische Mathematik. Wenn H. Wussing dariiber hinaus diese ,,freie
Lehre* als ,,Mathematik der Freien* deutet'* und so auf den klassen-
miéBigen, auf den aristokratischen Charakter-der Pythagoreer hinweist,
so verfehlt er die Sache gewill nicht. Im 4. Jahrhundert v. u. Zt. finden
wir dann in den Werken des Plato und Aristoteles explizite Reflexionen
iber die diese Mathematik auszeichnende wissenschaftliche Form.
Trotz dieses konstatierbaren BewuBtseins der Beteiligten wire cs -

verfehlt, die Genese der wissenschaftlichen Mathematik und in ihr der
Wissenschaft als bewciscnder Theorie als eine bewuBte Hervorbringung
zu verstehen, sie also auf dieirgendwie bei den Griechen dieser Epoche
entstandene Idee zuriickzufiihren, Erkenntnisse wissenschaftlich bewei-
sen zu wollen. Schon eine simple formale Uberlegung solite uns davon
abhalten: Haben wir es in der Mathematik des klassischen Griechen-
land tatséichlich mit der ersten beweisenden Theorie zu tun, so liBt sie
sich schon deswegen nicht auf eine Idee, eine bewuBte Zielsetzung zu-
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riickfiithren, weil niemand vor der ersten beweisenden Theorie sich vor-
stellen konnte, was eine beweisende Theorie ist. Auf der heutigen Stufe
der Zivilisation hat jede wissenschaftliche Entwicklung und Neuerung
die Wissenschaft zur Voraussetzung, ist Resultat der Wissenschaft. Das
kann aber fiir die Entstehung der Wissenschaft gerade nicht gelten. Wir
miissen mit der Moglichkeit rechnen, daB die Begriinder der wissen-
schaftlichen Mathematik aus Motiven handelten, die nach unseren Be-
griffen vielleicht wenig mit Wissenschaftlichkeit zu tun haben.

Wie auch sonst bei wissenschaftshistorischen Untersuchungen ist es
hier generell wichtig, daB wir nicht unser eigenes Interesse an der Ent-
stchung der wissenschafltichen Form den damals Beteiligten unter-
schieben. Auf der Grundlage der heutigen, weit ausdifferenzierten und
entwickelten Totalitit der Wissenschaften verfiigen wir iiber Standards,
an denen wir messen, welchen Erkenntnissen die wissenschaftliche
Form zuzusprechen ist und welchen nicht. Es bedeutet aber keinesfalls
cinen Riickfall in den historistischen Relativismus, wenn man darauf
verweist, daB es problematisch ist, historische Gestalten der Wissen-
schaft ohne weiteres an diesen unseren Standards zu messen. Vergegen-
wiirtigen wir uns iiberdies, daf} hinsichtlich jener Standards die wissen-
schaftlichc Auseinandersetzung heute keineswegs abgeschlossen ist, so
haben wir darauf zu achten, daB} nicht die oder jene besondere heutige
Auffassung von ,Wissenschaft’ den damaligen Gelehrten als ihre Inten-
tion und ihr Interesse unterstellt wird.

Das Wissenschaftsverstéindnis bei Plato und Aristoteles

Es ist in diesem Zusammenhang interessant zu sehen, daB schon in der
Antike selbst keine Einigkeit hinsichtlich der Standards bestand, die er-
fiillt sein miissen, um eine Theorie als Wissenschaft ansehen zu konnen.
Plato etwa stcllte dem Reich des Werdens und der sinnlichen Wahrneh-
mung (0patdv) das Reich des Wissens (vontov) als durch eine uniiber-
briickbare Kluft Geschiedenes gegeniiber, lieB deswegen sogar die Geo-
metrie nur als ein ,,Afterdenken** gelten'® und rechnete von der Mathe-
matik nur die Arithmetik zum Reich des Wissens. Die peripatetische
Schule des Aristoteles sah demgegeniiber die den platonischen Ansprii-
chen geniigende reine Mathematik nur als eine der Wissenschaften an,
der zudem nur Erkenntnisse von sehr eingeschrinktem Erklarungswert
moglich scien'®, und machte sich um die Entwicklung empirischer Wis-
scnschaften verdient.

Mehr Interesse noch als solche Differenzen zwischen philosophi-
schen Schulen verdient eine weitere Tatsache: Die hellenistische Mathe-
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matik behandelte die Resultate, zu denen die Philosophie des 4. Jahr-
hunderts in ihren wissenschaftstheoretischen Reflexionen der wissen-
schaftlichen Mathematik gelangt war, keineswegs als verbindliche
Richtschnur. Dies zeigt uns, dafl diese Wissenschaftstheorien, so unent-
behrlich sie fiir unser Verstindnis der beweisenden Theorie in jener Zeit
sind, als Metatheorien angesehen werden miissen, die sich gegeniber
der wissenschaftlichen Theoriebildung in den einzelnen Disziplinen be-
reits bis zu einem gewissen Grade verselbstindigt hatten. Schon aus die-
sem Grunde diirfen wir die damaligen Theorien iiber beweisende Wis-
senschaften nicht einfach als Dokumente des Selbstverstindnisses der
Begriinder der wissenschaftlichen Mathematik ansehen.

Es kommt ein weiteres hinzu. Die philosophischen Ausfiihrungen
iiber beweisende Wissenschalft, die wir bei Plato und Aristoteles finden,
sind Reflexionen post festum, die fiir eine Rekonstruktion der Genese
der wissenschaftlichen Mathematik nur mit viel Umsicht zu verwerten
sind. Es laBt sich ndmlich bej bestimmten Einzelheiten zeigen, da den
philosophischen Theoretikern des 4.Jahrhunderts v.u. Zt. zum Teil
nicht mehr bekannt oder bewuf3t war, in welchem Zusammenhang ein-
zelne Momente der beweisenden Theorie entstanden waren. So ist zum
Beispiel das auf Aristoteles zuriickgehende Verstindnis von ,Axiom" als
Satz, dessen Richtigkeit gar nicht bezweifelt werden kann'’, nicht bloB
falsch, sondern es verbaut auch das Verstindnis dafiir, wie das 5. Jahr-
hundert v. u. Zt. zu der in Euklids ,,Elementen** vorliegenden Form des
systematischen Aufbaus der Mathematik kam'®.

Die Pioniere: Aristokratische Geheimbiinde

Die wissenschaftstheoretischen Reflexionen in der Philosophie des
4, Jahrhunderts v. u. Zt. sind nicht zuletzt deswegen fir uns Heutige
leicht irrefithrend, weil sich an ihnen die Vorstellung bilden kann, als
habe es sich bei der Entwicklung der wissenschaftlichen Mathematik in
der klassischen Periode des antiken Griechenland um einen rationalen,
an bestimmten wissenschaftlichen Kriterien orientierten Diskussions-
und ForschungsprozeB einiger Gelehrter gehandelt, denen das Ziel ei-
ner beweisenden Theorie mehr oder minder deutlich vor Augen stand.
Diese Vorstellung 13st sich jedoch auf, wenn wir ein konkreteres Bild
von den Begriindern der wissenschaftlichen Mathematik zu gewinnen
suchen.

Der Grundstein der wissenschaftlichen Mathematik wurde im
5. Jahrhundert v. u. Zt. im wesentlichen von Vertretern der pythagorei- -
schen Schule unter mafigeblichem Einflul der Lehren der eleatischen
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Schule gelegt. Dazu ist gleich anzumerken, daBl das Wort ,Schule* irre-
fiihrend ist. Die Schulen der Pythagoreer wie der Eleaten waren Ge-
heimbiinde politischen Charakters, es waren Aristokraten-Biinde in
den Pflanzstidien Grofigriechenlands. Sie betdtigten sich konspirativ
und unterwarfen ihre Mitglieder strengen Ritualen und Lebensvor-
schriften. Ihre Geheimlehren waren alles andere als wissenschaftlich im
heutigen Sinne des Worts. Wir wiirden sie eher als mystische oder qua-
si-religidse Lehren bezeichnen. So soll Pythagoras zum Beispiel die See-
lenwanderung gelehrt haben'. Dringt man durch die sektenreligitse
Form dieser Lehren hindurch, so offenbart sich ihre Rationalitédt zu-
niichst als eine politische; man begreift, gegen was und wen sich die Ar-
gumentation richtet, erkennt in ihnen Verteidigungen des aristokrati-
schen Prinzips und entnimmt ihnen als Reaktionen, wie bedroht schon
zu Beginn des 5. Jahrhunderts v. u. Zt. dieses Prinzip gewesen sein muB,
bedroht durch die biirgerliche Entwicklung in den griechischen Polleis.

In dicsen halbreligiosen aristokratischen Geheimbiinden also wurde
der Grundstein der wissenschaftlichen Mathematik gelegt. Wir kdnnen
auch nicht zweifeln, dafl die Beschiftigung mit Mathematik in diesen
Sekten Moment cines — mit einem modernen Wort - ideologischen Pro-
gramms war. Nehmen wir daraufhin an, daf es sich um eine der Ent-
wicklung der wissenschaftlichen Mathematik besonders f6rderliche
Ideologie gehandelt haben muB, so zeigen uns spitestens die bekannten
Paradoxien des Eleaten Zenon, daBl das nur bedingt richtig ist, daB
viclmehr die Mathematik durch diese Ideologie zugleich auch in ihren
clementarsten Grundlagen gefihrdet war. Wie soll Arithmetik denkbar
sein, wenn das ,,Viele* nicht wahrhaft ist, sondern nur das , ,Eine*?°?
Wic Geometric angesichts der Zenonschen Negation von Raum und
Bewcgung?'?

Das wissenschafishistorische Problem

Uber der Geburtsstunde der wissenschaftlichen Mathematik liegt, wie
wir schen, keincswegs jenes klare Licht, das alle Gegenstiinde plastisch
hervortreten 146t und alle Konturen scharf zeichnet, liegt nicht jener
vollstindig durchsichtige Glanz, den gerade wir nebelgewohnten Deut-
schen mit dem ticfblauen griechischen Himmel zu assoziieren pflegen.
Wir geraten vielmehr in ein befremdendes, von Legenden durchwobe-
nes Halbdunkel. Die wissenschaftliche Mathematik scheint aus einem
Gesamt sich kreuzender, hemmender und férdernder geistiger Orientie-
rungen zu resultieren, die uns vom Standpunkt wissenschaftlichen Den-
kens aus als suspekt und irrational erscheinen. Wir sollten uns vielleicht
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an Anthropologen, Religionswissenschaftler und Sozialhistoriker mit
der Bitte wenden, uns die Grundlagen jener geistigen Orientierungen zu
zeigen, deren Wechselspiel wir die wissenschaftliche Mathematik ver-
danken.

Allerdings 1Bt sich eines nicht iibersehen. Was immer zu der geisti-
gen Konstellation, der wir die wissenschaftliche Mathematik verdan-
ken, im einzelnen zu sagen ist und was zu ihren geschichtlichen Griin-.
den: Dieser Konstellation entstammt ein Resultat, das nicht mit ihr ver-
ging, sondern sie iiberdauerte, eben die wissenschaftliche Mathematik.
Das zeigt uns aber, daf} die wissenschaftliche Mathematik ihr Bestehen
nicht nur den Intentionen ihrer Begriinder verdankt, sondern daB sie in
etwas begriindet sein muB, was von den Zielen und Vorstellungen jener
aristokratischen Geheimbﬁn;dc unabhingig ist und wovon ihre Begriin-
der vielleicht gar kein oder nur ein unangemessenes BewuBtsein hatten.

Das, worin die wissenschaftliche Mathematik unabhingig von den
Intentionen und Vorstellungen ihrer Begriinder wie auch ihrer philoso-
phischen Interpreten im 4. Jahrhundert v. u. Zt. ihren Bestand hat, wol-
len wir vorliufig unbestimmt ihre objektive Grundlage nennen. Sie ver-
dient unser wissenschaftshistorisches Interesse in erster Linie, denn sie
enthiilt die objektive Moglichkeit des Ubergangs der Rechen- und Feld-
meBkunst zur beweisenden Theorie, der als qualitativer Sprung zu ver-
stehen ist. An ihr also miiBten wir Einsicht in das GesetzmiBige dieses
Ubergangs gewinnen konnen. Die konkrete geistige Konstellation im
Griechenland des 5. Jahrhunderts v. u. Zt. ist also zwar als ein Feld von
Bedingungen interessant, unter denen jene Grundlage als objektive
Moglichkeit realisiert wurde. Doch konnte diese Konstellation selbst
dann keinen AufschluBl dariiber geben, wie dieser Ubergang iiberhaupt
moglich war, wenn sie intentional auf die Hervorbringung einer bewei-
senden Theorie gerichtet gewesen wire. Denn die Moglichkeit dieses
Ubergangs ist selbstverstindlich keine Frage des Wollens. .

Um diese objektive Grundlage der wissenschaftlichen Mathematik
aufzufinden, miissen wir uns den mathematischen Theorien selbst zu-
wenden. In der folgenden Untersuchung wird zu diesem Zwecke exem-
plarisch die wohl ilteste mathematische Lehre behandelt, die als bewei-
sende Theorie bezeichnet werden kann, namlich die ,,Lehre vom Gera-
den und Ungeraden* (im folgenden: LvGuU).
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2. Die Lehre vom Geraden und Ungeraden — wissen-
schaftlicher Charakter und philosophische Impli-
kationen

Zur Uberlieferung

Die LvGuU ist eine den Pythagoreern zugeschriebene, sehr alte
arithmetische Lehre, die am Ende — gewissermaBen als ein Anhang -
des IX. Buchs der ,,Elemente* Euklides steht. Und zwar handelt es sich
um die Sitze 1X/21-34 sowie den Satz IX/36. Die dieser Lehre zugrun-
deliegenden Definitionen befinden sich unter den dem VII. Buch vor-
angestellten Definitionen, und zwar sind die Definitionen VII/Def. 6-9
und 12 diejenigen, die direkt zur LvGuU gehdren®.

Wir nannten die LvGuU eine sehr alte pythagoreische Lehre. Die
,,Elemente* Euklids werden aber auf die letzten Jahre des 4. Jahrhun-
derts v.u. Zt. datiert, auf etwa 300 v.u. Zt. Euklid stellte also seine
,LElemente* etwa 200 Jahre nach dem Tod des Pythagoras zusammen;
und auch seit der Bliite der sogenannten jiingeren pythagoreischen
Schule waren zu diesem Zeitpunkt bereits etwa 100 Jahre vergangen.

Nun brauchen uns die chronologischen Merkwiirdigkeiten nicht all-
zu sehr zu irritieren. Es ist seit langem bekannt, daB Euklids ,,Elemen-
te*“ eine Zusammenstellung sind. Euklid konnte dabei auf eine etwa
130jihrige Tradition mathematischer Werke mit dem Titel ,,Elemente**
zuriickgreifen. Nach Proklos® stellte als erster Hippokrates von Chios,
der etwa 440 v. u. Zt. in Athen wirkte, ,,Elemente* zusammen. Von die-
sen Mathematikbiichern ist uns freilich keines erhalten geblieben, viel-
leicht deshalb, weil sie durch die umfassende Zusammenstellung des
Euklid verdringt und der Tradierung nicht mehr fiir wert befunden
wurden. Euklids ,,Elemente** enthalten also nicht etwa nur mathemati-
sche Theorien, die Euklid selbst aufstellte; sie sind vielmehr ein Kom-
pendium des damaligen mathematischen Wissens, in dem Euklid auch
die Lehren der ilteren griechischen Mathematiker tradierte. Gestiitzt
auf dic oben erwihnten philosophischen Quellen kénnen die ,,Elemen-
te* Euklids auf die historische Schichtung ihrer Teile hin untersucht
werden, um ein konkreteres Bild der voreuklidischen Phase der griechi-
schen Mathematik zu rekonstruieren™. Auf dieser Grundlage glaubt die
heutige Forschung hinsichtlich ganzer Biicher der ,,Elemente** Euklids
angeben zu kénnen, wer ihr eigentlicher oder urspriinglicher Autor ist.
Die arithmetischen Biicher V11-IX, in denen sich unsere LvGuU befin-
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det, werden pythagoreischen Mathematikern des 5. Jahrhunderts.
v. u. Zt. zugeschrieben. ‘

Was nun die LvGuU selbst angeht, so gibt es sichere Anhaltspunkte
dafiir, daB sie sehr alt ist. So zeigt ein Fragment des Komédiendichters
Epicharmos, der um 500 v. u. Zt. in Syrakus wirkte, da} bereits an der
Wende vom 6. zum 5. Jahrhundert v. u. Zt. irgendeine LvGuU allge-
mein bekannt gewesen sein ‘muB3?. Seit den Forschungen O. Beckers?
wird aligemein angenommen, daB die im IX. Buch der ,,Elemente** Eu-
klids tradierte LvGuU auf die Mitte, wenn nicht gar auf die erste Hilfte
des 5. Jahrhunderts v. u. Zt. zu datieren ist.

Es bleibt natiirlich angesichts dieser Uberlieferungsgeschichte die
Frage, ob wir in den von Euklid tradierten Theoremen wirklich die au-
thentische LvGuU aus dem 5. Jahrhundert v. u. Zt. vor uns haben. Sie
konnte ja von Euklid iiberarbeitet worden sein, als er sie seinem Werk
einfiigte. Und wenn dies fiir die Satze der Lehre wenig wahrscheinlich
erscheint, so kdnnte es wenigstens fiir die Beweise dieser Sitze gelten.

Dagegen spricht aber folgendes. Die von Euklid tradierte LvGuU
ist, trotz aller Anzeichen fiir ihre Altertiimlichkeit, nahtlos in den Duk-
tus der arithmetischen Biicher VII-IX integriert. Aufbau wie Begriin-
dungsform weisen diese Biicher als ein in sich geschlossenes Ganzes
aus, als eine in sich geschlassene Arithmetik, die dem 5. Jahrhundert -
v. u. Zt. angehdrt. Das zeigt ein Vergleich mit dem die Proportionslehre
enthaltenden Buch V, das Eudoxos zugeschrieben wird, der in der er-
sten Hilfte des 4. Jahrhunderts wirkte. Das heiBt also: Euklid hat offen-
bar nicht versucht, diese iltere, in sich geschlossene und einheitliche
Arithmetik bei der Einfiigung in seine ,,Elemente** durch Uberarbei-
tung ,,auf den neuesten Stand zu bringen*‘.

Trotz der nicht ausschlieBbaren Moglichkeit einer euklidischen
Uberarbeitung im einzelnen kdnnen wir deswegen davon ausgehen,
daB die in den ,,Elementen‘ des Euklid iiberlieferte LvGuU im ganzen
eine Fassung dieser Lehre ist, die von den Verfassern der Biicher VII
bis IX stammt, die also dem'S. Jahrhundert v. u. Zt. angehdrt. Ob diese
Fassung ihrerseits mit der Lehre identisch ist, auf die der Komddien-
dichter Epicharmos anspielte, oder ob sie vielmehr eine Uberarbeitung
oder Neufassung einer dlteren LvGuU darstellt, wird uns spiter noch
beschiiftigen. ‘
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Der beweisende Charakter der Lehre

Schen wir uns nun die Lehre selbst an (vgl. Faltblatt am Ende des Bu-
ches). Die LvGuU, wie sie Euklid tradiert, besteht aus Definition und
Siitzen.

Dic Definitionen sind anscheinend Klassifizierungen® von Zahien,
und zwar Klassifizierungen innerhalb des Bereichs der ganzen Zahlen,
allerdings unter Ausschluf3 der Null sowie unter Annahme einer Son-
desstellung der Eins (,,Einheit®), die ,,fir die Alten keine Zahl ist*?.
Resultat dieser Klassifizierung sind eben die Klassen der geraden und
ungeraden Zahlen sowie einige daraus zusammengesetzte Zahlklassen
(vgl. VII/Def. 6-10).

Die Sdtze der Lehre lassen sich vielleicht vorldufig so beschreiben:
Ein Tcil von ihnen besagt, welche Zahlen aus den verschiedenen Kom-
binationen dieser Zahlklassen entstehen miissen, und zwar, welcher
Zahlklasse diese entstechenden Zahlen selbst angehoren, der geraden
oder der ungeraden (vgl. 1X/21~29); ein anderer Teil von ihnen besagt,
wic Zahlen in gerade beziehungsweise ungerade Zahlen zerlegt werden
kénnen (vgl. 1X/32-34). Die iibrigen Sitze der Lehre fiigen sich einer
vorldufigen Beschreibung nicht so leicht.

Wichtig ist nun, daB die Behauptung aller Sdtze der Lehre bewiesen
wird. Wenn O. Becker oder K. Reidemeister diese Lehre als ein pafnpo
im Sinne eines deduktiven beziehungsweise logischen Lehrstiicks, als
einc beweisende Theorie bezeichnen?, dann berechtigt sie dazu eben
die Tatsache, daB jeder der Sitze bewiesen wird. Eine ndhere Untersu-
chung der Beweisc zeigt uns iiberdies, dafl unter den Beweisen der ein-
zelnen Siitze ein Zusammenhang besteht, und zwar dergestalt, daB spa-
tere Sitze in ihren Beweisen auf friihere aufbauen. Die Lehre ist also
nicht nur eine Sammlung isoliert nebeneinander stehender Theoreme;
sie ist vielmehr ein zusammenhingendes Lehrstiick.

Sind so in dicsem zusammenhingenden, ein systematisches Ganzes
darstellenden péOnpo. bestimmte Sdtze ausgezeichnet, weil auf ihnen
andcere in ihrem Beweis beruhen, so beruhen sie zugleich alle in ihren
Beweisen aul den Definitionen. Von hier aus wird ohne weiteres ver-
stiindlich, warum — anders als heute — die antike Wissenschaftstheorie
fiir dic Frage, ob eine Lehre die Stufe einer beweisenden Theorie er-
reicht hat, nicht den Beweisen, sondern den Definitionen die ausschlag-
gebende Rolle zusprach™.

Beweisende Ableitungen einer Behauptung aus fallspezifischen Aus-
gangsannahmen werden fiir die nicht belegbare Frithphase der griechi-
schen Mathematik allgemein angenommen?'. Solche beweisenden Ab-
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leitungen sind zwar etwas anderes als mathematische Vorschriften oder
Regeln; sie leiten ab. Aber diese Ableitungen unterscheiden sich ande-
rerseits auch von einer beweisenden Theorie im vollgiiltigen Sinne eines
néBnpa, weil sie nur einen unabgeschlossenen Beweis darstellen. lhre
Ausgangsannahmen sind nicht bewiesen, beziehungsweise es ist nicht
bewiesen, daf diese Ausgangsannahmen unbeweisbar sind. Formell an-
gesehen, zeichnet es ja die Definitionen, die Ausgangsannahmen eines
entwickelten pabnpo, gegeniiber sonstigen Ausgangsannahmen aus,
daf} ihr Beweis als ausgeschlossen gilt; deshalb aber wird jede Ableitung
aus ihnen zu einem abgeschlossenen Beweis.

Hinsichtlich der Genesé der Mathematik als beweisender Theorie .
verlangen also die Definitionen unsere besondere Aufmerksamkeit.

Definitionen und Elemente

Sehen wir uns deswegen die: Definitionen der LvGuU, also die Zahl-
klassen, ndher an. Gehen wir von ihrem Wortlaut aus, so begegnen wir
in jeder einem Terminus, der eine Divisionsoperation bezeichnet: ,,hal-
bieren" in den Definitionen (VI1/Def.) 6 und 7,.,,messen* in den Defi-
nitionen (VII/Def.) 8 bis 10. Die Zahlarten werden somit nach ihrer
Teilbarkeit unterschieden; das heifit durchaus nach Eigenschaften,
némlich danach, welches Verhalten ihnen gegeniiber der Divisionsope-
ration eigen ist. Es handelt sich also um eine gewdhnliche Klassifika-
tion, denn diese verschiedenen Eigenschaften machen die Zahlen nach
einer differentia specifica unterscheidbar.

Weiterhin konnen wir feststellen, dal die Definitionecn gewisserma-
Ben nicht gleichwertig sind. Es finden sich nimlich zwei Zahlarten mit
einem Fundamentalstatus, die gerade und die ungerade Zahl. Thr Fun-
damentalstatus zeigt sich daran, daB die anderen Zahlarten (VII1/Def.
8~10) als Kombinationen aus den beiden grundsitzlichen Zahlarten zu
verstehen sind. Wir hatten dariiber hinaus bei der ersten Kenntnisnah-
me der Sitze der Lehre gesehen, dafl auch diese sich als Siitze iiber
Kombinationen von Zahlen aus geraden und/oder ungeraden Zahlen
beschreiben lassen. .

Mit den Definitionen der. geraden und ungeraden Zahl (VI1/Def. 6
und 7) sind also zwei Zahlarten an die Spitze der LvGuU gestellt, aus
denen sich die weiteren definierten Zahlarten gesetzmaBig erzeugen las-
sen und deren KombinationsgesetzmiiBigkeiten Gegenstand der Sétze
der Lehre sind. Die LvGuU stellt sich demnach als eine Theorie dar, in
der Definitionen Ausgangspunkte beweisender Ableitung sein kdnnen,
weil sie elementare Bausteine sind, aus denen sich die betrachteten
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arithmetischen Gebilde nach den diesen Elementen eigenen Gesetzma-
Bigkeiten zusammensetzen lassen und auf die sie sich folglich auch wie-
der zuriickfithren lassen.

Hier ist vielleicht eine kleine Abschweifung zu einem sprachlichen
Tatbestand am Platze. Das beriilhmte mathematische Werk Euklids
tragt den Titel , Elemente*. Dies war, wie schon erwahnt, ein damals
iiblicher Titel fiir ein mathematisches Buch. Das griechische Wort fiir
,,Element* ist ototysiov. Ztouyelov ist zugleich das griechische Wort
fiir ,,Buchstabe®. In dieser Bedeutung bezeichnete der Plural (orovyeio)
das ,,Alphabet*. Dieser sprachliche Sachverhalt ist nun insofern auf-
schluBreich, als er ein Modell erkennen 138t, das der Griindung der
wissenschaftlichen Mathematik auf Elemente Orientierung gibt, nim-
lich das Modell ciner Aggregation aller mathematischen Gebilde aus
gewissen invarianten Elementen so, wie sich das Universum der Spra-
che als geschriebene aus den wenigen unveriinderlichen Buchstaben des
Alphabets aggregieren laBt*%

Im Unterschied zu den Buchstaben lassen sich die gerade und unge-
rade Zahl allerdings ihrerseits in Elemente auflosen, wie sich unmittel-
bar daran zeigt, daB} sie durch ihr Verhalten gegeniiber einer bestimm-
ten Divisionsoperation definiert sind. Sie stellen selbst Aggregationen
dar. Fiir die spezifischen AggregationsgesetzmiBigkeiten jedoch, die
den Inhalt der LvGuU ausmachen, sind sie zugleich konstitutive Ele-
mente, deren Rickfiihrung auf noch Elementareres, nimlich auf die
,,Einheit* (VII/Def. 1), die Lehre selbst auflosen wiirde. In bezug auf
dicse ihre Funktion fiir die LvGuU bezeichnen wir sie im folgenden als
Elemente, auch wenn sie selbst aggregiert sind.

Angesichts der obigen Uberlegungen zu den Ausgangsannahmen ei-
nes pwéBnpo liegt indessen die Frage nahe, inwiefern die Definitionen
diescr Elemente der LvGuU nicht bewiesen werden miissen. Sind sie
selbstverstindlich? ,,Gerade ist die Zahl, die sich halbieren lafit"* (VII/
Def. 6) - 1dBt sich denn nicht jede Zahl halbieren? ,,Und ungerade die,
die sich nicht halbieren 1a6t, oder die sich um eine Einheit von einer ge-
raden Zahl unterscheidet.”* (VII/Def.7) Wir sehen, unbezweifelbar
wahr sind diese Definitionen nur unter der Voraussetzung, dafl nur die
ganzen Zahlen als Gegenstand dieser Lehre zugelassen sind.

Wic die Definitionen (VI1/Def.) 1 und 2 zeigen, ist dies nicht nur ei-
ne spezielle Voraussetzung fiir die LvGuU; vielmehr stehen alle Theore-
me dieser arithmetischen Biicher unter der Voraussetzung, dafl nur die
ganzen Zahlen zugelassen sind. Wir haben es also nicht nur bei der
LvGuU, sondern generell in Euklids ,,Elementen** mit einer Arithmetik
zu tun, dic keine Bruchzahlen kennt.
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Wie ist das zu erklidren? Sollten die Griechen keine Bruchzahlen ge-
kannt haben, obwohl sie ausgedehnte Beziehungen zu Vo6lkern hatten,
denen Bruchzahlen geldufig waren? Natiirlich nicht. Schon in der ar-
chaischen Zeit kannten die Griechen Bruchzahlen, was sich sprachlich
zum Beispiel an den Termini der alten Musiktheorie zeigen 148t (fjLL6-
Mov: das ,,Anderthalbfache’, é&nitpitov: das ,,Eineindrittelfache*
usw.); und die griechischen Kaufleute und Handwerker haben sie in ih-
rer Praxis selbstverstindlich. verwandt®. Wenn die wohlbekannten
Bruchzahlen bis zu Archimedes, der sich ihrer wieder bediente, aus der
wissenschaftlichen Arithmetik verbannt waren, muBl das besondere
Griinde gehabt haben.

Das Aggregationsmodell und die Rettung der Arithmetik

Die Zahldefinition zeigt uns den Ausschluf3 der Bruchzahlen: ,,Zahl ist
die aus Einheiten zusammengesetzte Menge.* (VI1/Def. 2) Also nur
Vielfache der Eins fallen iiberhaupt unter den Begriff der Zahl. Diese
Definition des Zahlbegriffs impliziert, daB die Eins selbst keine Zahl
ist. Der strategische Zweck dieser Aussonderung der Eins aus dem
Reich der Zahlen ist leicht zu entdecken: Wire die Eins eine Zahl, so
hitte sie wie jede Zahl auch Teile (vgl. VII/Def. 3) beziehungsweise
,»Mengen von Teilen* (VII/Def. 4). Der Ausschluf3 der Bruchzahlen
aus der wissenschaftlichen Arithmetik und die ihre Unteilbarkeit si-
chernde Sonderstellung der Eins stehen sachlich im engsten Zusam-
menhang. Die Unteilbarkeit der Eins fiihrt uns aber auf die Griinde fiir
diese Eigentiimlichkeit der wissenschaftlichen Arithmetik des klassi-
schen Griechenland. :

A. Szabé hat in diesem Zusammenhang auf die Auskiinfte hingewie-
sen, die aus einer bekannten Stelle in Platos ,,Politeia** zu erhalten
sind. Die Stelle lautet:

,,Denn du wei3t doch, die sich hierauf (sc. die Arithmetik) verstehen, wenn einer
die Einheit selbst im Gedanken zerschneiden will, wie sie ihn auslachen und es
nicht gelten lassen; sondern wenn du sie zerschneidest, vervielfdltigen jene wie-
der, aus Furcht, daB die Einheit etwa nicht als Eins, sondern als viele Teile ange-
sehen werde. (...) Was meinst du nun, Glaukon, wenn jemand sie fragte: Ihr
Wunderlichen, von was fiir Zahlen redet ihr denn, in welchem die Einheit so ist,
wie ihr sie wollt, jede ganz jeder gléich und nicht im mindesten verschieden, und
keinen Teil in sich habend? Was, denkst du, wiirden sie antworten? - Ich denke
dieses, daB sie von denen reden, welche man nur denken kann, unméglich aber
auf irgendeine andere Art handhaben.**
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Diese Stelle verweist auf eine Argumentation, die der so ritselhaft klin-
genden Definition der ,,Einheit - ,,Einheit ist das, wonach jedes Ding
eines genannt wird* (V11/Def. 1)** — zugrunde lag. Wie es scheint, ist
die Unteilbarkeit der Eins bestritten worden (,,Ihr Wunderlichen, von
was fiir Zahlen redet ihr denn . . .*), und zwar offenbar mit Hinweis auf
die selbstverstindlich mégliche Teilbarkeit aller Dinge. Und ebenso
geht aus dieser Stelle hervor, wie der Einwand abgewehrt wurde: ,,. ..
daB sie von denen (den Zahlen, d. Verf.) reden, welche man nur denken
kann*.

Die Abwehr des Einwandes hebt zunichst den rein gedanklichen
Charakter der wissenschaftlichen Arithmetik hervor; alles Anschauliche
und Vorstellungshafte ist vom Zahlbegriff der wissenschaftlichen
Arithmetik fernzuhalten®’. Es leuchtet auch sofort ein, daBl diese Her-
vorhebung etwas mit der Abwehr der Teilbarkeit der Eins zu tun hat;
von jeder vorgestellten oder gar dinglich reprisentierten GroBe 4Bt
sich sofort zeigen, daB sie teilbar ist. Dagegen leuchtet es zunichst gar
nicht ein, warum nicht auch von einer nur gedachten GroBe gilt, daB
sic teilbar ist. Das Argument kann nur iiberzeugt haben, wenn gezeigt
wurde, daB sich die ,,Einheit* nur als unteilbar denken 1a6t.

Nun ist bekannt, da} die Eleaten, auf die sich Plato positiv wie auf
keine vorsokratische philosophische Stromung sonst bezieht, genau
dies zu zeigen versucht haben. Zenon hatte zu beweisen versucht, daB
man sich zwangslidufig in Widerspriiche verwickelt, wenn man davon
ausgeht, daf ,,Vieles* ist*®. Zenon expliziert und verteidigt damit Par-
menides, der in seinem Lehrgedicht das wahrhafte, nur dem reinen
Denken erfaBbare ,,Seiende* als ,,eins** und ,,unteilbar* bestimmte.

Wir sehen also, daf} der Unteilbarkeit der ,,Einheit* philosophische
Argumentationen zugrunde lagen. Schon oben war zu Zenons Parado-
xie iiber das ,,Viele* bemerkt worden, daB sie die Maoglichkeit der
Arithmetik fundamental in Frage stellt. An den ersten beiden Definitio-
nen (V11/Def. 1 und 2) kdnnen wir nun studieren, wie die pythagorei-
schen Mathematiker des 5. Jahrhunderts v. u. Zt., die sich den elea-
tischen Argumenten offenbar nicht verschlossen, einen Zahlbegriff
konzipierten, der den eleatischen Lehren Rechnung trdgt und zugleich
sicherstellt, daB3 Arithmetik moglich ist. Sie faBBten die ,,Einheit* als un-
teilbar und definierten die Zahlen als Zusammensetzungen aus dieser
unwandelbaren und unteilbaren ,,Einheit*. Auf diese Weise kann keine
Teilungsopcration, die mit den definitorisch zugelassenen Zahlen vor-
genommen wird, die Unteilbarkeit der ,,Einheit* tangieren. Aber es
gibt nicht nur eine ,,Einheit*, sondern viele.

Der KompromiBcharakter dieser Losung tritt besonders deutlich in
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einer Charakterisierung der' Mathematik durch Plato hervor, iiber die
Aristoteles berichtet:

»Ferner erklarte er, da} auBer dem Sinnlichen und den Ideen die mathemati-
schen Dinge existierten, als zwischen inne liegend, unterschieden vom Sinnli-
chen durch ihre Ewigkeit und Unbeweglichkeit, von den Ideen dadurch, daB es*
der mathematischen Dinge viel gleichartige gibt, wihrend jede Idee nur eine, sie
selbst, ist.4! ‘

Diese Rettung der Arithmetik durch die pythagoreischen Mathematiker
des 5. Jahrhunderts v. u. Zt. zeigt uns das den Definitionen der LvGuU
abgelesene Aggregationsmodell als Fundamentalstruktur dieser
Arithmetik: Zahlen sind Zusammensetzungen der ,,Einheit* und in die-
se wieder auflosbar. Die ,,Einheit* bleibt in allen Zahlen sich selbst
gleich; sie ist invariantes Element, das - anders als die Elemente der
LvGuU, die gerade und die ungerade Zahl — nicht wieder in grundle-
gendere Elemente zerlegt werden kann. Ob nun freilich die beweisende
Ableitung in nichts weiter als der Riickfiihrung auf invariante Elemente
besteht, bleibt noch zu untersuchen.

Vorlaufig haben wir festzuhalten, da3 wir mit dem Aggregationsmo-
dell als Fundamentalstruktur der wissenschaftlichen Arithmetik des
klassischen Griechenland ein erstes charakteristisches Moment der be-
weisenden Theorie vor uns haben. Bei der beweisenden Theorie handelt
es sich nicht einfach um die Ableitung des Konkreten und Mannigfalti-
gen aus abstrakten Prinzipien. Entscheidend ist vielmehr, daB diese
Prinzipien als Elemente gedacht werden, aus denen das Konkrete und
Mannigfaltige zusammengesetzt, aggregiert ist.

Aggregalions;nodell und Naturphilosophie

Es it sich nun an der griechischen Naturphilosophie zeigen, daf} dies
Aggregationsmodell als Fundamentalstruktur rationaler Erklarungen
keineswegs nur der wissenschaftlichen Mathematik eigentiimlich war,
sondern daB es vielmehr um die Wende vom 6. zum 5. Jahrhundert
v. u. Zt. allgemein den Status eines Grundmodells der Theoriebildung
erlangte.

Fiir die ionische Naturphilosophie — Thales, Anaximander, Anaxi-
mines, Heraklit —, die das 6. Jahrhundert v. u. Zt. bestimmte, ist festzu-
stellen, daB ihre Prinzipien .gerade nicht solche invarianten Elemente
waren. Grob vereinfacht 1iBt sich vielmehr sagen, daB die Prinzipien
der ionischen Naturphilosophie Prinzipien sind, weil und insofern sie
sich in ihrer Variabilitit, in ihren Welt-bildenden Metamorphosen
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identisch crhalten, nicht an eine Bestimmung gebunden sind und so
nicht mit den Veridnderungen zugrunde gehen. Was von fester Bestim-
mung, also invariant ist, das gilt ihnen gerade als das Vergéngliche und
also nicht als Prinzip.

Fiir die Naturphilosophie des 5. und 4. Jahrhunderts v. u. Zt. - Em-
pedokles, Leukipp, Demokrit, Aristoteles - 14Bt sich dagegen zeigen,
daf} sie — wiederum grob vereinfacht — die konkrete Mannigfaltigkeit
auf invariante Clemente oder Stoffe beziehungsweise auf Grundkombi-
nationen solcher invarianten Elemente oder Stoffe zuriickfiihrt*2.

Die Durchsetzung des Aggregationsmodells als Fundamentalstruk-
tur rationaler Erklirung 1aBt sich zeitlich nicht genauer bestimmen als
mit jenem vagen ,,um die Wende vom 6. zum 5. Jahrhundert v. u. Zt.*.
Zur duflerlichen Charakterisierung dieser Zeit sei an die Eroberung lo-
niens durch die Perser, an die Perserkriege selbst, die Erscheinung der
Tyrannis, ihre Ablosung durch die Demokratie in Athen, nicht zuletzt
aber auch an diec wachsende Bedeutung der griechischen Kolonien in
Siiditalien und Sizilien erinnert. Philosophiegeschichtlich kommt eben
den ,,Schulen* der Pythagoreer und Eleaten bei der Durchsetzung die-
ser fundamentalen Erklarungsstruktur zentrale Bedeutung zu, beide in
den gricchischen Pflanzstidten Siiditaliens beheimatet.

Negation des Werdens

Am sachlichen Gehalt der Lehre der Eleaten wird dies unmittelbar
deutlich. Die Negation des Werdens, des Entstehens und Vergehens wie
der Veriinderung, steht im Mittelpunkt ihrer Philosophie*’. Die Pytha-
goreer faliten Bewegtes und Unbewegtes als polare Gegensiitze auf, wo-
bei das Bewegte aul die Seite fillt, die den Pythagoreern fiir das ,,Bose*
steht*. Bei ihnen liegt somit nicht allein eine metaphysisch-trennende
Gegeniiberstcllung von Werdendem und Invariantem vor, sondern dar-
tiber hinaus bewerten sie in dieser Gegeniiberstellung das Invariante
positiv.

Dennoch liegt in dieser Lehre der dlteren Pythagoreer eine gewisse
Ambivalenz, auf die schon Parmenides hinwies*. Wenn sich unter ih-
ren Gegensatzpaaren solche von Zahlen finden - unter anderen das
Gegensatzpaar der geraden und ungeraden Zahl*® — wenn sie also die
Seiten ihrer polaren Gegensitze auch als verschiedene Zahlen auffa3-
ten*’, dann ist bei ihnen offenbar nicht nur das Invariante Element,
sondern ebenso das Bewegte. Indem aber das Bewegte in diesen pola-
ren Gegeniiberstellungen als Element fixiert ist, kennt ~ wie schon Ari-
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stoteles anmerkte*® - das aus diesen Elementen gebildete Ganze kein
Entstehen und Vergehen.

Die ilteren Pythagoreer, die die Arithmetik als eine von sinnlichen
Vorstellungen gereinigte Naturlehre verstanden*, lassen also die
Schwierigkeiten und Ambivalenzen des Ubergangs zu einem neuen
Grundmodell erklirender Theorie sehr deutlich erkennen. Zu diesen
Ambivalenzen gehort auch, daB in der pythagoreischen Auffassung des
Wesens der Dinge als Zahl und des Universums als ,,Harmonie und
Zahl“*°, das heiBt wohl: ein Gesamt harmonischer Verhiltnisse, neben
der Aggregations- oder Zusammensetzungsvorstellung zugleich die von
zu qualifizierenden Zusammensetzungsverhiltnissen wirksam war.

Im iibrigen ist zu beachten, daB nicht erst bei den Eleaten, sondern
schon bei den ilteren Pythagoreern die Abstraktion vom Werden un-
trennbar mit der Negation des Sinnlichen, Anschaulichen und Vorstel-
lungshaften, ja Materiellen iiberhaupt verbunden war. Eine andere Ei-"
gentiimlichkeit dieser philosophischen Negation des Werdens und der
von ihr unabtrennbaren Negation des Anschaulichen und Materiellen
wird uns spéter noch beschiiftigen, nimlich die Argumentationsweise
vermittels des indirekten Beweises.

Wir haben also in den Lehren der Pythagoreer und Eleaten Versu-
che vor uns, das Invariante als universelles philosophisches Prinzip zu
fundieren. Im Mittelpunkt steht bei dieser Fundierung die Abstraktion
vom Werden. Diese ist als konstitutives Prinzip der beweisenden Theo-
rie anzusehen, wie sie das: klassische Griechenland ausbildete. Die
LvGuU, dieses friiheste Exem plar der beweisenden Theorie, entstammt
also keinesfalls zufillig einer der philosophischen Strémungen, die das
konstitutive Prinzip der beweisenden Theorie zuerst philosophisch aus-
zuarbeiten versuchten, nimlich die Negation des Werdens.

Wir nannten das Aggregationsmodell ein Fundamentalmodell der
beweisenden Theorie, die im klassischen Griechenland entwickelt und
die zuerst in der wissenschaftlichen Mathematik durch die Pythagoreer
des 5. Jahrhunderts v.u. Zt. realisiert wurde. Wir haben auch einen
Blick auf den philosophischen Kontext dieses Modells geworfen und
die Negation des Werdens als ein konstitutives Prinzip fiir diese bewei-
sende Theorie bezeichnet. Die Herausarbeitung dieser Negation mar-
kiert zugleich eine tiefgreifende Wandlung des philosophischen Welt-
verstiindnisses an der Wende vom 6. zum 5. Jahrhundert v. u. Zt.

Diese philosophische Wende ist zweifellos eine wesentliche Bedin-
gung fir den in der wissenschaftlichen Arithmetik realisierten Typus
beweisender Theorie. Aber sie ist nur eine Bedingung; aus ihr 1Bt sich
die Realisation der beweisenden Theorie in der wissenschaftlichen
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Arithmetik nicht ableiten und nicht verstehen, vor allem nicht die Mog-
lichkeit dieser Realisation. Ein Verstindnis davon zu erlangen ist aber
wie gesagt deswegen so wichtig, weil ja die wissenschaftliche Mathema-
tik, so sehr auch ihre erste, ihre pythagoreische Gestalt im einzelnen
von jener philosophischen Situation geprigt ist, nicht auf diese Situ-
ation reduziert werden kann, wie sich daran zeigt, daB sie die philoso-
phische Konstellation des klassischen Griechenland iiberlebte.

Versuchen wir deshalb als nichstes, durch die Rekonstruktion der
LvGuU etwas iiber die Moglichkeit des Ubergangs zur wissenschaftli-
chen Arithmetik herauszufinden. Es geht also um die — wie wir uns
oben ausdriicken - objektive Grundlage der wissenschaftlichen Mathe-
matik, die deren Entstehen und Uberdauern erméglicht.

3. Die Entwicklung der Lehre zur beweisenden
Theorie

3.1 Die yfpor-arithmetische Lehre
Pythagoreischer Gebrauch der Rechensteine

Die LvGuU ist in der Form, die Euklid {iberliefert, rein arithmetisch.
Nun wissen wir — im Prinzip seit Aristoteles —, daB sich die &dlteren Py-
thagoreer mit figurierten oder Polygonalzahlen beschiftigten, die sie
mit Rechensteinen (yfipot) zu legen pflegten. Es kann weiterhin als si-
cher gelten, dafl auch die Sédtze der LvGuU anfinglich an mit yfjpot
gelegten Zahlen demonstriert wurden. Die schon erwiihnte Anspielung
des Komédiendichters Epicharmos lautet namlich:

,»Wenn ciner zu einer geraden Zahl, meinethalben auch einer ungeraden, einen
8

Stein (yapov: d. i. die dorische Form von yfjpov) zulegen oder von den vorhan-

denen einen wegnehmen will, meinst du wohl, sie bleibe dieselbe?***!

Wipor sind, wie gesagt, Rechensteine. Sie gehdren zur alltaglichen Re-
chenpraxis der Griechen, nidmlich zum Rechnen mit Hilfe von Rechen-
brettern (&pdictov, lat: abacus). Auf diesen Brettern, von denen die Ar-
chiologen ein marmornes Prachtstiick, die Salaminische Rechentafel,
gefunden haben®?, wurden durch Linien Spalten gebildet, die den Stel-
lenwert der wijpoL bestimmten, die in sie hineingelegt wurden. Das
Opericren mit diesen Mitteln, afidxiwov und yijgot, und das Rechnen
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waren offenbar ein und dasselbe, wie das griechische Zeitwort fiir
,rechnen* zeigt: yneilew, wortlich: ,,steineln“.

Wenn die dlteren Pythagoreer mit den yijpou figurierte Zahlen leg-
ten, so gilt es als erstes zu.sehen, dafl sie die yfjpot gewissermafBien
zweckentfremdeten. Sie benutzten sie dabei nimlich nicht zum Rech-
nen. Sie machten sich vielmehr den Umstand zunutze, daB es gegen-
stindliche Mittel generell auszeichnet, nicht an einen bestimmten Ver-
wendungszweck gebunden zu sein. Sie bedienten sich des gegenstindli-
chen Mittels der alltdglichen Rechenpraxis fiir einen anderen Zweck,
namlich fiir die Demonstration arithmetischer Eigentiimlichkeiten.

Um uns davon eine Vorstellung zu verschaffen, sei an zwei Beispie-
len die heuristische Leistungsfihigkeit dieser pythagoreischen Verwen-
dung der yfjpor vorgefiihrt..

1. Beispiel*: Die Summenformel fiir die arithmetische Reihe der na-
tiirlichen Zahlen ist durch Legung von Dreieckszahlen und ihre Ver-
doppelung auffindbar - vgl. Abbildung 7.

Dreieckszahlen
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Abbildung 7: Dreieckszahlen uxjxd Heteromeke

Die Seiten der Rechteckzahlen, die durch Verdoppelung der Drei-
eckszahlen entstehen, differieren um einen Stein. Solche Rechteck-
zahlen nannten die Pythagoreer &tepdpunkeg® (Heteromek). Ihre For-
mel ist ‘

n(n+ 1)

Nun sind die ursprﬁnglicheﬁ Dreiecke die Hiilfte eines Heteromeks; ih-
re Formel ist also : ,
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{n(m + 1)
Da nun diese Dreieckszahlen die Summe der natiirlichen Zahlen dar-
stellen, ist auch die Formel fiir diese Summe gefunden:
I+2+3+...+n=4}n(@m+ 1)

2. Beispiel®: Durch eine bestimmte Legung von Quadratzahlen ist zu
entdecken, daBl die arithmetische Reihe der ungeraden Zahlen, ausge-
hend von der 1, die Reihe der Quadratzahlen ergibt — vgl. Abbildung 8.
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Abbildung 8: Quadratzahlen

Es wird jeweils um die gelegte Quadratzahl ein Zahlenwinkel so ge-
legt, daB3 wieder cine Quadratzahl entsteht. Diesen Zahlenwinkel nann-
ten die Griechen yvdpwv*® (Gnomon). Er hat die Formel

(n+ 1) —=n>=2n+ 1.

Die Gnomone bilden aber in ihrer Aufeinanderfolge die Reihe der un-
geraden Zahlen.

DafB} die Pythagoreer diese Entdeckungen tatsdchlich gemacht ha-
ben, wir ihnen also nicht etwa uns mégliche Einsichten unterschieben,
geht unzweifclhaft daraus hervor, daB in der dem Pythagoreer Alk-
maion zugeschriebenen Liste der zehn pythagoreischen Gegensatzpaa-
re’” das Quadrat der ungeraden und das Heteromek der geraden Zahl
zugeordnet ist**. Es gibt noch mehr solcher Belege fiir die heuristische
Leistungsfihigkeit der yfjpot-Arithmetik®.

Wir schen also, daB die ilteren Pythagoreer die yfjpot nicht zum
Rechnen benutzten. Zugleich haben wir ein konkretes Beispiel vor uns,
das uns besser verstehen lidBt, was die Pythagoreer wohl meinten, wenn
sie ihre Beschiftigung mit Mathematik - wie schon erwihnt — eine
thevbépo noudeia, cine ,,freie Lehre* nannten. Diese Beschiftigung mit
den yijpor war frei von den praktischen Zwecksetzungen, unter denen
das gewdhnliche ,,Steineln* steht. Wenn so zwar feststeht, daB die ilte-
ren Pythagoreer die yfjpor nicht zum Rechnen benutzten, so ist jedoch
noch nicht klar, wozu sie sie eigentlich als Mittel verwandten. Ich ge-
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brauchte bisher die Formulierung ,,demonstrieren* fiir diese ,,freie*
Verwendungsweise der yijpol. Wie ist das zu verstehen?

Moritz Cantor verstand den pythagoreischen Gebrauch der yfjpot
als , figiirliche Versinnlichungen der nach unserer heutigen Auffassung
abstrakten Zahlbegriffe“®®. Wie ist das gemeint? Besallen die Pytha-
goreer bestimmte, von unseren heutigen sicherlich abweichende, aber
doch bereits rein gedankliché Zahlbegriffe und dariiber hinaus arithme-
tische Theorien - etwa, wie in unserem zweiten Beispiel, iiber den Zu- .
sammenhang zwischen der mit der 1 beginnenden arithmetischen Reihe
der ungeraden Zahlen und der Reihe der Quadratzahlen -, die sie
dann, vielleicht aufgrund des den Griechen oft nachgesagten Hangs
zum Anschaulichen, mit wfpou ,figiirlich versinnlichten“? Wohl
kaum.

,.Es ist ein weitverbreitetes Vorurteil*, schrieb K. Reidemeister®!,
»das wesentliche Merkmal der griechischen Mathematik sei ihre An-
schaulichkeit. (...) Richtig ist vielmehr, daB sich in der griechischen
(pythagoreischen) Mathematik die Umwendung vom Anschaulichen
zum Begrifflichen vollzieht. Und wir selbst bemerkten bereits zu dem
philosophischen Kontext, in: dem sich die beweisende Theorie heraus-
bildete, daB nicht erst bei den Eleaten, sondern schon bei den dlteren
Pythagoreern die Negation des Werdens aufs engste mit der Abwehr
des Sinnlichen und Anschaulichen zusammenhing. Es scheint deshalb
nicht denkbar, daB8 Angehorige dieser ,,Schule* Zahlen oder arithmeti-
sche Theoreme |, figiirlich versinnlichten*, wenn sie sie bereits rein ge-
danklich zu fassen vermochten. Plausibel erscheint vielmehr allein die
Annahme, daB die yfjpoi-Arithmetik der dlteren Pythagoreer einer Stu-
fe ihrer ,.freien* mathematischen Beschiiftigung angehort, die der rein
gedanklichen Arithmetik vorausging, und daBl sie von der wfjpor-
Arithmetik ablieBen, sobald sie sich zu einer rein gedanklichen
Arithmetik durchgearbeitet hatten.

Fiir diese Annahme spricht auch folgender Umstand. Die pythago- .
reische Arithmetik, die uns Euklid iiberlieferte, enthilt von der alten
yfjpoi-Arithmetik lediglich die LvGuU - natiirlich in rein arithmeti-
scher Form. Dagegen finden sich in den ,,Elementen* Euklids nicht die
yfipot-arithmetisch entdeckten arithmetischen GesetzmiBigkeiten, von
denen wir zwei Beispiele anfiihrten. Das scheint mir zu zeigen, daB die
Arithmetik der klassischen Zeit nicht in der Lage war, diese yfjpor-
arithmetisch gefundenen GesetzmiBigkeiten in einer rein arithmeti-
schen Theorie darzustellen und zu beweisen. Wenn dem aber so ist,
kann natiirlich von einer ,,figiirlichen Versinnlichung* rein arithmeti-
scher Theorien keine Rede sein. Es scheint vielmehr so gewesen zu sein,
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daf beim Ubcrgang zur reinen Arithmetik hochst interessante Entdek-
kungen der yijpot-Arithmetik liegen gelassen wurden, weil es nicht ge-
lang, sie rein arithmetisch zu beweisen.

Wenn das oben zitierte Epicharmos-Fragment darauf hindeutet, da§
dic LvGuU wyfjpor-arithmetisch demonstriert wurde, dann miissen wir
also aufgrund dieser Uberlegungen davon ausgehen, daB auch die
yijpor-arithmetische LvGuU nicht eine ,figiirliche Versinnlichung*
der rein arithmetischen Lehre war. Vielmehr muB es sich dabei um eine
dltere Form der Lehre handeln, die spéter in die von Euklid tradierte
rein arithmetische Lehre iiberfiihrt wurde. Es ist auch seit O. Beckers
Rekonstruktion der yijipot-arithmetischen LvGuU®? kein Zweifel mog-
tich, daf} die Siitze der Lehre vermittels der Legung von Flidchenzahlen
mit yijpor gefunden und in ihrer Richtigkeit faktisch aufgezeigt werden
konnen.

Es ist also zwischen einer zu rekonstruierenden yf@ot-arithmeti-
schen LvGuU und der von Euklid tradierten rein arithmetischen
LvGuU bei den Pythagoreern zu unterscheiden. Wir kdnnen weiterhin
davon ausgehen, dafl die yfjpoi-Arithmetik eine Vorstufe und im Fall
der LvGuU die Vorlauferin der reinen Arithmetik ist. Der Ubergang
von der einen zur anderen ist aber nichts anderes als die Entstehung der
wissenschaftlichen Mathematik im Falle der elementaren Arithmetik.

Demonstration der Lehre mit yfipor

Schen wir uns zunichst an, wie die Sitze der LvGuU yfigot-arithme-
tisch zu finden sind. Aus Platzgriinden beschranke ich mich dabei auf
die ersten drei Sétze der Lehre (1X/21-23).

Die Definitionen der geraden und ungeraden Zahl (VIL/Def. 6 und
7) unterscheiden die beiden Zahlarten cinerseits nach ihrem Verhalten
gegeniiber der Halbierung und andererseits danach, daBl sie um eine
,,Einheit* differieren. Um beides zum Ausdruck zu bringen, lege ich ge-
rade und ungerade Zahl folgendermafen

® ® ® O o & & 00
® 6 & © ® & 0o 0

und symbolisiere diese Legung mit foigenden Bildern:

L

Die ersten drei Sitze der Lehre lassen sich dann yfjpoi-arithmetisch so
demonstrieren, wie es die Abbildung 9 zeigt.
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Wir sehen also, dal und wie die Sétze der LvGuU yfjpor-arithme-
tisch zu finden waren. Wir sehen zugleich etwas weiteres. Es ist bereits
ausgefiihrt worden, daB3 die gerade und ungerade Zahl Elemente der
LvGuU darstellen, allerdings Elemente, die ihrerseits in Elemente zer-
legbar sind. Dieser Sachverhalt tritt uns hier anschaulich entgegen: Die
Gebilde dieser Elemente sind auflosbar in yfigoy; in der LvGuU fun-
gieren aber nicht die yfpot als Elemente, sondern die aus ihnen gebil-
deten Figurationen der geraden und ungeraden Zahl.

Wenden wir uns einigen Momenten der Durchformung der LvGuU
zu einem beweisenden paOnpa zu. ’

+ + . =

mp. o
e P T

Abbildung 9: Wiipor-arithmetische Demonstration von Sitzen der Lehre vom
Geraden und Ungeraden

I1X/21 Die Summe gerader Zahlen ist gerade.

I1X/22 Die Summe einer geraden Anzahl ungerader Zahlen ist gerade.

1X/23 Die Summe einer ungeraden Anzahl ungerader Zahlen ist ungerade.

Einzelne Siitze

Es gibt einen Anhaltspunkt, wie wir uns die erste Stufe der yfigpor-
arithmetischen LvGuU vorzustellen haben. Der Anhaltspunkt liegt dar-
in, daB jene mathematisch hochinteressanten Entdeckungen der yfjpot-
Arithmetik, fiir die wir einige Beispiele nannten, unverbunden als ein-
zelne Entdeckungen dastehen. So wird es wahrscheinlich auch mit den
GesetzmiBigkeiten gerader und ungerader Zahlen gewesen sein. Ir-
gendwelche Sitze der spiteren LvGuU werden die dlteren Pythagoreer
bei ihrer Beschiftigung mit den yfjpot einzeln entdeckt haben, und die-
se Sitze haben wohl anfangs unverbunden nebeneinander und neben
anderen Entdeckungen gestanden, die nicht zur spiiteren LvGuU geho-
ren. :
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Die Lehre als strukturiertes Ganzes

Ein Entwicklungsschritt der Lehre driickt sich in der Anordnung aus,
in der uns ihre Sitze tiberliefert sind. Zuerst begegnen uns Sitze, in de-
nen es um die ,,Zusammensetzung* gerader und ungerader Zahlen geht
(1X/21-23), also Additionssiitze vom Typus G+ G=G; dann Sitze, in
denen es um das ,,Wegnehmen* dieser Zahlen geht (IX/24-27), also
Subtraktionssitze vom Typus G — G=G; drittens Sitze, in denen es um
die ,,Vervielfdltigung* dieser Zahlen geht (IX/28 und 29), also Multi-
plikationsséitze vom Typus G x G=G. Was es mit den restlichen Sédtzen
auf sich hat, ist nicht sogleich zu entscheiden. Wir erkennen aber jeden-
falls cinc Anordnung nach den Grundrechnungsarten und dariiber hin-
aus, daf} diese Anordnung der Sitze eine systematisch variierende Un-
tersuchung der Operationsmoglichkeiten mit den Elementen gerade
und ungerade Zahl dokumentiert (vgl. Abbildung 10).

Addition Subtraktion
+ Gerade Ungerade - Gerade Ungerade
Gerade 1X/21 implizit’ Gerade 1X/24 1X/27

. .. 1X/22

1
Ungerade implizit 1X/23 Ungcerade 1X/25 1X/26
Multiplikation Division
x Gerade Ungerade Gerade Ungerade
Gerade implizit*  implizit® Gerade
?

Ungerade 1X/28 1X/29 Ungerade

Abbildung 10: Das kombinatorische Grundschema der Sitze der Lehre vom Ge-
raden und Ungeraden

! Triviale Folgerung aus 1X/21 und 1X/22

* Triviale Folgerung aus IX/21

3 Triviale Folgerung aus 1X/28

Es spricht mcines Erachtens nichts gegen die Annahme, daBl diese
systematische Untersuchung bereits auf yfjpot-arithmetischer Stufe er-
folgte. Nachdem einzelne Sétze der spiteren Lehre bei der Beschifti-
gung mit yipot isoliert gefunden worden waren, lag es fir Leute, die
den ,,freien'* Charakter ihrer mathematischen Beschiftigung betonten,
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gewiB nicht fern, systematisch die Legungs- und Zerlegungsmoglichkei-
ten gerader und ungerader Zahlen durchzugehen.

Hinsichtlich des Charaktérs einer solchen systematischen Untersu-
chung und Anordnung der méglichen Operationen mit den Elementen
gerade und ungerade Zahl miissen wir uns aber folgendes klarmachen:
Diese Anordnung der Operationsmoglichkeiten zu einem systemati-
schen Ganzen bedeutet auf der Stufe der yfipor-Arithmetik keineswegs,
daB die verschiedenen Sitze so zu einem Ganzen verbunden wiren,
daB sie sich wechselseitig tragen oder auseinander hervorgehen. Was
die Begriindung angeht, so steht jeder Satz noch einzeln fiir sich da; sei-
ne Richtigkeit ist auf dieser Stufe prinzipiell nur durch die wirkliche er-
zeugende Operation aufzeigbar. Auf der anderen Seite ist freilich fest-
zuhalten, daB trotz dieser wichtigen Einschrinkung die moglichen Er-
zeugungsoperationen mit den Elementen gerade und ungerade Zahl als .
ein Ganzes, und zwar als ein struktureller Zusammenhang, in den Blick
gekommen sind. ]

Wenden wir uns jetzt der problematisch gebliebenen letzten Gruppe
von Sitzen zu, und zwar — um es uns leichter zu machen — zunachst nur
den Sitzen 1X/32-34 (vgl. Faltblatt am Ende des Buches).

Es handelt sich - von der reinen Arithmetik her gesehen — um Sétze
iiber die Zerlegung von Zahlen in Faktoren, also durchaus um Satze
der Division. Es macht auch keine Schwierigkeit zu sehen, warum dabei
nicht einfach analog zu den Multiplikationssdtzen Séitze vom Typus
G:G=G aufgestellt werden. konnen. Dies liegt daran, daf es einer-
seits Zahlen gibt, die gar nicht in Faktoren zerlegt werden konnen, und
andererseits solche, fiir die verschiedene Zerlegungsmoglichkeiten
bestehen, hinsichtlich derer also kein eindeutiges Ergebnis zu errci-
chen ist. ,

Umkehrung der Schiufrichtung

Warum ist diese Schwierigkeit gerade den Divisionssétzen eigen? Einen
Weg zur Antwort weist die Frage, wodurch sich diese Sitze von den an-
deren unterscheiden. Denn die anderen Sitze gehen von den Elementen
gerade und ungerade Zahl aus und stellen fest, wie die Eigenschaften
des durch Addition, Subtraktion oder Multiplikation Erzeugten von
den Eigenschaften der Elemente determiniert werden: ,,Setzt man be- .
liebigviele gerade Zahlen zusammen, so ist die Summe gerade.” (1X/
21) Die Divisionssétze aber gehen umgekehrt von den Eigenschaften
des Resultats aus und haben aus ihnen zu erschlieflen, wie dies Resultat
aus Elementen mit der Eigenschaft gerade oder ungerade durch Multi-
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plikation zu erzeugen ist: ,,Eine Zahl, deren Hilfte ungerade ist, ist aus-
schlieBBlich gerademal ungerade.* (IX/33) Die Divisionssitze unter-
scheiden sich also von den anderen in der SchluBrichtung.

Wir stellen fest, daB3 es bei den Divisionssidtzen nicht mehr wie bei
den Additions-, Subtraktions- und Multiplikationssitzen um den
SchluB von den Elementen und Operationen auf Eigenschaften des Er-
zeugten geht, sondern umgekehrt um den Schlufl von Eigenschaften des
Erzeugten auf die Elemente, aus denen es durch die Operation der Mul-
tiplikation erzeugbar ist. Das bedeutet aber, daB die durchsichtige Er-
zcugungslogik der Additions-, Subtraktions- und Multiplikationssatze,
bei denen alles aus den vorausgesetzten Elementen und Operationen
flieBt, hier versagt. Warum versagt sie? Offenbar aus dem Grunde, weil
in den Divisionssitzen gerade und ungerade Zahl nicht als vorausge-
setzte Elemente den Ausgangspunkt bilden, sondern als arithmetische
Gebilde, die aus diesen Elementen erzeugt sind. Als solche Produkte
teilen es aber gerade und ungerade Zahl mit allen Produkten, da} die
erzeugende Titigkeit in ihnen als Resultat verschwunden ist. Es gibt
keinen direkten SchluB von ihnen auf die sie erzeugende Titigkeit, des-
halb versagt in diesem Falle jene durchsichtige Erzeugungslogik. Das
sei gleich noch etwas niher beleuchtet.

Analytische Klassifikation

Es'ist natiirlich moglich, probierend zu zeigen, daB eine bestimmte Zahl
auf diese oder jene Weise durch Multiplikation aus geraden bezie-
hungswecise ungeraden Zahlen erzeugbar ist. In gewissen Fillen wird
man auch in der Lage sein, alle Moglichkeiten zu {iberpriifen. Je grofler
die Zahl jedoch ist, desto schwieriger wird es, diese probierende Uber-
priifung praktisch durchzufithren. Fiir alle ganzen Zahlen ist das Ver-
fahren natiirlich nicht mehr durchfiihrbar. Steht mir, wie das in der An-
tike der Fall war, das mathematische Verfahren der ,,vollstindigen In-
duktion* nicht zu Gebote, so kann ich nur dann zu einem Ende kom-
mcn, wenn es mir gelingt, die ganzen Zahlen analytisch so in Klassen
einzuteilen, dal diese begriffliche Gliederung dann den RiickschluBl
auf die Erzeugungsmoglichkeiten gestattet.

Einc solche Klassifikation liegt in den Sidtzen 1X/30-34 tatsiichlich
vor. Die Sitze 1X/32-34 fithren fir die geraden Zahlen drei im Hin-
blick auf die Zerlegbarkeit mogliche Klassen auf: Der Satz 1X/32 be-
handclt die Zerlegungsmdéglichkeiten der geraden Zahlen, ,,die durch
Verdoppelung von der Zwei aus entstehen*; der Satz IX/33 behandelt
in derselben Hinsicht die geraden Zahlen, ,,deren Halfte ungerade ist*;
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der Satz IX/34 schlieBlich die Klasse der geraden Zahlen, ,,deren Hilf-
te nicht ungerade ist* und die nicht ,,durch Verdoppelung von der Zwei
aus entstehen*. :

Entsprechend explizit klassifizierende Sitze lassen sich fiir die unge-
raden Zahlen nicht finden. DaB es keinen solchen Satz iiber die ungera-
den Zahlen gibt, die Primzahlen sind, ist leicht einzusehen. Diese Zah-
len sind iiberhaupt nicht in gerade und ungerade Zahlen zu zerlegen,
weil fiir die Pythagoreer die ,,Einheit* keine Zahl ist und also auch
nicht gerade oder ungerade sein kann.

Verwundern mag es dagegen, daB} sich auch kein Satz mit den Zerle-
gungsmoglichkeiten der Klasse der ungeraden Zahlen befafit, die nicht
Primzahlen sind. Die Zerlegungsmoglichkeit dieser Klasse sind aller- ~
dings implizit in den Beweisen der Sétze 1X/31, 33 und 34 enthalten.
Diese Beweise setzen voraus, dafl sich eine ungerade Zahl, die nicht
Primzahl ist, nur in ungerade Faktoren zerlegen 1df3t. DaB diese Zahl-
klasse implizit bleibt, scheint darin begriindet, daf} ihre Zerlegbarkeit
fiir die Pythagoreer nicht eigens bewiesen werden mufte, sondern sich
aus der Umkehrung der Multiplikationssitze (1X/28 und 29) ergab:
Entsteht ndmlich aus der Multiplikation einer geraden mit einer unge-
raden Zahl (und - das impliziert der Satz ebenfalls — aus der Multipli-
kation einer geraden mit einer geraden) immer eine gerade Zahl (IX/
28) und immer eine ungerade aus der Multiplikation einer ungeraden
mit einer ungeraden (IX/29), so scheint die (allerdings einen indirekten
Beweis implizierende) Umkehrung selbstverstindlich, dafl eine ungera-
de Zah!, die nicht Primzahl ist, nur in ungerade Faktoren zerlegt wer-
den kann®. A

Wir k6énnen also konstatieren, daB in den Sitzen IX/30-34 - expli-
zit oder implizit - fiinf Zahlklassen im Hinblick auf ihre Zerlegbarkeit
unterschieden werden, das heifit hinsichtlich ihrer Erzeugbarkeit aus
geraden und/oder ungeraden Zahlen vermittels der Multiplikation;
drei Klassen fiir die geraden Zahlen und zwei fiir die ungeraden. Es
liegt auch auf der Hand, daB mit diesen fiinf Klassen alle ganzen Zah-
len erfait werden konnen.

Voilstdndige Klassifikation und bestimmte Negation

Die betrachtete Klassifikation der ganzen Zahlen erfolgt unter anderem
nach dem Kriterium der Vollstandigkeit, das heiBt danach, daB die ge-
bildeten Klassen zusammen alle ganzen Zahlen erfassen. An der expli-
ziten Klassifikation der geraden Zahlen hinsichtlich ihrer Zerlegbarkeit
(Sitze 1X/32-34) 14Bt sich nun gut studieren, wie diese Vollstiandigkeit
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erreicht und gesichert wird. Die Siitze 1X/32 und 33 exponieren je eine
im Hinblick auf ihre Zerlegbarkeit besondere Art gerader Zahlen. Der
Satz IX/34 exponiert eine dritte besondere Art, und zwar ist sie durch
dic Negation der beiden ersten Arten bestimmt; es ist die Art der gera-
den Zahlen, die nicht unter die beiden anderen Arten fallen. (IX/34:
»wenn eine (gerade) Zahl weder zu denen gehort, die durch Verdoppe-
lung von der Zwei aus entstehen (IX/32), noch eine ungerade Zahl zur
Hiilfte hat (IX/33), dann (...)*.) Mit diesem Negationsverfahren wird
zwangsliufig Vollstindigkeit erzielt: Es kann kein Exemplar der Gat-
tung gerade Zahl gedacht werden, das nicht unter eine der Arten fillt. -
Fiir die beiden impliziten Arten der ungeraden Zahlen 1Bt sich ohne
weiteres dasselbe zeigen.

Diese Klassifikationslogik mag trivial und keiner besonderen Her-
vorhebung wert scheinen. DaB sie jedoch in einem konkreten Fall kei-
neswegs einc triviale Sache ist, zeigt unser Beispiel schon beim nichsten
Schritt. Es muB fiir diese Logik gewihrleistet sein, daB jedes Exemplar
der Gattung ganze Zahl entweder unter die Art der geraden Zahl falit
oder unter die der ungeraden. Ist das selbstverstindlich? Und vor al-
lem: Ist das von der Warte der yfjpor-Arithmetik aus selbstverstind-
lich?

Lege ich gerade und ungerade Zahl so wie oben,

a0 ®®®° umd ®®®°®e
o oo e oo e e
so stchen zwei verschiedene Flichenzahlen nebeneinander. Da8 sie sich
nicht als bestimmte Negationen zueinander verhalten, ist leicht zu se-
hen. Ich kann nidmlich daneben ganze Zahlen in weiteren Formen le-
gen, etwa als Dreiecke oder als Fiinfecke. Dann zeigt sich, daB3 die Ver-
schicdenheit decr gelegten Zahlen gleichrangig ist; der Unterschied zwi-
schen den beiden zuerst gelegten Gebilden ist in keiner Weise ausge-
zeichnet. '

Noch deutlicher wird das an den sprachlichen Bezeichnungen fiir
»gerade und ,,ungerade*. Denn anders als im Deutschen, wo die zwei-
te Bezeichnung durch Negation der ersten gebildet ist, zeigen die grie-
chischen Worter fiir ,,gerade* und ,,ungerade* bloB das beziehungslose
Verhiiltnis der Verschiedenheit. Aptiog (gerade) heift urspringlich so-
viel wie ,,cben®, geht also auf die Gestalt. Mepioodg (ungerade) heiBt
soviel wie ,,iiberzihlig", geht also auf GroBe und Anzahl. Die Wérter
liegen auf verschiedenen Qualititsebenen und kdénnen deswegen nicht
im Verhiltnis der Negation stehen.

Ganz anders liegt die Sache bei den Definitionen der geraden und
ungeraden Zahl, die dem VII. Buch der ,,Elemente Euklids vorange-
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stellt sind. ,,Gerade ist die Zahl, die sich halbieren 1d8t."* (V11/Def. 6)
»Und ungerade die, die sich nicht halbieren 146t, oder die sich um die
Einheit von einer geraden Zahl unterscheidet.” (VII/Def. 7) Durch die-
se Formulierung stehen gerade und ungerade Zahl nicht linger im be-
ziehungslosen Verhiltnis der:Verschiedenheit, sondern im Verhiltnis
der Negation; sie beziehen sich aufeinander. Unter der erorterten Vor-

aussetzung, daf} keine Bruchzahlen zugelassen sind, ergibt sich auch so- .

fort aus diesen Definitionen, daBl jede Zahl entweder gerade oder unge-
rade sein muB, daB also das Kriterium der Vollstiindigkeit erfiillt ist.

Wie sind nun diese Definitionen zu verstehen? Dokumentieren sie
vielleicht, da} die Pythagoreer den formallogischen Mechanismus voll-
standiger Klassifikation durch Negation erkannt und entsprechend ihre
gerade und ungerade Zahl sprachlich so gefaBt haben, daB sie sich als
Negationen aufeinander beziehen? Oder bilden die Formulierungen
der Definitionen ein wirklichés Negationsverhéltnis ab, stellen also ei-
ne bestimmte Negation dar? '

Wiren gerade und ungerade Zah! nur nach ihrem Verhalten gegen-
iiber der Halbierung definiert, miifite die Frage vielleicht offen bleiben.
Das Unterscheidungskriterium, daB sich die eine halbieren 143t und die
andere nicht, betrifft eventuell eine bloBe Verschiedenheit, die nur
sprachlich als ein Negationsverhdltnis ausgedriickt wird. Anders ver-
hilt es sich mit dem zweiten' Teil der Definition 7: Ungerade ist die
Zahl, ,,(. . .) die sich um die Einheit von einer geraden Zahl unterschei-
det* (VIL/Def. 7). Hier ist die Handlung angesprochen, mit der sich aus
einer geraden Zahl eine ungerade — und vice versa — erzeugen laBt,
ndmlich durch Hinzufiigen oder Wegnehmen der Einheit. In dieser
Handlung, dem Hinzufiigen oder Wegnehmen der Einheit, ist die Er-
zeugung der ungeraden Zahl unmittelbar die Negation der geraden und
die Erzeugung der geraden unmittelbar die Negation der ungeraden.

Ein wirkliches Negationsverhiltnis besteht also nicht zwischen der
gelegten geraden und ungeraden Zahl. Ebensowenig ist es eine sprachli-
che Zutat, denn es resultiert nicht aus einer klug gewihlten sprachli-
chen Bezeichnung. Vielmehr driickt die Formulierung der Definition

. ein wirklich bestehendes Verhiiltnis bestimmter Negation aus, ndmlich

eine gesetzmiBige Beziehung der Erzeugungshandlungen mit den spezi-
fischen gegensténdlichen Elementen dieser Arithmetik.

Die Sprache als neues gegenstdndliches Mittel der Mathematik

Wir gelangen damit zum Kernpunkt des Ubergangs von der yfipor-
Arithmetik zur wissenschaftlichen Arithmetik. Béi den eben betrachte-
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ten Klassifikationen bedient sich die LvGuU nicht mehr allein des ge-
genstindlichen Mittels der mit yfjpot gelegten Zahlen, sondern eines
weiteren gegenstindlichen Mittels, ndmlich der Sprache. Dieses neue
Mittel ist die objektive Grundlage des Ubergangs zur wissenschaftli-
chen ‘Arithmetik. In welcher spezifischen Weise die Sprache diese
Funktionen fiir dic Entwicklung der wissenschaftlichen Arithmetik er-
fullte, muB nun allerdings niher bestimmt werden.

Sprache war sicherlich - um ein MiB3verstindnis vorab zu vermeiden
- nicht in dem Sinne ein neues Mittel, daB} sich die mathematische Er-
kenntnis bis dahin sprachlos entwickelt hitte. Schon die wijpor-
arithmetische LvGuU zeigt, daB dies nicht denkbar ist. Wir wissen zwar
nicht, ob die demonstrierende Legung der yijpot-arithmetisch gefunde-
nen Sitze der Lehre von einer sprachlichen Paraphrasierung begleitet
wurde oder nicht. In jedem Fall muf3 aber das Ergebnis, die an den fi-
gurierten Zahlen gewonnene Erkenntnis, sprachlich fixiert worden
sein; sonst wiren die Ergebnisse mit der Auflosung der Zahlenfiguren
jeweils wieder verloren gegangen. Die yfjpoi-Arithmetiker haben sich
also ohne Frage der Sprache bedient. Aber welche Funktion hatte fiir
sie die Sprache? Sie diente noch nicht als spezifisches Erkenntnismittel.
Die Einsichten der yfipor-Arithmetik stammten aus der erzeugenden
Konstruktion, nicht aus der eventuellen sprachlichen Paraphrasierung
dieser Konstruktion und nicht aus der sprachlichen Fixierung des Er-
gebnisses.

Wir haben gesehen, welche verbliffenden Einsichten in arithmeti-
sche GesetzmiiBigkeiten den figurierten Zahlen abzugewinnen sind.
Was aber den figurierten Zahlen keinesfalls abzulesen ist, das sind Ein-
sichten in die GesetzmiBigkeit der Erzeugungshandlungen mit den
yijpot. Diese Handlungen sind vielmehr in jeder gelegten Fldchenzahl
verschwunden. Einsicht ist hier also nicht durch weitere erzeugende Le-
gungen zu gewinnen, sondern nur durch die Reflexion auf das erzeu-
gende Legen mit diesen spezifischen Elementen selbst.

Diesc Reflexion auf das erzeugende Legen selbst setzt nun aber vor-
aus, daB die Erzeugungshandlungen nicht jeweils in der gelegten Zahl
als Produkt erléschen, sondern eine Daseinsweise haben, die den Lege-
akt iiberdauert. Diese dauerhafte Daseinsweise kénnen sie, ihrer Natur
als Akte entsprechend, nur in einem Reprisentanten haben. Wenn nun
die Sprache der Reflexion auf das erzeugende Legen die Erzeugungs-
handlungen dauerhaft und gegenstandlich représentiert, so erfiillt sie
genau damit die Funktion eines spezifischen Erkenntnismittels. Die ge-
setzmifBigen Beziehungen zwischen den Erzeugungshandlungen mit
den spezifischen Elementen dieser Arithmetik konnen entdeckt und
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selbst sprachlich abgebildet werden, weil es der Erkenntnis méglich ist,
sich auf diese Erzeugungshandlungen und ihren Zusammenhang als
Gegenstand zu beziehen, wenn die Handlungen in der Sprache gegen-
stdndlich reprasentiert sind. .

Aufgrund der Nutzung der Sprache als eines spezifischen gegen-
stindlichen Mittels der Erkenntnis, nimlich als Mittel gegenstéindlicher
Reprisentation der Erzeugungshandlungen mit den Elementen dieser
Arithmetik, wird die Reflexion dieser Handlungen moglich, erschlieBt
sich der Erkenntnis der gesetzméBige Zusammenhang dieser Handlun-
gen. Das hat weitreichende Folgen fiir die Lehre.

Wir sahen oben, daB es schon auf yfjgot-arithmetischer Stufe mog-
lich ist, die einzelnen, anfangs wahrscheinlich auch vereinzelt gefunde-
nen Sitze der Lehre zu einem systematischen Ganzen nach Art unserer
tabellarischen Anordnung der Sitze als Additions-, Substraktions-,
Multiplikations- und Divisionssdtze zusammenzustellen (vgl. Abbil-
dung 10). Wir sahen aber zugleich, daB diese Anordnung der Siitze zu
einem systematischen Ganzen auf der Stufe der yfjpot-Arithmetik kei-
nesfalls bedeuten kann, die Sétze dergestalt zu einer zusammenhdngen-
den Lehre zu verbinden, daB sie sich wechselseitig tragen und auseinan-
der hervorgehen. Vielmehr konstatieren wir: Was die Begriindung an-
geht, so steht jeder Satz noch einzeln fiir sich da; seine Richtigkeit ist
auf dieser Stufe prinzipiell nur durch die wirkliche erzeugende Legung
aufzuzeigen.

Der Grund fir diese Schranke der yijgot-Arithmetik ist jetzt zu se-
hen. Den einzelnen gelegten figirlichen Zahlen sind bestimmte
arithmetische GesetzmiBigkeiten abzulesen, nicht aber ihr Zusammen-
hang. Zwischen ihnen als gelegten Gebilden besteht kein Zusammen-
hang. Die erzeugende Legehandlung mit den yfjpot, worin ihr Zusam-
menhang besteht, ist in den gelegten Gebilden erloschen. Der Zusam-
menhang der Sitze ist also erst zu finden, wenn vermittels der sprachli-
chen Reprisentation der Erzeugungshandlungen deren Zusammenhang
aufgeklirt werden kann. ‘

Elemente und Operationen als gesetzte Voraussetzungen

Nun sind die Divisions- oder Klassifikationssitze 1X/30-34 sowohl
Manifestation als auch bereits Uberschreitung dieser Schranke der
yijpot-arithmetischen Form der LvGuU. Damit diese nicht miBverstan-
den wird: Es gibt keinerlei Grund zu bezweifeln, dafl auch diese Sitze,
natiirlich ohne ihre von Euklid iberlieferten Beweise, der wfipoi-
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arithmetischen LvGuU zuzurechnen sind. Es ist ohne weiteres moglich,
dic Richtigkeit ihrer Behauptungen durch Legung figiirlicher Zahlen zu
demonstrieren. Ein Indiz ist auch der Umstand, daB die Satze 1X/30
und 31 in der Anordnung der Sitze keinen rechten Platz haben.
0. Becker hat ihre Funktion fiir den nachfolgenden Satz IX/32 unter-
sucht®. Diese Untersuchung bezieht aber bereits die Beweise mit ein
und muB} deshalb hier auBer acht gelassen werden. Mir scheint, daB es
sich um einzeln gefundene Sitze handelt, die sich dem spéteren Anord-
nungsschema der Lehre nicht recht fiigten und die am wenigsten sto-
rend unter die Divisionssitze aufzunehmen waren. Das wiirde aber- ge-
rade fiir das hohe Alter auch dieser Sitze sprechen. Es sind also nicht
historische, sondern inhaltliche Griinde, die mich veranlassen, in den
Sitzen [X/30-34 sowohl eine Manifestation als auch Uberschreitungen
der Schranke zu sehen, die mit der yfjpor-arithmetischen Form der
Lehre gegeben ist.

Wie crinnerlich, machten die Divisionssiitze bei der tabellarischen
Anordnung Schwierigkeiten. Bei ihnen versagt ja die in den Additions-,
Subtraktions- und Multiplikationssiitzen bewahrte durchsichtige Logik
erzcugender Konstruktion, die es erlaubt, aus den Eigenschaften der
Elemente bestimmte Eigenschaften des Erzeugten zu erschliefen. Im
Falle der Divisionssitze ist vielmehr umgekehrt verlangt, aus Eigen-
schaften des Resultats die Elemente zu erschlieBen, aus denen es durch
die Multiplikationsoperation erzeugt werden kann. Die durchsichtige
Logik crzeugender Konstruktion ist aber das Charakteristische der
yijpot-arithmetischen Form der Lehre. In den Problemen der Divi-
sionssiitze zeigl sich also diese Form als Schranke.

Nun konnte weiterhin den Sitzen 1X/30-34 - wohlgemerkt: den
Sitzen, also ohne Beriicksichtigung ihrer Beweise — abgelesen werden,
wie die LvGuU mit diesem Problem fertig wird. Sie 16st das Problem
durch eine analytische Einteilung der ganzen Zahlen in Klassen derge-
stalt, dall aus den Bestimmungen dieser Klassen auf die Erzeugungs-
moglichkeiten der Zahlen zuriickgeschlossen werden kann. Diese Klas-
sen bilden zusammen in dem Sinne ein vollstindiges Ganzes, dal} jede
ganze Zahl unter eine von ihnen fallen mufl. Daraus scheint nun aber
zugleich zu folgen, daB diese Klassen nicht nur in diesem Sinne ein
vollstindiges Ganzes bilden. Denn wenn jede ganze Zahl unter eine
dieser Klassen féllt und wenn aus deren Bestimmungen auf die Erzeu-
gungsmoglichkeiten der betreffenden Zahlen zuriickgeschlossen werden
kann, dann miissen diese Bestimmungen insgesamt auch ein vollstindi-
ges Ganzes der Erzeugungsmoglichkeiten enthalten.

LiBt sich das faktisch aufzeigen? Die drei Arten der geraden Zahlen
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(IX/32-34) lassen auf folgende Erzeugungsmadglichkeiten zuriickschlie-
flen:

G x G (IX/32), Gx U (IX/33) und sowohl G x G als auch G x U (IX/34);

die implizite Art der ungeraden Zahlen, die iiberhaupt in gerade bezie-
hungsweise ungerade Faktoren zerlegt werden konnen, die Art der un-
geraden Zahlen, die nicht Primzahlen sind, aber auf folgende Erzeu-
gungsmoglichkeiten:

UxU.

Nun sieht man rein kombinatorisch sofort, dall zwei weitere Moglich-
keiten denkbar sind, ndmlich:

sowohl G x G als auch U x U und sowoh! U x U als auch U x G.

Das Fehlen dieser beiden jMéglichkeiten widerlegt nun nicht den
Schlul3, daB die Bestimmungen der Klassen ein vollstindiges Ganzes
der Erzeugungsmoglichkeiten enthalten. Vielmehr verdeutlicht es die
spezifische Eigenart dieser Klassifikation und 1iBt erkennen, inwicfern
es sich bei dieser Ableitung der Erzeugungsméglichkeiten aus den Be-
stimmungen der Zahlklassen nicht um eine Explikation der beiden
Multiplikationssétze (IX/28 und 29) handelt, also nicht um eine redun-
dante Verdoppelung, sondern um einen spezifisch neuen Schritt: Wenn
jene beiden denkbaren Moglichkeiten aus den Bestimmungen der Zahl-
klassen nicht erschlossen werden, so deshalb, weil auf diese Weise kei-
ne ganze Zahl zerlegbar beziehungsweise erzeugbar ist. Es handelt sich
also um rein kombinatorische, um abstrakte Moglichkeiten, die gerade
von der Erzeugbarkeit einer ganzen Zahl abstrahieren.,

Inwiefern verweist die Eliminierung dieser rein kombinatorischen
Moglichkeiten auf eine spezifische Eigenart der Klassifikation, die in
den Divisionssdtzen (IX/30-34) enthalten ist? Miite nicht auch der
yiipot-Arithmetiker diese beiden Moglichkeiten ausscheiden, und zwar
aufgrund des Wissens, dall Gx G und G x U immer eine gerade Zahl
ergeben, wihrend U x U zu einer ungeraden fiihrt, und also jene beiden
kombinatorisch denkbaren Méglichkeiten eine Zahl erzeugen miiften,
die sowohl gerade als auch ungerade wiire?

Ist dieser Schlufl vom konstruktiven Standpunkt her méglich, das
heiBSt ausgehend von den Elementen und Erzeugungshandlungen mit
ihnen? Von diesem Standpunkt her ist nur zu konstatieren, daB es nicht
gelingen will, ein und dieselbe Zahl einmal durch Vervielfachung unge-
rader mit ungeraden Zahlen und ein anderes Mal durch Vervielfachung
gerader mit geraden beziehungsweise ungeraden zu erzeugen. Die Ein-
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sicht, dal3 das nicht nur bei jedem bisherigen Versuch miBlungen ist,
sondern prinzipiell nicht moglich ist, setzt indessen voraus, daB3 Ein-
sicht in die wechselseitige Ausschliefung von Erzeugungshandlungen
gewonnen ist, setzt also die Reflexion auf die Erzeugungshandlungen
und ihre Gesetzmifligkeiten voraus. Wie sich an den Definitionen der
geraden und der ungeraden Zahl (VII/Def. 6 und 7) zeigte, ist es erst
auf der Grundlage dieser Reflexion als ein Widerspruch, als eine Un-
moglichkeit zu bewerten, da eine ganze Zahl zugleich gerade und un-
gerade ist.

Der Klassifikation, die in den Satzen 1X/30-34 enthalten ist, liegt -
wie wir sahen — eine solche Reflexion auf die Erzeugungshandlungen
mit den Elementen dieser Arithmetik zugrunde. Wenn in diesen Sitzen
aus den Bestimmungen der gebildeten Zahlklassen ihr Erzeugungsmog-
lichkeiten abgeleitet werden, so ergeben sich jene beiden abstrakten,
rein kombinatorischen Mdoglichkeiten zunichst deshalb nicht, weil die-
se Ableitung anders als die rein kombinatorischen Mdglichkeiten nicht
vom zu Erzeugenden abstrahiert, nimlich von der ganzen Zahl. Viel-
mehr nimmt die Ableitung ihren Ausgang gerade von dem Reich der
ganzen Zahlen, also dem zu Erzeugenden.

Das Recich der ganzen Zahlen als der Ausgangspunkt dieser Ablei-
tung ist nun von ganz anderer Natur als die Elemente und Operatio-
ncn, von denen die Konstruktion ausgeht. Es ist nicht sinnlich vorzu-
fiihren, kann nicht durch erzeugende Legehandlungen demonstriert
werden. Dies Reich ist in den sprachlichen Bestimmungen der Zahl-
klassen Ausgangspunkt fiir die Ableitung der Erzeugungsmoglichkei-
ten. In diesen Bestimmungen ist aber das Reich der ganzen Zahlen als
der bestimmte Moglichkeitshorizont gefaBt, den die Reflexion auf die
gesetzmilligen Zusammenhinge der Erzeugungshandlungen expliziert
hat.

Es geht bei dieser Ableitung der Erzeugungsméglichkeiten also nicht
um ein kombinatorisches System von Legemoglichkeiten mit den Ele-
menten gerade und ungerade Zahl, sondern um Ableitung aufgrund der
Einsicht in den Zusammenhang der Erzeugungshandlungen. Das bein-
haltet aber zugleich folgendes:

Anders als bei der yfjpor-arithmetischen Demonstration der Addi-
tions-, Subtraktions- und Multiplikationssilze wird hier nicht mehr un-
mittelbar von den Elementen gerade und ungerade Zahl ausgegangen.
Diesc Elemente sind jetzt vielmehr abgeleitete Ausgangspunkte, gesetz-
te Voraussetzungen. Ausgegangen wird also nicht mehr von sinnlich
demonstrierbaren Elementen, die als Faktizititen hinzunehmen sind,
sondern von etwas — dem Reich der ganzen Zahlen —, das aus dem

150

gesetzmiBigen Zusammenhang der Erzeugungshandlungen erschlos-
sen ist. : :

Was fiir die Elemente zu konstatieren ist, gilt nun auch fiir die erzeu-
genden Operationen. Wie unsere tabellarische Anordnung der Sitze der
LvGuU als Additions-, Subtraktions-, Multiplikations- und Divisions-
sitze zeigt (vgl. Abbildung 10), erscheinen auf yfjpot-arithmetischer
Stufe die Operationen mit den Elementen gerade und ungerade Zahl als
so faktisch Hinzunehmendes wie die Elemente selbst. Ihre Zusammen-
stellung zu einem Ganzen nach Art jener Tabellen ist ein Ganzes von
erzeugenden Operationen in einem empirischen Sinne, es werden vor-
gefundene Operationen zusammengestellt. Die in den Siitzen 1X/30-34
vorliegende Ableitung der Erzeugungsmoglichkeiten beschrinkt sich
nun zwar auf die Erzeugungen vermittels der Multiplikationsoperation; _
doch sind diese Erzeugungsmdoglichkeiten nicht mehr bloB faktisch auf-
findbare und als solche hinzunehmende Ausgangspunkte. Sie sind viel-
mehr wie die Elemente gesetzte Voraussetzungen, abgeleitete Ausgangs-
punkte, abgeleitet aus ihrem gesetzméBigen Zusammenhang.

Ohne jeden Riickgriff auf die Beweise, die der Integration der
LvGuU in die spitere iibergreifende Arithmetik der Pythagoreer des
5. Jahrhunderts v. u. Zt. angehoren, gestiitzt alleine auf die zweifellos
alten Sitze der Lehre, kann also konstatiert werden, da8 die Sitze 1X/
30-34 das Stadium einer Demonstration durch Konstruktion tiber-
schreiten. Auch wenn wir nicht wissen, ob sie bereits in der urspriingli-
chen yfigot-arithmetischen LvGuU eine besondere Rolle gespielt ha-
ben, ist jedenfalls ihrem Inhalt zu entnehmen, daB sie auf eine andere
Art theoretischer Begriindung ausgerichtet oder wenigstens fiir eine an-
dere Art theoretischer Begriindung geeignet sind als die durch demon-
strative Konstruktion. Die Ausschdpfung der in diesen Sitzen angeleg-
ten theoretischen Dimension, soviel 14Bt sich in jedem Fall sagen, ist
mit dem gegenstindlichen Mittel der mit yfjpou gelegten Flichenzahlen
nicht méglich. Und wir hatten uns auch bereits davon iiberzeugt, dal
bei der in diesen Sitzen vorliegenden Klassifikation ein weiteres gegen-
standliches Mittel verwandt wird, namlich die Sprache als das spezifi-
sche Erkenntnismittel, das sie als gegenstindliche Reprisentation der
Erzeugungshandlungen darstellt.

Es ist hier die passende Stelle anzumerken, daB3 die Definitionen der .
geraden und der ungeraden Zahl (VII/Def. 6 und 7), an denen wir uns
die Verwendung dieses neuen gegenstindlichen Mittels klarmachten,
wahrscheinlich auBlerordentlich alt sind®® und vielleicht einer Zeit vor
der Integration der LvGuU in die iibergreifende Arithmetik der Biicher
VII-IX angehdren. Darauf deutet das in diesen Definitionen verwand-
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te Wort fiir ,,halbiercn** hin: Siaipeiv. Den speziellen Sinn von ,,halbie-
ren erhielt dicses Wort wohl erst in der mathematischen Sprache des
4. Jahrhunderts v.u. Zt.,, wahrend es im 5. Jahrhundert unspezifisch
»teilen®, | zerlegen* bedeutete®. Entsprechend findet sich noch bei Pla-
to folgende Definition der geraden Zahl: éprog apiBuog 6 dpoduev-
og &l Tow 800 pépn — ,.gerade ist die Zahl, die in zwei gleiche Teile zer-
legbar ist“®’. In den von Euklid iiberlieferten Definitionen (VI1/Def. 6
und 7) heifit es demgegeniiber Sixya diopoduevog, was wortlich ,in
zwei (Teile) teilbar* bedeutet, also sachlich falsch wire, wenn Siopetlv
nicht bereits dic Spezialbedeutung ,,halbieren angenommen hitte.

Zeigt dics nun, daB die Formulierung der Definitionen wohl der Zeit
nach Plato angehort, vielleicht von Euklid selbst stammt, so kann den-
noch die Tatsache, daB in diesen Definitionen iiberhaupt das Wort
dtoupeiv verwandt wird, als ein Verweis auf sehr alte, von Euklid refor-
mulierte Definitionen der geraden und der ungeraden Zahl verstanden
werden. Die anderen zur LvGuU gehorenden Definitionen (VIL/
Def. 8-10 und 12) gebrauchen nimlich fiir ,teilen” das andere ge-
brauchliche Wort: petpeiv (,,messen*), das auf Geometrie und Musik-
theorie zuriickverweist®®. Wahrscheinlich gehért also die Formulierung
dicser vier Definitionen zur Integration der LvGuU in die spétere iiber-
greifende Arithmetik der Pythagoreer, die ja auch sonst Spuren der
Herkunft aus Geometrie und Musiktheorie aufweist — zum Beispiel in
der bildlichen Darstellung der Zahlen als Strecken®. Demgegeniiber
scheinen die Dcfinitionen der geraden und der ungeraden Zahl auf eine
noch nicht von Geometrie und Musiktheorie beriihrte Arithmetik zu-
riickzugehen. Was haben wir uns unter dieser aber vorzustellen, wenn
nicht dic wfjpor-Arithmetik?

3.2 Die beweisende Lehre

Der deduktive Zusammenhang der Lehre

In ihrer rein arithmetischen Form, in der sie Euklid iberliefert, haben
wir die LvGuU als eine zu einem zusammenhingenden Ganzen ver-
bundene Lehre vor uns, in der die Sitze in ihren Begriindungen aufein-
ander aufruhcen, in der also ein explizierter Zusammenhang der Sétze
vorliegt. Aufgrund des eben Dargelegten erwartet man vielleicht, nun
vorgefiihrt zu bekommen, daB und wie dieser Zusammenhang der Sitze
aus dem System der Erzecugungsmoglichkeiten entwickelt wurde, das in
den Bestimmungen der in den Sitzen 1X/30-34 vorliegenden Klassifi-
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kation der ganzen Zahlen eﬁthalten ist. Nun zeigt aber gleich der Be-
weis des ersten Satzes der Lehre (IX/2l), daBl sich diese Erwartung
nicht erfiillt. Der Beweis lautet:

,,Beliebigviele gerade Zahlen AB, BC, CD, DE seien zusammengesetzt. Ich be-

" haupte, daB die Summe AE gerade ist.

Jede der Zahlen AB, BC, CD, DE hat, da sie gerade ist, einen Teil, der die
Hilfte ist (VII/Def. 6). Folglich hat auch die Summe AE einen Teil, der die
Hiilfte ist (VII/5). Gerade ist aber die Zahl, die sich halbieren 136t (VII/Def. 6).
Also ist AE gerade - g.e. d.

Der Beweis des Satzes IX/21 stiitzt sich auf das Theorem VII1/5. Dieses
Theorem beweist in den Grenzen der pythagoreischen Arithmetik die
arithmetische GesetzmiBigkeit, die heute als Distributivgesetz geldufig
ist: a,b 4- a,b = (a, + a,)b. Dieser erste Satz der Lehre und sein Beweis
hat nun nicht allein fiir die beiden anderen Additionssétze (IX/22 und
23) einen Fundamentalstatus, sondern damit ebenso fiir die Multiplika-
tionssiitze (IX/28 und 29), die sich beide in ihrem Beweis auf Addi-
tionssitze stiitzen. Die Subtraktionssitze (IX/24-27) stiitzen sich in ih-
rem Beweis auf das Theorem VII/7, in dem die subtraktive Form des
Distributivgesetzes bewiesen wird: a,b — a,b = (a, — a,)b. Es ist also
zu konstatieren, da3 der Teil der Lehre, bei dem sich ehemals die fiir
die yfigoi-arithmetische Form charakteristische durchsichtige Logik
konstruktiver Erzeugung bewihrte, nun aus einer ibergreifenden
arithmetischen GesetzméBigkeit beweisend abgeleitet wird, fir dic die
LvGuU nur noch ein Spezialfall ist.

Nun kénnte man natiirlich die Frage stellen, ob sich das Distributiv-
gesetz vielleicht auch yfjpot-arithmetisch finden 1iBt und ob dabei je-
ner Ableitung der Erzeugungsmoglichkeiten aus der Klassifikation der
ganzen Zahlen, die wir in den Sitzen 1X/30-34 finden, cine Bedeutung
zukommt. Tatsichlich ist eine allgemeine Regel der Zusammenlegung
von Rechteckzahlen yfipoi-arithmetisch zu finden, die in den Grenzen
solcher Flichenzahlen dem arithmetischen Distributivgesetz dquivalent
ist. (Zu finden ist die Regel, daB sich ganze Zahlen — mit Ausnahme de-
rer, die ,,gegeneinander prim* sind - als Rechtecke mit einer gleichen
Seite legen lassen und daB ihr Betrag das Produkt dieser gleichen Seite
mit der Summe der ungleichen ist.) Diese Regel kann dariiber hinaus
sogar als ein verallgemeinernder, die LvGuU zwar iiberschreitender,
aber in der Sphire der Flichenzahlen verbleibender SchluB aus den Er-
zeugungsmoglichkeiten verstanden werden, die aus den Sitzen IX/
30-34 ableitbar sind. Auch wenn dies interessant anmutet, weil dieser
SchluB aus den Erzeugungsmoglichkeiten nur unter der Voraussetzung
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einer sprachlichen Représentation der Erzeugungsmoglichkeiten denk-
bar erscheint, gibt es doch cinen gewichtigen Grund, diesem rein hypo-
thetischen Zwischenglied der Rekonstruktion keine Bedeutung zuzu-
messen. Andernfalls wiirde niéimlich die Bedeutung unseres Exempels,
cben der LvGuU, fiir die Geschichte der Arithmetik in der klassischen
Epoche Griechenlands verkannt.

Die Bedeutung der LvGuU hinsichtlich der Entwicklung der wissen-
schaftlichen Arithmetik ist vor allem eine heuristische fiir unsere wis-
senschaftsgeschichtliche Rekonstruktion dieser Entwicklung. Da wir
dicse Lehre in ihrer vorwissenschaftlichen Gestalt bis zu einem gewis-
sen Grade rekonstruiecren und diese Gestalt mit der wissenschaftlichen
Form, in der sie uns Euklid tradiert, konfrontieren kénnen, sind aus ihr
Einsichten in wesentliche Momente der Herausbildung der wissen-
schaftlichen Mathematik zu gewinnen. Diese Bedeutung der LvGuU
darf nun aber nicht so verstanden werden, als habe sich die pythagorei-
sche Arithmetik des 5. Jahrhunderts v. u. Zt. allein oder im wesentli-
chen aus dieser Lehre entwickelt. Dafiir ist ihr mathematischer Inhalt
viel zu beschrinkt. Zudem zeigt jeder unbefangene Blick auf die Biicher
VII-1X, daB andere vorwissenschaftliche Urspriinge ihres Inhalts weit
mehr ins Gewicht fallen als die yfipot-arithmetische LvGuU, so zum
Beispiel arithmetische Techniken der Geometer und vor allem auch die
Musiktheorie. SchlieBlich ist daraus, daB die pythagoreischen Mathe-
matiker ihre ,,freie Lehre* strikt von der mathematischen Praxis ihrer
Zeit abgrenzten, natiirlich keineswegs der Schluf3 zu ziehen, daB ihnen
diese praktische Mathematik unbekannt gewesen wire und daB sie aus
den Inhalten dieser Logistik nicht Anregungen und Themen erhielten.

Wir haben also davon auszugehen, daB3 die Entwicklung der LvGuU
zu einer Lehre sich vermittelnder Siitze nicht immanent in den Grenzen
dieser Lehre erfolgte, sondern im Zuge einer Integration dieser Lehre in
die von den Pythagoreern im Laufe des 5. Jahrhunderts v. u. Zt. ausge-
arbeitete Arithmetik. Die rein arithmetische LvGuU, wie sie Euklid
iiberliefert, hat die Form einer beweisenden Theorie auf der Grundlage
der iibergreifenden Arithmetik der Biicher VII-IX. Die iiberlieferten
Beweise sind also keinesfalls fiir eine Rekonstruktion der Entwicklung
des Zusammenhangs der Lehre in den Grenzen dieser Lehre heranzu-
ziehen. Nur die Sitze kénnen als authentische Dokumente der alten
LvGuU angesehen werden; was aus ihnen fiir die Rekonstruktion zu er-
schlieBen ist, haben wir im Vorangehenden zu erschlieBen versucht. Die
Beweise, denen wir uns am SchiuB unserer Rekonstruktion zuwenden,
gehoren dagegen zur Reformulierung der Lehre bei ihrer Integration in
Jjene iibergreifende Arithmetik. Das ist im Auge zu behalten.
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Aggregation zweiter Stufe

Wie gelingt es nun der rein axfithmetischen LvGuU, in den Beweisen ei-
nen Zusammenhang zwischen den Sdtzen zu explizieren? Sehen wir uns
zuniichst die Beweise der Additions-, Subtraktions- und Multiplika-
tionssitze daraufhin an. Wie bereits vermerkt, stiitzen sich die Beweise
der Additions- und Subtraktionssitze (1X/21-27) auf das Distributiv-
geselz, wie es in den Grenzen der pythagoreischen Arithmetik durch die
Theoreme VI1/5 und 7 bewiesen wird. Dagegen stiitzen sich die Multi-
plikationssiitze (IX/28 und 29) in ihren Beweisen auf zwei der Addi-
tionssitze, IX/28 auf IX/21 und IX/29 auf IX/23. Dieses Sich-Stiitzen
der Sitze verdient nihere Aufmerksamkeit. Der Beweis des Satzes IX/
28 lautet:

,,c entstehe dadurch, daB eine ungerade Zahl a eine gerade b vervielfaltigt. Ich
behaupte, daB c gerade ist. i

Da a, indem es b vervielfiltigt, ¢ bildet, so ist c aus soviel Zahlen = b zusam-
mengesetzt, wie a Einheiten enthalt (VII/Def. 15). Nun ist b gerade; c ist also
aus geraden Zahlen zusammengesetzt. Setzt man aber beliebigviele gerade Zah-
len zusammen, so ist dic Summe gerade (IX721); also ist ¢ gerade — q. e. d.*

Der in den Beweisen explizierte Zusammenhang zwischen den Addi-
tions- und Multiplikationssétzen stellt sich als ein Zusammenhang des
aufeinander Aufbauens dar. Die Multiplikationssitze kénnen auf die
Additionssiitze aufbauen, weil die Multiplikation als eine wiederholte
Addition verstanden wird, und daraufhin der Beweis, daB aus einer be-
stimmten Vervielfiltigung gerader oder ungerader Zahlen mit geraden
oder ungeraden bestimmte Eigenschaften des Produkts folgen, auf die
additive Zusammensetzung und ihre bereits bewiesenen GesetzmiiBig-
keiten rekurrieren kann.

Es zeigt sich ohne weiteres, daBl der so explizierte Zusammenhang
der Sitze weder aus den Elementen stammt, mit denen in ihnen ope-
riert wird, noch aus den aus diesen Elementen aggregierten Resultaten;
er stammt vielmehr aus dem :Zusammenhang der aggregierenden Ope-
rationen selbst: Die Multiplikation 148t sich auf die Addition zuriick-
fiithren, und riickfithrbar ist sie, weil sie als zusammengesetzte Addition
verstanden wird. ‘

Die Multiplikationsoperation wird also als ein Aggregat von Addi-
tionsoperationen aufgefaBt. Hier tritt uns das Aggregationsmodell ge-
wissermaBen in einer hoheren Potenz entgegen. Es bezieht sich hier
nicht auf die arithmetischen Gegenstiinde, sondern auf die aggregieren-
den arithmetischen Operationen. Diese sind, wie der hier betrachtete
Fall zeigt, ihrerseits in Operationen mit dem Status von Elementen (Ad-
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ditionsoperationen) und in Operationen mit dem Status von aus diesen
Elementen Aggregiertem (Multiplikationsoperationen) zu unterglie-
dern. Das prinzipielle Modell aggregierender Erzeugung wird auf die
aggregierenden Erzeugungen selbst angewandt. Die durchsichtige Lo-
gik erzeugender Konstruktion, die fiir die yfjpot-arithmetische LvGuU
charakteristisch war, 148t sich also auf hoherer Stufe wiederherstellen.

Wie aber auf yijpot-arithmetischer Stufe diese durchsichtige Logik
den Zusammenhang zwischen den Elementen und den aus ihnen zusam-
mengesetzten Resultaten erschlieBen lieB - allerdings immer nur inner-
halb des cinzelnen Satzes —, 5o gestattet sie es nun, den Zusammenhang
der Siitze selbst zu erschlieBen, weil zwischen den verschiedenen ihnen
zugrunde licgenden Operationen ebenfalls der Zusammenhang zwi-
schen Element und daraus Zusammengesetztem besteht. Voraussetzung
dessen ist freilich, dal diese neuen Elemente und Aggregationen der
mathematischen Beschiftigung gegenstindlich zur Verfiigung stehen;
Voraussetzung ist also die sprachliche Reprisentation der arithmeti-
schen Operationen.

Indirekter Beweis

Es ist nun interessant zu sehen, daB diese durchsichtige Erzeugungslo-
gik in der rcin arithmetischen Form der Lehre genauso wie schon auf
der yfjpot-arithmetischen Stufe bei den sogenannten Divisionssitzen
(1X/30-34) zu versagen scheint. Jedenfalls zeigt sich hinsichtlich der
Beweistechnik zwischen den Sitzen 1X/21-29 und den Sitzen IX/
30-34 ein auffilliger Unterschied, der einer Zisur gleichkommt. Fiir
die Beweise der letzteren ist niimlich das in den Siitzen davor nicht ver-
wandte Verfahren des indirekten Beweises kennzeichnend (1X/32, fiir
den das scheinbar nicht gilt, stiitzt sich auf den lndlrekt bewiesenen
Satz 1X/13).

Wenn die pythagoreischen Mathematiker bei der Integration der
LvGuU in ihre Gbergreifende Arithmetik zwischen den Additions-,
Subtraktions- und Multiplikationssitzen auf der einen und den Divi-
sionssiitzen auf der anderen Seite einen solchen Unterschied machten,
50 liegt ¢s nahe zu vermuten, daB dies durch die oben konstatierte Um-
kehrung der SchluBrichtung veranlaBt war, also durch den Umstand,
dal} die Siitze 1X/30-34 im Unterschied zu denen davor nicht von Ele-
menten und Operationen auf Eigenschaften des Erzeugten schlieBen,
sondern umgekehrt von Eigenschaften des Erzeugten auf Erzeugungs-
mdglichkeiten mit den Elementen gerade und ungerade Zahlen. DaB in
der Tat ein Zusammenhang zwischen dieser Umkehrung der SchluB-
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richtung und der Verwendung des indirekten Beweises besteht, 1aBt sich
an zwei der explizit klassifizierenden Sitze, nimlich IX/32 und 33, gut
studieren. Die Beweise dleser Sitze lauten:

1X/32 ,,Man bilde vorn a, der Zwel aus durch Verdoppelung beliebigviele Zah-
len b, c, d. Ich behaupte, daB b, c, d ausschlieBlich gerademal gerade sind.

DaB jede der Zahlen gerademal gerade ist, ist klar; denn sie entsteht durch
Verdoppelung von der Zwei aus (VII/Def. 8). Ich behaupte, daB sie ausschlieB3-
lich dies ist. Man nehme die Einheit hinzu. Da man dann beliebigviele Zahlen
von der Einheit aus in Geometrischer Reihe hat und die Zahl nach der Einheit,
nimlich a eine Primzahl ist, so 14t sich die groBte der Zahlen a, b, ¢, d, namlich
d durch keine andere messen aulier durch a, b, ¢ (IX/13). Nun ist jede der Zah-
len a, b, ¢ gerade; also ist d ausschlieBlich gerademal gerade. Ahnlich 14Bt sich
zeigen, daB auch b, ¢ alle beide ausschlieBlich gerademal gerade sind - q. e. d.*
1X/33 ,,Von der Zahl a sei die Hilfte ungerade. Ich behaupte, daB a ausschliel-
lich gerademal ungerade ist.

DaB sie gerademal ungerade ist, ist klar; denn ihre Hilfte, die ungerade ist,
mifBit sie gerademal (VII/Def. 9; ‘VII/16). Ich behaupte, daB sie ausschlieBlich
dies ist. Wire a nimlich auch gerademal gerade, so lie3e es sich durch eine gera-
de Zahl nach einer geraden messen (VI1/Def. 8), so daB sich auch ihre Hilfte,
die ungerade ist, durch eine gerade Zahl messen lieBe (VII/Def. 6, 15; VI1/18);
dies wiire Unsinn. Also ist a ausschlieflich gerademal ungerade - q. e. d."

In jedem dieser Beweise ist die zu beweisende Erzeugungsmoglichkeit
als eine Erzeugungsmoglichkeit ganz unproblematisch, sie ist ,klar*
(vgl. in beiden Fillen den ersten Satz des Beweises). ,,Klar* ist dies auf-
grund der im Satz getroffenen klassifizierenden Bestimmung, die diese
Erzeugungsart enthilt. Dagegen ist es problematisch und erst zu bewei-
sen, dafl es sich dabei auch um die einzige Erzeugungsmoglichkeit
handelt (vgl. in beiden Fillen den dritten Satz des Beweises). Das Pro-
blem ist, wie andere Erzeugungsmaglichkeiten als nicht in Frage kom-
mend zu qualifizieren sind. Es wird dadurch geldst, daB die alternati-
ven Erzeugungsmoglichkeiten durchgefiihrt werden mit dem Ergebnis,
daB die Durchfiihrung scheitert.

Es ist also, wie dies Beispiel zeigt, die in diesen Sétzen thematisierte
besondere Art des Zusammenhangs zwischen erzeugenden Opcratio-
nen, der die konstruktive Erzeugungslogik selbst dann nicht gewachscn
ist, wenn sie auf die Erzeugungshandlungen angewandt wird. Der in
diesen Beweisen zur Verhandlung stehende Zusammenhang zwischen
Erzeugungshandlungen ist nicht von der Art des Zusammenhangs zwi-
schen Elementen und daraus Zusammengesetztem. Wenn alternative
Erzeugungsmoglichkeiten durchprobiert werden, um herauszufinden,
welche von ihnen scheitert, dann geht es vielmehr um die Frage, ob er-
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zeugende Operationen miteinander bestehen kdnnen oder sich aus-
schlief3en.

Der Zusammenhang zwischen Operationen nach Art des Aggrega-
tionsmodclls thematisiert das EinschluBBverhiltnis von Operationen
und dies auch nur implizit. Kompatibilitdt und AusschluB8 aber lassen
sich auf sciner Grundlage nicht thematisieren. Zur Thematisierung die-
ses Verhiltnisses benutzten die pythagoreischen Mathematiker den in-
direkten Beweis. Was wir uns anldBlich der in den Sétzen 1X/30-34
vorlicgenden Klassifikation an den Definitionen der geraden und unge-
raden Zahl klarmachten, und zwar in bezug auf das sprachlich abgebil-
dete Verhdltnis bestimmter Negation, tritt uns nun entsprechend am in-
direkten Beweis erneut entgegen, allerdings in einer wesentlich kompli-
zierteren Form.

Fir sich genommen stehen die alternativen Erzeugungsmoglichkei-
ten, von denen eine vermittels des indirekten Beweises eliminiert wer-
den wird, keineswegs im Verhiltnis der Negation zueinander. In dies
Verhiltnis geraten sie vielmehr durch eine duBerliche Riicksicht, nim-
lich durch den zunéchst nur behaupteten Sachverhalt, daB nur durch ei-
ne der alternativen Mdoglichkeiten die Zahlen der betreffenden Zahl-
klasse crzeugt werden kénnen. Aber auch bezogen auf die Erzeugung
der Zahlen dieser bestimmten Klasse negieren sie sich nicht unmittelbar
wechselseitig. Erzeuge ich ndmlich eine Zahl dieser Klasse gemiB der
behaupteten Moglichkcit, so ist damit keineswegs etwas dariiber ausge-
macht, ob sich diese Zahl auch gemdB der Alternative erzeugen 1aft
oder nicht. Die Alternative muB sich vielmehr in bezug auf die Erzeu-
gung einer Zahl der betreffenden Klasse gewissermaBen selbst disquali-
fizieren.

- Wie geht das vor sich? Die alternative Mdglichkeit disqualifiziert
sich selbst, indem sie bei der Erzeugung einer entsprechenden Zahl zu
Widerspriichen fiihrt. Diese Widerspriiche bestehen in der wechselseiti-
gen Negation bestimmter notwendiger Teilmomente der Erzeugungs-
handlung. Nehmen wir zum Beispiel den Beweis des Satzes 1X/33 (vgl.
oben): Die Erzeugung einer geraden Zahl, deren Hilfte ungerade ist,
durch zwei gerade Faktoren unterstellt die Hiilfte dieser Zahl zugleich
als gerade und ungerade, was ,,Unsinn wire", &tonov (gewdhnlich wird
bei Euklid der Widerspruch, den der indirekte Beweis freilegt, mit dem
Wost aoovatov (,,unmdglich*) gekennzeichnet). Gerade und ungerade
Zahl sind in ihrer Erzeugung als sich wechselseitig negierende gesetzt;
die Erzeugung der einen ist unmittelbar die Negation der anderen.

Aus diesem Scheitern der ins Auge gefaBten alternativen Moglich-
keit wird beim indirckten Beweis nun der Schiuf3 gezogen, daB die an-
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dere Erzeugungsméglichkeit nicht nur, wie von Anfang an feststand, ei-
ne Mdglichkeit der Erzeugung des betreffenden Resultats darstellt, son-
dern die einzige. Die alternativen Erzeugungsmoglichkeiten, die fiir
sich durchaus zusammen bestehen kdnnen, stehcn in bezug auf das be-
stimmte Resultat jetzt in einem Verhiltnis der Negation. Die Berechti-
gung dieses Beweises der Inkompatibilitat der alternativen Moglichkei-
ten liegt aber darin, daB die Inkompatibilitit abgeleitet ist aus dem
Nachweis einer bestimmten Negation, eines wechselseitigen Ausschluf3-
verhiltnisses zwischen Handlungsmomenten der einen Erzeugungs-
moglichkeit. :

Der indirekte Beweis ist natiirlich gar nicht anders als sprachlich zu
fihren. Seine Anwendung in der Arithmetik der Pythagoreer des
5. Jahrhunderts v. u. Zt. dokumentiert also wiederum, daf} sich die Ma-
thematik der Sprache als eines neuen Mittels der Erkenntnis bemeistert
hat, ja, daB} die Mathematik aufgrund dieses neuen Mittels zur bewei-
senden Theorie entwickelt wurde. Zugleich zeigt der indirekte Beweis
erneut, daB die Sprache zum spezifischen Mittel der mathematischen
Erkenntnis wird, weil sie die: mathematischen Erzeugungshandlungen
gegenstindlich reprasentiert und so der Erkenntnis zur Verarbeitung
darbietet. Es zeichnet aber den indirekten Beweis spezifisch aus, daf} es
mit seiner Hilfe den pythagoreischen Mathematikern gelang, auf der
Grundlage der Reprisentationsleistung der Sprache Einblick in die
Kompatibilitits- beziehungsweise Ausschluflverhiltnisse der erzeugen-
den Operationen zu gewinnen und sich so fiir die Durcharbeitung des
inneren Vermittlungsgefiiges der Lehre eine neue, der durchsichtigen
Logik konstruktiver Erzeugung noch verschlossene Dimension des Zu-
sammenhangs der Sdtze zu erg‘iffnen.

Arithmetik und Dialektik ‘

In den Beweisen der pythagoreischen Arithmetik, wie sie uns die Bii-
cher VII-IX der ,,Elemente* Euklids bewahrt haben, findet sich das
Verfahren des indirekten Beweises auffillig hiufig. Offenbar wurde
diese Beweistechnik von den pythagoreischen Mathematikern sehr ge-
schitzt. Man kann sich dariiber hinaus fragen, ob ihre hiufige Verwen-
dung vielleicht ein Indiz dafiir ist, daB sie auch historisch die erste aus-
gearbeitete und bewuBt gehandhabte Beweistechnik gewesen ist. Jeden-

falls muf3 es zu denken geben, daB die Formen des direkten Beweises -

erst in der Syllogistik des Aristoteles, also um die Mitte des 4. Jahrhun-
derts v. u. Zt., eine explizite Ausarbeitung erfuhren, wihrend den Dia-
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logen Platos zu entnehmen ist, daf3 die dialektische Kunst, die sich des
indirekten Beweises bedient, offenbar bereits im 5. Jahrhundert eine
ausgearbeitcte methodische Form gefunden hatte™.

Dicsc dialektische Kunst ist nun fiir die historische Rekonstruktion
der wissenschaftlichen Mathematik in der klassischen Periode Grie-
chenlands von auBerordentlichem Interesse. Es scheint namlich nicht
etwa so zu sein, dafl das Verfahren des indirekten Beweises eine Er-
rungenschaft der Mathematiker darstellt. Vielmehr spricht vieles dafiir,
dal die pythagoreischen Mathematiker dies Verfahren von der philoso-
phischen Dialektik, das heiBt von der Argumentationstechnik ibernah-
men, mit der seit der Wende vom 6. zum 5. Jahrhundert v. u. Zt. Philo-
sophen in ihren Disputationen Behauptungen bewiesen. Das friiheste
Dokument dieser Beweistechnik ist das Lehrgedicht des Eleaten Parme-
nides. Zenon, der etwas jiingere Freund und Schiiler des Parmenides,
dessen Wirken jedenfalls in die erste Hilfe des 5. Jahrhunderts v. u. Zt.
fallt, scheint der erste gewesen zu sein, der diese Beweistechnik bewuf3t
und virtuos handhabte. Fiir Aristoteles soll Zenon als der Erfinder der

" Dialektik gegolten haben™.

Wic A. Szabd im dritten Teil des bereits mehrfach zitierten Buchs
nachgewiesen hat, trigt die wissenschaftliche Mathematik der klassi-
schen Epoche in vielen markanten Punkten, die wesentliche Momente
ihres Aufbaus als beweisende Theorie betreffen, eindeutige Spuren der
Herkunft aus der philosophischen Dialektik. Diese Spuren sind so zahl-
reich, daB es als wenig wahrscheinlich gelten muB}, daB} die pythagorei-
schen Mathematiker vielleicht parallel und unabhingig zur Entwick-
lung der Dialektik durch die Eleaten diese Beweistechnik innermathe-
matisch entwickelt haben. Es kommt hinzu, dafl die auf A. Tannery zu-
riickgehende Auffassung, die Pythagoreer hétten sich nicht nur am Be-
ginn, sondern auch wiihrend des 5. Jahrhunderts v. u. Zt. in prinzipiel-
ler Gegnerschaft zur eleatischen Philosophie befunden, nicht haltbar
scheint. Bei allen Widerspriichen zwischen den beiden philosophischen
Strémungen ist doch nicht zu {ibersehen, daBl die Pythagoreer im Laufe
des 5. Jahrhunderts wesentliche Ziige der eleatischen Philosophie auf-
nahmen.

Gerade als die Urheber der wissenschaftlichen Arithmetik, die wir in
den Biichern V1I-1X der ,,Elemente* Euklids vor uns haben, miissen
die Pythagoreer der eleatischen Philosophie prinzipiell aufgeschlossen
gegeniibergestanden haben. Dies zeigte sich uns bereits bei dem Blick
auf den philosophischen Kontext des Aggregationsmodells als Modell
erklirender, beweisender Theorie. Die pythagoreische Arithmetik, die
‘dort als ,,Rettung* der Arithmetik angesichts der eleatischen Negation
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des ,,Vielen* bezeichnet wurde, macht es unbezweifelbar, daB die py-
thagoreischen Mathematiker sich gendtigt sahen, die Mathematik auf
Fundamente zu stellen, die mit der eleatischen Philosophie vereinbar
sind.

Das Verfahren des indirekten Beweises gehdrt nun selbst zu diesem
Kontext. Es ist in der eleatischen Philosophie wie auch spiiter bei Plato
unaufloslich verkniipft mit der Negation des Werdens und der Nega-
tion des Anschaulichen.

Der Zusammenhang mit der Negation des Anschaulichen liegt auf
der Hand. Das Verfahren des indirekten Beweises ist in der Tat voll-
kommen frei von jeder Stiitzung auf Anschauliches, es kennt keine
sinnliche Evidenz. Vielleicht erklirt sich die offenkundige Wertschit-
zung des indirekten Beweises durch die pythagoreischen Mathematiker
nicht zuletzt daraus, daB es ihnen — wenigstens auf dem Gebiet der
Arithmetik — mit diesem Beweisverfahren gelungen war, das Stadium
der Demonstration an anschaulichen Reprisentanten der mathemati-
schen Gegenstinde endgiiltig zu iiberwinden. Vor diesem Hintergrund
scheint mir auch Szabods These’ plausibel, daBl die Entdeckung der Ir-
rationalitit keine ,,Grundlagenkrise der griechischen Mathematik""
ausldste, zu schweigen von einer dadurch herbeigefiihrten angeblichen
Bevorzugung der Geometrie’, die es in Wirklichkeit nicht gab™. Wenn
der Beweis der Irrationalitit ein einschneidendes Ereignis der griechi-
schen Mathematikentwicklung war, dann im Gegenteil gerade als ent-
scheidender Triumph des gedanklichen Beweises iiber die anschauliche
Demonstration. Denn die Irrationalitit 148t sich in der Tat nicht an-
schaulich demonstrieren, sondern nur theoretisch beweisen - bewiesen
aber wurde sie vermittels des indirekten Beweises (vgl. das Theorem X/
115 a).

Was nun den Zusammenhang zwischen indirektem Beweis und der
Negation des Werdens angeht, so gilt es zu sehen, daB der fiir den indi-
rekten Beweis charakteristische SchiuB von der Negation der einen
Méglichkeit auf die Affirmation der anderen eine bestimmte Fixierung
der zur Debatte stehenden Bestimmungen voraussetzt, und zwar in
doppelter Weise oder genauer auf zwei Ebenen. Zum einen miissen die
alternativen Moglichkeiten als Alternativen gefaft sein, also so, daB ih-
re Unterschiedenheit festgehalten werden kann und sie nicht ineinander
iibergehen oder verflieBen. Zum anderen beruht, wie wir sahen, die Eli-
minierung der einen der Moglichkeiten auf dem Nachweis, daB sie Mo-
mente beinhaltet, die sich wechselseitig ausschlieBen. Dieser wechselsei-
tige AusschiuBl beruht aber auf der Fixierung und Verselbstindigung
der Seite der Gegensiitzlichkeit dieser Momente; da jjedes von beiden
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die Ncgation des anderen ist, sind sie ja auch unmittelbar identisch,
und ihr Verhdltnis wechselseitiger Negation erweist die Unselbstindig-
keit ihres Gegensatzes, zeigt sie als Momente einer iibergreifenden Ein-
heit, cben als Momente der erzeugenden Handlung. Die Logik des indi-
rekten Beweises ist die des Entweder-Oder. Sie beruht auf der isolieren-
den Fixierung einer bestimmten Form des Verhaltnisses der in Frage
stehenden Bestimmungen, auf der Abstraktion vom Zusammenhang
dieser Verhaltnisformen. In dieser Abstraktion vom Zusammenhang
der Bestimmungen und ihrer Verhiltnisse realisiert der indirekte Be-
weis die Abstraktion vom Werden. Wie die philosophische Tradition
von Parmenides iiber Zenon bis hin zu Plato zeigt, ist der indirekte Be-
weis so sehr das ausgezeichnete und zunichst auch einzige Mittel, diese
Negation zu realisieren, daB3 es nicht statthaft scheint, innerhalb dieser
Tradition das eine getrennt vom anderen betrachten zu wollen.

Bis zu einem gewissen Grade emanzipiert von den Beweiszwecken
dieser philosophischen Strémung tritt uns der indirekte Beweis als eine,
wenn auch anscheinend besonders geschitzte, Beweistechnik in der py-
thagoreischen Arithmetik entgegen. Wenn Plato das indirekte Beweis-
verfahren als die Methode der Mathematiker kennzeichnet™, so ist dar-
aus zwar gewill nicht zu schlieBen, daB dies Beweisverfahren mathema-
tischen Ursprungs ist. Doch ist dieser Bemerkung zumindest zu entneh-
men, wie eingebiirgert dies Verfahren zu Platos Zeit in der Mathematik
war. Viclleicht darf man aber dariiber hinaus auch den SchluB} ziehen,
daB cs erst durch diese Verwendung in der Mathematik relativ frei von
den Beweisabsichten bestimmter philosophischer Strémungen erschei-
nen und sich damit der Beargwohnung entziehen konnte, es sei am En-
dc bloB ein sophistischer Argumentationskniff: daB ihm also erst als
Methode der Mathematiker die Anerkennung als gediegenes und be-
wahrtes theoretisches Mittel zufiel, dessen Seriositdt Plato auch fiir sei-
ne Argumentation reklamiert. Gediegen aber ist dieses Mittel in der
Arithmetik, wie sich zeigte, weil die in dieser Beweistechnik fungieren-
den Negationsverhilitnisse nicht eine sprachliche Zutat sind, sondern
sprachlichc Abbildungen gesetzmifBiger Beziehungen der Erzeugungs-
handlungen mit den Reprasentanten der arithmetischen Gegenstinde,
und zwar auf der Grundlage, daB diese Handlungen in der Sprache ge-
genstéindlich reprisentiert sind.
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4. Resiimee: Sprache und wissenschaftliches Denken

Gegenstand dieser Untersuchung war die Genese der Wissenschaft im
engeren Sinne, der Wissenschaft als beweisender Theorie, deren erste
Gestalt das antike Griechenland der klassischen Periode in der wissen-
schaftlichen Mathematik hervorbrachte. Wir rekonstruierten deswegen
die Entwicklung des wahrscheinlich dltesten pafnuo der wissenschaft-
lichen Mathematik der Griechen, der arithmetischen LvGuU. Wir kon-
zentrierten uns dabei auf die ,,objektive Grundlage* dieser Entwick-
lung, in der Moglichkeit und GesetzmiBigkeit dieser Entwickhing ent-
halten sind und worin ihr Resultat, die beweisende Theorie, unabhan-
gig von den Intentionen der Beteiligten Bestand hat: Unser Interesse
galt den gegenstindlichen Mitteln der damaligen Mathematik und dem
Gebrauch, den die Pioniere der wissenschaftlichen Mathematik, die Py-
thagoreer des 5. Jahrhunderts v. u. Zt., von ihnen machten. Was konn-
ten wir hinsichtlich dieser ,,objektiven Grundlage rekonstruieren?

Der in den ,,Elementen** Euklids tradierten LvGuU ging eine iltere,
aus verschiedenen Indizien zu erschlieBende LvGuU voraus, deren ge-
genstindliche Mittel die yTjpor waren, das heiit die Rechensteine, mit
denen auf dem Rechenbrett in der damaligen Rechenpraxis arithmeti-
sche Operationen durchgefiihrt wurden. Der Gebrauch, den die Pytha-
goreer von diesem gegenstindlichen Mittel machten, war dadurch ge-
kennzeichnet, daB} sie die yijgpou nicht zum Rechnen benutzten, son-
dern zur Erforschung gewisser Eigenschaften und arithmetischer Ge-
setzméBigkeiten der ganzen Zahlen.

Bis in die Epen Homers 1463t sich ein griechisches Wort fiir Zahl
(&p1Opog) zuriickverfolgen, das — modern ausgedriickt — die Michtig-
keit von Mengen beliebiger diskreter Objekte bezeichnete. Das Wort re-
prisentierte also diese Michtigkeit als einen von jeder bestimmten
Menge unabhingig fixierbaren ideellen Gegenstand, reprisentierte eine
erste Gestalt des Abstraktums ,,Zahl*. Dies muf als eine spezifische in-
tellektuelle Voraussetzung der damaligen Rechenpraxis angesehen wer-
den, von der her auch die Reprisentationsleistung der yjgoi zu verste-
hen ist: Die mit ihnen gelegten Gebilde reprisentieren nicht Mengen
bestimmter, sondern beliebiger Objekte der materiellen Produktion; sie
reprisentieren auch nicht Vielfache oder Teile eines gegenstindlichen
MeBstandards; es handelt sich vielmehr um spezifische Realisationen
des Abstraktums ,,Zahl*. Bei dieser Ausgangslage lieB sich mit den
yiipotr nicht nur rechnen, sondern sie konnten auch dazu benutzt wer-
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den, die Zahlen als Zahlen zu untersuchen. Der , freie** Gebrauch der
wiypot durch die Pythagoreer bestand somit darin, daB sie das in der
damaligen Rechenpraxis gebriauchliche Mittel der Reprisentation von
Zahlen verwendeten, um das Abstraktum ,,Zahl* als Abstraktum zum
Gegenstand ihrer Erkenntnistétigkeit zu machen.

Bildeten also die yfjpot die erste Grundlage fiir die pythagoreische
Untersuchung der Eigenschaften der Zahlen und ihrer arithmetischen
GesetzmiBigkeiten, so bestimmten sie auch Reichweite und Grenzen
dieser Untersuchungen. Wir fiihrten fur die erstaunliche Reichweite
dieser Untersuchungen zwei Beispiele an und hatten sogar zu konstatie-
ren, daB bestimmte, mit dem Reprisentationsmittel yijpotL zu gewin-
nende Einsichten in arithmetische GesetzmiBigkeiten mit den entwik-
kelteren Milteln der spéteren Arithmetik des klassischen Griechenland
nicht nachvollzogen werden konnten. Auf der anderen Seite deckte un-
sere Rekonstruktion der LvGuU die Grenzen auf, die dies gegenstandli-
che Mittel den arithmetischen Untersuchungen zog.

Yipor-arithmetisch werden Einsichten iiber Eigenschaften der Zah-
len und ihre arithmetischen GesetzmdBigkeiten dadurch gewonnen,
daB die GesctzmiBigkeiten der Umformung von Zahien mit bestimm-
ten Eigenschaften in andere mit bestimmten Eigenschaften durch ent-
sprechende Umformungsoperationen mit den Reprisentanten dieser
Zahlen, also durch gegenstindliche Konstruktionshandlungen mit den
yiipot-Gebilden, demonstriert und die daran ablesbaren Umformungs-
gesetzmiBigkeiten sprachlich fixiert werden — zum Beispiel: Eine aus
geraden Zahlen zusammengesetzte Zahl ist ihrerseits gerade (I1X/21).
Die Richtigkeit solcher Einsichten ist yfjpot-arithmetisch immer nur
durch den wirklichen Vollzug der Umformungsoperationen demon-
strierbar. Eine Grenze zeigte sich auch darin, dal mit den yjpou als ge-
genstdndlichem Mittel dieser Arithmetik GesetzméBigkeiten der Zahlen
nur kasuistisch auszuloten sind. Einsicht in den Zusammenhang der
verschiedenen, durch wirklich vollzogene Konstruktionen demonstrier-
ten und sprachlich fixierten UmformungsgesetzmiBigkeiten ist yfjpot-
arithmetisch nicht zu gewinnen.

Der Zusammenhang dieser einzeln gefundenen GesetzmaBigkeiten
beruht auf dem Zusammenhang der Handlungen, dic die mit den
wijpot in spezifischen Formen realisierten Zahlarten umformen. Diese
Umformungsbandlungen werden aber durch die yfjpoi-Gebilde nicht
reprisenticrt; sie sind vielmehr in ihnen erloschen. An diesen Gebilden
1af3t sich also nichts iiber sie ablesen. Es bedarf eines Mittels der gegen-
standlichen Repriisentation dieser Handlungen, um Einsicht in ihren
Zusammenhang und damit in den Zusammenhang der entdeckten
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arithmetischen GesetzmiBigkeiten zu erlangen. Wenn den Pythago-
reern die Uberwindung der Grenzen der yfjpot-arithmetischen LvGuU
gelang, so deshalb, weil sie die Sprache als gegenstindliches Mittel der
Reprisentation dieser Operationen verwendeten.

" Die Verwendung der Sprache als Mittel der Reprisentation von
Handlungen ist natiirlich keine Erfindung der Pythagoreer, sondern
wohl so alt wie die Sprache selbst; und auch die sprachliche Repriisen-
tation ideeller Gegenstinde mufl zu den vorgefundenen Bedingungen
der pythagoreischen Arithmetik gerechnet werden. Es kommt hier viel-
mehr darauf an zu begreifen, welche Moglichkeiten sich die pythagorei-
schen Arithmetiker dadurch verschafften, daB sie die Sprache gezielt
einsetzten, um die spezifischen Gegenstinde und Operationen ihrer
wissenschalftlichen Tatigkeit gegenstdndlich zu reprisentieren. Sie ver-
setzten sich damit nicht allein in die Lage, aus den Operationen mit die-
sen neuen Reprisentanten ihrer ideellen Gegenstinde weitere Erkennt-
nisse zu gewinnen; sie erdffneten sich dariiber hinaus damit den Weg,
in einer spezifisch neuen Weise Wissenschaft zu betreiben. Die in den
»Elementen* Euklids tradierte LvGuU, so diirftig auch ihr mathemati-
scher Inhalt ist, belegt den Sprung, den die wissenschaftliche Erkennt-
nis mit diesem Gebrauch der Sprache als einem spezifischen gegen-
stindlichen Mittel wissenschaftlicher Arbeit machte.

Wir iiberzeugten uns davon, dafl die von Euklid iiberlieferte LvGuU
ein zusammenhingendes pa0npa ist, in dem die einzelnen Siitze auf-
einander aufbauen. Wir konnten an ihr studieren, dal3 und wie ihre Er-
fassung des Zusammenhangs zwischen den arithmetischen Gesetzmi-
Bigkeiten, die in den einzelnen Lehrsdtzen behandelt werden, auf der
Einsicht in den gesetzmiBigen Zusammenhang der Umformungsopera-
tionen beruht, die aufgrund:der sprachlichen Reprisentation dieser
Operationen erlangt werden konnte. Wenn die von Euklid tradierte
Lehre dariiber hinaus auf die Repriisentation der Zahlen durch yfjgot-
Gebilde und auf die Demonstration der arithmetischen GesetzmifBig-
keiten durch wirklich vollzogene Konstruktionen mit diesen Gebilden
verzichten konnte, so beruhte die Moglichkeit dessen ebenfalls auf die-
ser Einsicht und ihren gegenstindlichen Voraussetzungen.

An den Wortern dptiog (gerade) und neproodg (ungerade) konnten
wir uns klar machen, dall - ganz anders, als wenn die entsprechenden
ideellen Gegenstinde durch wyijpot realisicrt werden - aus dicsen
sprachlichen Bezeichnungen keinerlei Einsicht in Eigenschaften und
Gesetzmifligkeiten der ideellen Gegenstiande zu erhalten ist. Wenn da-
gegen aufgrund der sprachlichen Reprisentation der Umformungsope-
rationen mit den yfjpor-Gebilden, die diese ideellen Gegenstiinde re-
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présentieren, Einsichten in den gesetzmaBigen Zusammenhang dieser
Operationen gewonnen sind, wird es auch méoglich, die Bedeutung der
sprachlichen Bezeichnungen der ideellen Gegenstinde umzuformen,
und zwar dadurch, da man sie definiert. Und es spricht alles dafiir,
dal} den Pythagorecrn das Verdienst zukommt, als erste die Technik des
Definicrens bewuBlt verwendet zu haben.

Dies belegen zum Beispiel die altertiimlichen Definitionen der gera-
den und ungeraden Zahl (VII/Def. 6 und 7). Bei diesen Definitionen,
so konnten wir uns iiberzeugen, handelte es sich nicht um konventio-
nelle Bezeichnungsfixierungen. Ihnen lag vielmehr die erreichte Ein-
sicht in den gesetzméaBigen Zusammenhang zwischen den Operationen
zugrunde, die die mit wijpor gelegten Reprisentanten der ideellen Ge-
genstiinde umformen. Erst diese Einsicht machte das Verhiltnis des
ideellen Gegenstands zu seinem sprachlichen Repriisentanten zu einem
Problem, das untersucht und dadurch geldst werden konnte, daB die
Bedeutung des sprachlichen Reprisentanten dieser Einsicht entspre-
chend sprachlich fixiert wurde. Mit dieser sprachlichen Fixierung der
dic gewonnenen Erkenntnisse enthaltenden Bedeutung in den Defini-
tionen war aber der ideelle Gegenstand selbst in neuer Form reprisen-
tiert und konnte in neuer Weise zum Gegenstand der Untersuchung ge-
macht werden. Mit den Definitionen hatten sich dic Pythagoreer eine
entscheidende Voraussetzung geschaffen, um arithmetische Gesetzmi-
Bigkeiten unabhiingig von der unmittelbaren Prisenz der wfipoir-Gebil-
de im Umgang mit den sprachlichen Reprisentanten der ideellen Ge-
genstinde finden und in einer diesem neuen Reprasentationsmittel ent-
sprechenden Form demonstrieren, nidmlich sprachlich ableiten zu kon-
nen. Der Entwicklung der Wissenschaft zur beweisenden Theorie war
damit der Weg geebnet.

Unsere Untersuchung kam also zu dem Ergebnis, da3 die ,,objektive
Grundlage* der Genese der Wissenschaft im engeren Sinne, der Wis-
scnschaft als beweisender Theorie, in der Verwendung der Sprache als
cines spezifischen gegenstiindlichen Mittels wissenschaftlicher Erkennt-
nisgewinnung bestand. Dies Ergebnis wirft vielleicht mehr Fragen auf,
als es beantwortet: Verfiigten denn nicht alle Volker auf einer den da-
maligen Griechen vergleichbaren Entwicklungsstufe auch iiber eine fiir
diese wissenschaftliche Verwendung geeignete Sprache? Warum mach-
ten sie dann nicht ebenfalls solchen Gebrauch von ihr? Zeigt sich uns
der Genius ,,des griechischen Geistes* vielleicht darin, daB er auf die -
nachher einfach aussehende - Idee kam, die Sprache so zu verwenden?
An den SchluBl dieser Untersuchung seien einige Bemerkungen zu den
historischen Entwicklungsbedingungen der Mittel wissenschaftlicher
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Arbeit gesetzt, die wir als Grundlage der Genese einer beweisenden
Theorie im antiken Griechenland rekonstruierten.

Eine scheinbare Selbstverstindlichkeit verdient Aufmerksamkeit:
Die untersuchte Verwendung der Sprache fiir die wissenschaftliche Exr-
kenntnis setzt voraus, daB3 die gesprochene Sprache schriftlich repri-
sentiert werden kann. Kein Beweis der inhaltlich weitgehend trivialen
LvGuU ist ohne diese Voraussetzung denkbar.

Die Herkunft der griechischen Schrift ist im wesentlichen geklirt
Die griechischen Kolonisten in Ionien entwickelten um die Wende vom
2. zum 1. Jahrtausend v. u. Zt. aus dem phdnizischen Zweig der welthi-
storisch allem Anschein nach iltesten Buchstabenschrift, des auf das
13. Jahrhundert datierten nordsemitischen Alphabets, eine 24 Buchsta-
ben umfassende, Konsonanten und Vokale enthaltende Buchstaben-
schrift. Sie wurde dank der dominanten Stellung, die die ionische Kul-
tur unter den griechischen Stimmen nach dem Niedergang Mykenes
bis zu den Perserkriegen innehatte, und dank ‘der Verbreitung durch
den Handelsverkehr zur Schrift aller Griechen.

Der scheinbar duBerliché Umstand, daB die Griechen iiber eine
Buchstabenschrift verfiigten, hatte weitreichende Konsequenzen und
kann auch nicht als zufillig zustande gekommen angesehen werden.
Wenn wir Buchstabenschriften in dieser Zeit bei den Vélkern und
Stadtstaaten der asiatischen Mittelmeerkiiste finden, die nach dem Un-
tergang des minoischen Staats den Seehandel zwischen den Anrainern
des Schwarzen und Mittellindischen Meeres bestimmten, wihrend die
Agypter und die verschiedenen Reiche des Zweistromlandes Silben-
schriften verwendeten, so verweist das auf eine unterschiedliche Rolle
der Schrift im Reproduktionsproze der verschiedenen Gesellschaften.
In den GroBireichen Mesopotamicns und Agyptens war die Schrift Ar-
beitsmittel einer Kaste von Staatsfunktiondren. Wie die hohen Qualifi-
kationsanforderungen, die die Silbenschrift mit ihren Hunderten von
Zeichen verlangte, das Schreiben zur Titigkeit eines eigenen Berufs-
stands gemacht hatten, so A.QE:&QS die soziale Stellung dieser Be-
rufsschreiber als Angehorige der privilegierten Beamtenkaste die Ent-
wicklung oder Ubernahme einer Buchstabenschrift. In den Gesellschaf-
ten dagegen, in denen die Fernhindler nicht mehr oder minder direkt
Anhingsel der staatlichen Zentralwirtschaft waren, fithrten die aus dem
Handel erwachsenden Anforderungen an eine schriftliche Fixierung
der Sprache zur Entwicklung oder Ubernahme von Buchstabenschrif-
ten, die keine Professionalisierung des Schreibens erforderten.

Die Verbreitung der Buchstabenschrift war also keineswegs zufillig,
sondern stand im NcmmBEonrgm mit dem Aufkommen eines relativ
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selbstindigen Handelskapitals in einigen Gesellschaften des ostlichen
Mittelmeerraums, zu denen auch das griechische Ionien zu zdhlen ist.
Die Buchstabenschrift machte das Mittel der Reprisentation der ge-
sprochenen Sprache zu einem jedem zuginglichen Mittel. Sie fiihrte ge-
wisscrmallen zu einer Demokratisierung der Schriftsprache. Und wie
die Verbreitung, Tradierung und Pflege dieser Schrift Entwicklungsan-
siitze und erste Formen ciner biirgerlichen Gesellschaft zur Vorausset-
zung hatte, so diente sie der aufkommenden biirgerlichen Klasse nicht
nur in ihrer Geschiftspraxis, sondern wurde auch zu einem der wichtig-
sten Mittel ihres ideologischen Kampfs mit der aristokratischen GroB-
grundbesitzerklasse.

In einigen Teilen des antiken Griechenland verschafften die Demo-
kratisierung der Schrift und die Aufklarung, mit der die entstandene
Bourgeoisie der Aristokratie ideologisch entgegentrat, der Sprache eine
gesellschaftliche Bedeutung und Wertschatzung, die keine Parallele in
der damaligen Welt hatte. Ausgehend von lonien und kulminierend im
athenischen Staat der klassischen Periode hatten biirgerliche Wirt-
schafts- und Verkehrsformen das gesellschaftliche Leben Griechen-
lands so tiefgreifend verdndert wie in keiner Gesellschaft der damaligen
Zeit. (Auf die Griinde fir diese exzeptionelle Entwicklung biirgerlicher
Gesellschaftsformen konnen wir hier nicht eingehen’”.) Die Bedeutung,
die der Sprache in dieser Entwicklung zukam, zeigt z. B. die Rhetorik
des 5. Jahrhunderts, die der Demokratisierung des Gerichtswesens ihre
Bliite verdankte, oder das beriichtigte Scherbengericht, das ja eine des
Schreibens fihige Mehrheit der freien Biirger dokumentiert. Bedeutung
und Wertschitzung der Sprache ist auch daran zu ermessen, daf} seit
der Mitte des 5. Jahrhunderts iiber das Lesen und Schreiben hinaus das
Studium der Trias von Grammatik, Rhetorik und Dialektik als Voraus-
setzung sprachlicher Bildung angesehen wurde. SchlieBlich ist an die
Prosa-Literatur zu erinnern, die seit dem 6. Jahrhundert entstand, eine
Literatur, die vorwiegend philosophische, wissenschaftliche oder doch
wenigstens solche Inhalte behandelte, die Gegenstand geistiger Titig-
keit sind.

Bemerkenswert ist, dafl diese Entwicklung seit dem Ausgang des
6. Jahrhunderts nicht mehr aufl die Bourgeoisie beschrinkt war. Auch
bedeutenden Teilen der Aristokratie galten nun Philosophie, Wissen-
schaft und hochentwickelte sprachliche Bildung als Signum des in Mu-
fie lebenden Freien. Die kaAokayaOio — ein nicht iibersetzbarer Aus-
druck fiir die Idecalvorstellung einer vollendeten Verwirklichung des
menschlichen Wesens — umfaBte auch fiir sie nicht mehr nur die Aus-
bildung korperlicher und musischer Fihigkeiten. Am deutlichsten
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driickt sich diese Wandlung in der Tatsache aus, daB sich nun auch die
aristokratische Gegenaufklarung wissenschaftlicher Argumentations-
weisen bediente und dabei - wie die eleatische und spiiter die platoni-
sche Philosophie zeigen — wesentlich zur Entwicklung des wissenschalt-
lichen Denkens beitrug.

Die geistige Tétigkeit dieser in Mufle lebenden Klassen war nicht al-
lein von der materiellen Produktion getrennt. Anders als in den GroB-
reichen Mesopotamiens und Agyptens geschah sie dariiber hinaus nicht
im Kontext einer zentralen Verwaltungs- und Wirtschaftstétigkeit des
Staates. In Griechenland prigte die Offentlichkeit des staatlichen Le-
bens die geistige Titigkeit. Diese bestimmten historischen Bedingungen
geistiger Titigkeit setzten der Auslotung der Moglichkeiten, die in den
verfiigbaren gegenstandlichen Mitteln der geistigen Tétigkeit enthalten
waren, einerseits Grenzen, wie etwa der vergleichsweise niedrige Ent-
wicklungsstand von Arithmetik, Algebra und Astronomie im klassi-
schen Griechenland zeigt. Andererseits liefern erst diese konkreten hi-
storischen Bedingungen eine Erklarung, wieso es den griechischen Wis-
senschafltlern dieser Epoche gelang, die Moglichkeiten des sicherlich
wichtigsten Mittels geistiger Tatigkeit, der Sprache, so herauszuarbei-
ten, daB in gewisser Weise von der Erfindung eines neuen Mittels wis-
senschaftlicher Arbeit gesprochen werden kann.

Diese ,,Erfindung* ermoglichte den Sprung in der Wissenschaftsent-
wicklung, den die Genese der beweisenden Theorie darstellt. Damit er-
brachte das klassische Griechenland vielleicht auch die entscheidende
Vorleistung fiir die Zusammenfiihrung und Integration der spezifischen
Mittel geistiger Titigkeit, die in verschiedenen Kulturen entwickelt
worden waren, durch die ;hellenistische Wissenschaft. Auf dieser
Grundlage gelang der hellenistischen Wissenschaft die weitere Heraus-
arbeitung der allgemeinen Natur der ideellen Gegenstiinde der Wissen-
schaft, ihr herausragender Beitrag zu einer einheitlichen Weltgeschichte
der Wissenschaft. So zufillig biografische Umstinde immer sind, so
,.Jogisch* erscheint es von dieser Uberlegung her, daB die Lebensdaten
Euklids, sein Studium in Athen und seine Titigkeit in Alexandrien, ihn
gerade an das Ende der Wissenschaftsentwicklung im klassischen Grie-
chenland und zugleich an den Beginn der hellenistischen Wissenschaft
stellen.
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V.d. MegR Nr. 59 S. 32 ff. Ein Paralleltext (Silbermalle) ist MLC 1854, MKT
1S.92ff.

Vgl. auch metrologische Listen fiir andere MaBe, z. B. HILPRECHT Nr. 29,
Nr. 37, Nr. 38.

Die Daticrung von Ist.T 7375, DELAPORTE (1912) S. 43 und Pl. 14, ist nur auf
das Schriftbild gegriindet (vgl. MKT 1 S. 10). Das gleiche gilt fir die Datie-
rung der Vielfachentafel v. d. MeERr Nr. 61 nach Ur IH (vgl. MKT 1 S. 50).

In den von Nies publizierten Wirtschaftstexten habe ich kein einziges Bei-
spicl finden konnen, das Hinweise auf eine Multiplikation enthalt.

Ist.T 7375, DELAPORTE (1912) S. 43 und Pl. 14, vgl. auch ders. (1911).

Weitere terminologische Varianten vgl. MKT I S, 24 fT.

Vgl. NEUGEBAUER (1934) S. 8. Die Ubersichten MKT I S. 8 ff. und MCT S. 12
enthalten nur noch ein weiteres Beispiel.

Vgl. die Ubersichten MKT 1 S. 32 {f. und MCT S. 19 ff,

CBM 10190 (= HiLPrRECHT Nr. 11); von Hilprecht noch als Vielfachentabelle
der Zahl 150 fchlgedeutet, da dic Mehrdeutigkeit der Zahlzeichen noch nicht
erkannt worden war.

HILPRECHT Nr. 40; Paralleltext HILPRECHT Nr. 39.

Z.B.CBM 19814 (= HiLPRECHT Nr. 35), CBM 19820 (= HILPRECHT Nr. 34),
CBM 45005 (= HILPRECHT Nr. 33), HILPRECHT Nr. 31, Nr. 32, Nr. 36.
Sexagesimaltabellen der LingenmaBe finden sich auf folgenden Tafeln (aus-
gezeichnete Einheit in Klammern soweit ermittelbar): AO 8865, MKT I
S. 88 ff. (GAR); VAT 6220, MKT I S.90 (GAR); HILPRECHT Nr. 41 (kus),
Nr. 42 (GAR), Nr. 43 (GAR); CBS 7369, MCT S. 30; BM 92698, WEISSBACH
S. 318 [. (2 Tabellen: GAR und kus); Ist.T 10994, MKT 1 S. 53; Ist.O 4108,
MKT T S. 73 f. (kas); W 1923-366, MCT S. 34; CBS 8156, MCT S. 30; CBS
29.13.174, MCT S. 33.

Die Ubersichten MKT 1 S. 68 ff. und MCT 8. 19 fT. enthalten 28 Quadrat-
zahltafeln, davon wahrscheinlich der iiberwiegende Teil aus der altbabyloni-
schen Periode. Neben den Vielfachen- und Quadratzahltabellen wurden
auch Tabellen mit der gleichen Struktur, aber mit der arithmetischen Gliede-
tung der Lingen- bzw. Flichenmalle gefunden; vgl. MCT S. 6 ff. sowie aus
der kassitischen Periode Ist.A 20 + VAT 9734, MKT 1 S. 92.

Vgl. die Ubersichten MKT I S. 35 {f. und MCT S. 24 ff.

In der Literatur ist immer nur von einer ,metrologischen Tabelle* die Rede. So-
weit ich ermitteln konnte, handelt es sich in allen bekannten Beispielen um Ta-
bellen von Ldngenmafen, vermutlich um Sexagesimaltabellen und nicht nurum
Listen. Es sind dics die Tafeln: Ist.T 10994, MKT I S. 53; VAT 6220, MKT 1
S. 90; CBS 7369, MCT S. 30; CBS 8156 ebd.; CBS 29.13.174, MCT S. 33.
VAT 6505, MKT I S. 270 ff.; vgl. hierzu BMT I S. 226 fT.

CBS 1215, BMT 1 S. 230 {f. Vgl. auch Bruins (1971) S. 241 £,

Uberschen von Bruins (1973) S. 179, dessen Kritik an der Deutung von
Sachs in BMT I damit hinfillig wird. Die These von Bruins, die Tafel und
alle ibrigen Rechentafeln scien nur ,Schultexte* einer souverin gehandhab-
ten Kopfrechentechnik, zcigt m. E. wie notwendig es ist, die Historiografie
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um eine theoretisch fundierte und empirisch abgesicherte Rekonstruktion
der Entwicklung des arithmetischen Denkens zu erginzen.

VAT 7535, Vorders. Zeile 22 und 23, MKT18S. 306 .

Die 13 bekannten Fille sind aufgelistet in SAcHs (1946) S. 212 Fn. 24.

YBC 10529, MCT S. 16.

F. Lewis Collection M 10, BMT 11 S. 152 f.

Vgl. z. B. NEUGEBAUER (1934) S. 175 ff.; WussING S. 44 [T.; VOGEL (1959)
S. 45 ff.

Z. B.in AO 8862, MKT 1 S. 108 fT,

Vgl. MKT 1 S. 208. ’

Zu: Rechensi;eine und Sprache

Vgl. hierzu MITTELSTRASS S. 29 paésim.

WUSSING S. 56.

Kraus/KRrOBER S. 83.

BECKER (1964) S. 22.

Kraus/KROBER 8. 85, S. 112.

MALscH S. 12.

WHITEHEAD S. 12.

STRUIK S. 33.

SzABO S. 288 ff.

Vgl. z. B. PLATO Politeia 524d-526¢.

Vgl. STRUIK S. 35-42, und WUSSING S. 58, S. 62 f., S. 75.

Text bei BECKER (1964) S. 29 fT.

Vgl. DiELs-KRANZ 58 B 1.

WUSSING S. 83.

PLATO Timaios 52 b; vgl. die Passage ebd. 50 c ff.

ARISTOTELES Zweite Analytik 79 a, Physik 193 b, Metaphysik 1077 b-78 b.
Ders. Metaphysik 1005 b 19 ff.; vgl. auch SOLMSEN S. 126.
SzABO S. 378 passim, bes. S. 382 (T, S. 410 1., S. 416.
DiELs-KRANZ 21 B 7.

Ebd.29 B2 und 3.

Ebd. 29 A 24 und B 4.

Dic Numerierung und alle Zitate nach EUKLID.

PROKLOS S. 66.

Vgl. dazu vor allem HEATH und van der WAERDEN.
DieLs-KRANZ 23 B 2. :

BECKER (1936).

KLAus/KROBER S. 95; STRUIK S. 37.

THAER 8. 439; WUSSING S. 84.

BECKER (1964) S. 38; REIDEMEISTER S. 34; vgl. aber auch THAEGR S. 438 fT.
Vgl. z. B. ARISTOTELES Zweite Analytik, bes. 72 b und 83 b-§4 a.
KrAaus/KROBER S. 95; WUSSING S. 72 f.

Vgl. z. B. PLATO Politikos 278 a~b; ARISTOTELES Metaphysik 1014 a 26-b 2.
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MENNINGER Bd. 2 S. 106.

S7ABOS. 348 1.

PLATO Politeia 525 d-526 a (Ubers. v. Schleiermacher).
Vgl. dazu SexTus Empiricus Bd. 2 X § 260~61.

Vgl. die Ausfithrungen Platos unmittelbar vor der zitierten Politeia-Passage.
DiELs-KrANZ 29 B 2 und 3.

Ebd. 28 B 8,6.

Z. B. ebd. 28 B 8,25.

ARISTOTELES Metaphysik 987 b 14-18 (Ubers. v. Bonitz).
Vgl. dazu auch LUKREZ | 782-89.

Vgl. fiir Parmenides vor allem DitLs-KRANzZ 28 B 8, fiir Zenon ebd. 29 B 4.
ARISTOTELES Mctaphysik 986 a 22 fT.

DieLs-KrANz 28 B 8, 53 fT.

ARISTOTELES Metaphysik 986 a 22 ff,

Ebd. 985 b 26-986 a 3.

Ebd. 990 a 8-12.

SexTus EMPiricus Bd. | 11 18 § 152,

ARIsTOTELES Metaphysik 986 a 3 (Ubers. v. Bonitz).
Dikrs-Kranz 23 B 2 (Ubers. v. Diels).

Vgl. MENNINGER Bd. 2 S. 104 fT.

Vgl. AristoTiLes Metaphysik 1092 b 12; BECKER (1964) S. 34 1.
ARISTOTELES Metaphysik 986 a 26.

Ders. Physik 203 a 13-15; BECKER (1964) S. 35 f.

Vgl. CANTOR S. 161 fTf.

ARISTOTELES Metaphysik 986 a 22 ff.

Vgl. CANTOR S. 160.

Vgl. BECKER (1964) S. 36 T.

CANTOR 8S. 168.

RECIDEMEISTER S. 51.

Vgl. BECKER (1936).

So explizit im Beweis des Theorems 1X/31.

BECKER (1936) S. 544 f.

Vgl. Szar6 S. 359 1.

So z. B. bei PARMENIDES (DIELS-ICRANZ 28 B 8,22).
PLATO Nomoi 895 e.

Vgl. SZARG S. 269 u. S. 361.

Ebd. S. 168 1.

SoLMsEN S. 129; vgl. auch das erste Kapitel von KAPpp.
DieLs-KRANZ 29 A | und 10.

SzaB0 S. 125, S. 286 fT.

HASse/ScHoLz.

Vel z. B. WussING S. 81, S. 89 ., S. 100 fT., bes. S. 104 ff.
Vgl. PLaTO Timaios 50 c-52 b,

Vgl. z. B. ders. Theaitetos 162e i. V. m. dem Diskurs 163d-164b.
Ich verwcise hierzu auf THOMSON.
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Zu: Beobachten, Kalkulieren, Eingreifen

1 Vgl. BROCKMEIER/ROHBECK.

2 DUKSTERHUISS. 519.

3 Zit. nach HECKSCHER, S. 282 f.

4 DAVENANT, 1, S. 128.

5 Vgl. z. B. SCHUMPETER, I, S. 443.

6 MiLL, S. 156. :

7 BACON, S. 24.

8 NEwTON: Optics, S. 260 f. (iibers. nach DUKSTERHUIS, S. 546).

9 DUKSTERHUIS, S. 520.

10 Z. B. NewToN: Principia, S. 39 f.

11 WoLFF, S. 317. - :

12 NEWTON: Principia, S. 39. Mit ,,die zwei ersten Gesetze™ meint Newton die
beiden ersten seiner drei Axiome oder ,,Grundsitze oder Gesetze der Bewe-
gung™. Er formuliert sie selbst wie folgt: ,

,,1. Gesetz. Jeder Korper beharrt in seinem Zustande der Ruhe oder der
gleichformigen geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende
Krifte gezwungen wird, seinen Zustand zu dndern.

2. Gesetz. Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden
Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Li-
nie, nach welcher jenc Kraft wirkt.*

13 WoLFF, S. 317. :

14 NewToON: Principia, S. 39.

15 GaLiLEL Discorsi, S. 159.

16 Die hier von Galilei verwendeter Begriffe wie ,,schwerer Korper und ,,na-
tiirlich beschleunigte Bewegung*: verweisen auf den auch bei Galilei noch
durchgéngigen aristotelischen Sprachgebrauch und die traditionelle Tren-
nung ciner ,,natiirlichen von einer ,,erzwungenen* Bewegung, Galilei er-
klirt die Bedeutung der von ihm verwandten Termini wie folgt; ,,... so ha-
ben wir uns dennoch entschlossen, diejenigen Erscheinungen zu betrachten,
die bei den frei fallenden Korpern in der Natur vorkommen, und lassen die
Definition der beschleunigten Bewegung zusammenfallen mit dem Wesen ei-
ner natiirlich beschleunigten Bewegung. Discorsi, S. 147.

17 Vgl. die Beispiele bei HERMANN, S. 161, und BLUMENBERG, S. 49 f.

18 CoHEN, S. 115. -

19 GALILEL, Discorsi, S. 162 f.

20 SCHUMACHER, S. 34.

21 OvLscCHKI, S. 414,

22 Vgl. BROCKMEIER, C.IIL

23 LeonNARDO DA Vincit, MS E 55 r (Institut de France).

24 GALILEL: Discorsi, S. 3.

25 GEYMONAT (1980), S. 62; dazu auch KLEMM (1970) und (1964).

26 Vgl. zum Sarpi-Brief und seciner Einschitzung DRAKE, S. 100f.; bei Drake
findet sich auch eine philologisch und biographisch genaue Nachzeichnung
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