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Auwsgleichspunkt, ,,Methode der Perser

und indische Planetenrechnung

B. L. VvAN DER WAERDEN

Zusammenfassung

Bekanntlich 148t ProLEMAIOS in seiner Planetentheorie den Epizykelmittelpunkt
so auf einem Exzenter laufen, daB die Bewegung, von einem Ausgleichspunkt G aus
gesehen, gleichmifig erscheint. Ist E die Erde, so liegt der Fxzentermittelpunkt Z
jeweils in der Mitte der Strecke EG. Eine Begriindung dieser Hypothese gibt
ProrLemalos nicht. Wo hat er sie her?

In der indischen Astronomie ist eine ‘\Iethode zur Berechnung der Mittelpunkts-
gleichung der Planeten iiblich, die ebenfalls"chne Begriindung in den Iiandbiichern
steht. Bei dieser Methode werden.die beiden Korrekturen — f und z, die zur mittleren
ILinge zu addieren sind, zunidchst vorldufig berechnet und halbiert; die Hilften
werden zur mittleren Linge addiert und dann erst werden die definitiven Korrekturen
— f und z berechnet. Wiederum {ragt es sich, wo die Autoren diese Methode her haben.

Wir werden nachweisen, daB sich die indische Rechenvorschrift als gute Niherung
Techtfertigen 143t, wenn man den Ausgleichspunkt G genau so annimmt, wie
ProLeEmMalos es tut. Um also sowoh! das Auftreten dieser Hypothese bei ProLEMAICS
als auch die indische Rechenvorschrift zu erklidren, braucht man nur anzunehmen,
daB die Vorginger des ProLEmalos jene Hypothese bereits aufgestellt und daraus
die erwiihnte Naherungsmethode hergeleitet haben. Als Urheber der Hypothese und
der Rechenmethode kommt von allen uns bekannten Astronomen nur APOLLONIOS
v. PErGA in Betracht. a

Arorroxios lebte 200 vor Chr.,, ARYaBHATA 500 nach Chr. Als Zwischenglied
zwischen der hellenistischen und der indischer Astronomie und Astrologie ist Persien
anzunehmen. In der Tat finden wir eine zur mdischen Methode dguivalente Rechen-
vorschrift mit einer kleinen Vereinfachung in den Taieln des Arabers sL-KHWARIZMI,
und arabische Autoren versichern uns, daf3 dieser die Methode von den Persern hat.
Die Quelle des KuwarizmI ist wahrscheinlich der Sman zij, eine arabische Uber-
setzung eines persischen Tafelwerkes. Siehe dazu E. §. KeNNEDY *,

§ 1. Der Ausgleichspunkt bei Ptolemaios

Sehen wir von Merkur ab, dessen Bewegung Lomphzzerter 1st, so bewegen
sich die vier librigen Planeten bei PToLEMAlOS alle nach demselben Schema.
Der Epizykelmittelpunkt M lduft auf einem exzentrischen Kreis, dessen Mittel-
punkt Z in der Mitte der Strecke EG liegt. In E befindet sich die Erde und G
ist der Ausgleichspunkt (punctum aequans), von dem aus gesehen die Bewegung
des Punktes M gleichmiBig erscheint. Der Planet P lduft so auf dem Epizykel,
daB die Richtung MP sich ebenfalls gleichmiBig dreht (Fig. 1).

* KexneDy, E. S.: Trans. Amer. Philos. Soc. 46, 123,'und J. Amer. Orient. Soc.
78, 246. .
Arch, Hist, Exact Sci., Vol. 1 g



108 B.L. vAN DER WAERDEN:

Wie PTOLEMAIOS zur Annahme des Ausgleichspunktes kam, sagt er nicht.
Er sagt nur (Syntaxis IX 5, p. 251 HEIBERG): ,,Wir fanden bei fortgesetzter
genauer Anpassung und Vergleichung des von Fall zu Fall durch die Beobachtung
festgestellten Laufs mit dem aus der Kombination beider Hypothesen (nimlich
der Epizykel- und Exzenterhypothese) sich ergebenden Leitpunkten, dafB der
Verlauf der Bewegung nicht ganz so einfach sein konne. Erstens ... Zweitens
fanden wir, daB die Mittelpunkte der Epizykel auf Xreisen umlaufen, die zwar
gleich groB sind wie die Exzenter, welche die Anomalie bewirken, aber nicht
um dieseiben Zentren beschrieben werden. . Vielmehr liegen bei den anderen
Planeten (auBer Merkur) diese Zentren in den Halbierungspunkten (Z) der
' Strecken, zwischen den Mittelpunkten
jener Exzenter und dem Mittelpunkt-
der Ekliptik.”

Mit dem ,,Mittelpunkt der Ekliptik"
ist der Punkt E gemeint, in dem sich
der Beobachter befindet. Der Erdradius
kann, verglichen mit den Entfernungen
der Planeten, vernachlissigt werden ; der
Punkt E liegt also praktisch im Mittel-
punkt der Etrde. Der Ausgleichspunkt G
ist bei PToLEMAIOS als Mittelpunkt
eines Kreises gedacht, der gleich gro8
ist wie der um Z beschriebene Kreis und

Fig. 1 ‘dessen Radius sich gleichmiBig um G

dreht. Dieser. Kreis um G, der in der

Figur nicht eingezeichnet ist, hei3it bei PToLEMAIOS ,,der Exzenter, welcher die

Anomalie bewirkt”. Der Epizykelmittelpunkt M liuft auf dem um Z beschrie-

benen exzentrischen- Kreis. Der letzte Satz bei ProLEMAIOS besagt, daB Z in

der Mitte der Strecke EG liegt. Die Verlingerung dieser Strecke geht natiirlich
durch das Apogeum A des exzentrischen Kreises.

In anderen Fillen, wo ProLEMATOS die Hypothesen seiner Vorginger gedndert
hat, gibt er eine ausfithrliche Begriindung seiner eigenen Hypothese, in diesem
Fall aber nicht. Er hat nach seinen eigenen Worten zuerst versucht, die beob-
achtete Planetenbewegung durch eine Kombination von Epizykel und Exzenter
mit gleichmiBiger Bewegung des Epizykelmittelpunktes auf dem Exzenter dar-
zustellen, aber als das nicht gelingen wollte, ist er anscheinend gleich dazu dber-
gegangen, den Mittelpunkt Z in der Mitte der Strecke EG anzunehmen. Es
fragt sich, wo er diese Hypothese her hat. Hat er sie vielleicht von eineni Vor-
ginger iibernommen ?

- §2. Die Vorgidnger des Ptolemaios
Jedenfalls hat PTOLEMAIOS Vorgéinger gehabt, welche die Erscheinungen durch
die Annahme von Epizykeln oder Exzentern ,,oder wohl gar unter Kombination
beider Kreisarten’ erkidren wollten, ,,wobei so und so-gro8 die auf die Ekliptik -
bezogene Anomalie, so und so groB die im Verhiltnis der Sonne eintretende
Anomalie angenommen wurde” (Syntaxis IX 2, p. 211 HEeiBeERrG). Von diesen
Leuten, die ,,an Hand der sog. ,Tafeln fiir ewige Zeiten' die gleichférmige Be-
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wegung auf Kreisen nachweisen wollten, sprichit Proremaios ziemlich ab-
schitzig: ,,Sie stellten es grundfalsch an und blieben die Beweise schuldig, so
daB die einen das gesteckte Ziel iiberhaupt nicht, die anderen wenigstens einiger-
maBen erreichten.”” Sie versiumten ,,an der Hand klarer und einwandfreier -
Erscheinungen den zahlenmiBigen Betrag beider Anomalien und den mittleren
Lauf der Planeten nachzuweisen und dann wieder, ohne beide zu schexden'
Lage und Reihenfolge der Kreise ausfindig zu machen ...%.

Uns interessieren hier besonders diejenigen Astronomen vor PTOLEMAIOS, die
durch Kombinaticn von Epizykeln und Exzentern unter Annahme bestimmter
zahlenmiaBiger Betrdge der Exzentrizititen und der Epizykeiradien ,;das ge-
steckte Ziel wenigstens einigermaBen erreichten'’.

Ich nehme an, daB diese Astronomen bereits trigonometrische Methoden
benutzten. Ohne Trigonometrie ist es ndmlich fast unmdéglich, aus den Beob-
achtungen die Exzentrizitdten und Epizykelradien zu ermitteln  und umgekehrt
aus diesen Elementen und den mittleren Bewegungen Planetenpositionen zu
-berechnen.

Eine solche trigonometrische Astronomie, die auf der Annahme von Epizykeln
und Exzentern beruht und die zwar weniger genau ist als die Theorie des PToLE-
MAIOS, aber doch ,.das gesteckte Ziel einigermaBen erreicht®, finden wir bei den
indischen Astronomen der ,,dritten Periode’’ I, die um 500 nach Chr. mit ARYA-
BHATA beginnt. Die meisten Forscher nehmen arn, daB diese trigonometrische
Astronomie letzten Endes auf die griechische zuriickgeht, aber nicht auf Prore-
MAIOS, sondern auf dessen Vorganger

Vergleichen wir nun die Art, wie PTOLEMAIOS eine Planetenposition berechnet,
mit der Rechenweise der indischen Astronomen und sehen zu, ob wir so etwas
wie eine Halbierung der Strecke GE auch bei diesen entdeckén kénnen.

§ 3. Die Rechenweise des Ptolemaios
Kennt man die mittlere Bewegung eines Planeten und der Sonne, so kann
man fir jeden Zeitpunkt ¢ die Winkel x=A4AGM und y=BMP, die sich gleich-
miBig mit der Zeit dndern, berechnen (Fig. 1). Der Radius ZM kany gleich ¢
angenommen werden. Ist nun die Exzentrizitit EZ =ZG =e¢ bekannt, so kennt
man im Dreieck ZGM zwel Seiten ZM und ZG und den Winkel bei G, also
kann man den Winkel f, bei M nach der Sinusregel

(1) ' sinf; =e¢sinx
berechnen. Der Winkel bei Z ist dann
(2) : fn=zx—f.

Im Dreieck ZME kennt -man nun zwei Seiten und den eingeschlossenen
Winkel. Um die dritte Seite EM und die tibrigen Winkel /, und -x, zu berechnen,
fillt ProLEMAlOS auf die gegeniiberliegende Seite das Lot EF und berechnet
zuerst die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks EFZ. Im. Dreieck EFM sind
nun die beiden Katheten bekannt: man kann also nach PYTHAGORAS die Hypo-
tenuyse EM =R und dann den Winkel f, berechnen. Die Summe

(3)  hth=t |
! Siehe G. THIBAUT, Art. , Astronomie” im GrundriB der indo-arischen Philologie.
8*
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ist die ,,Mittelpunktsgleichung', die man von x zu subtrahieren hat, um den
Winkel x, bei E zu erhalten:

Gg=—fh=x—f—fi=x—].

Um die Rxchtung EP zum Planeten zu erhalten, muB man noch eine zweite
Korrektur z anbringen. Sie wird aus dem Dreieck EM P berechnet, in dem jetzt
die beiden Seiten EM =R und MP=r (Epizykelradius) bekannt sind. Der
Aulenwinkel bei M ist y-+/, wobel v sich gleichmiBig mit der Zeit &ndert und
[ aus der vorigen Rechnung bekannt ist. Im Dreieck EJ/P keunr man also
zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel und man kann den Winkel z wie
‘vorhin berechnen.

Die Berechrung der zweiten Korrektur z verlduft bei den indischen Astro-
nomen genau so, nur dal R durch 1 ersetzt wird, was besonders bei Mars eine
schlechte Nidherung ist. Die Berechnung der ersten Korrekturf ist aber bei
den indischen Astronomen viel einfacher. Wenn die indischen Astronomen ihre
Methoden von den Griechen vor PTOLEMAIOS iibernommen haben, so miissen
auch diese Naherungsmethoden gehabt haben, die einfacher waren als die exakte
Rechnung nach ProLEMAaIOS und mit denen sie ihr Ziel ,,einigermafen erreichten”.

§ 4. Niherungsformel fiir [
Von der zweiten Korrektur z sehen wir zunichst einmal ab. Wir wollen eine
bequeme Niherung fiir f suchen. Die Exzentrizitdt e kann bei allen Planeten als-
so klein gegen 1 angenommen werden, dafl Glieder mit ¢® zu vernachldssigen sind.

_ Die Smusregel auf das Dreieck ZEM angewandt ergibt
(4) sin f, = esin (x; — /,) .

In dieser Gleichung kommt der unbekannte Winkel /, links und rechts vor.
Nun unterscheidet 7, sich von f; nur in der GrtBenordnung ¢ Ersetzt man also
rechts f, durch f;, so macht man auf der rechten Seite nur einen Fehler von der
GroBenordnung ¢®. In dieser Ndherung erhilt man

{5) sinfy=-esin(x — f;) =esin(x — 2£).

In {4) und (5) kann man die Sinus der kleinen Winkel / und f; durch die
Bogen ersetzen. Der Fehler dieser Ndherung ist ebenfalls nur von der GréBen-
ordnung . So erhilt man, wenn alle Winkel in Bogenma8 gemessen werden:

{6) ’ fi=esinzx,

(7) fa=esin(x — 2f),
alsc
(8) f= f,—{—f.,—elsmx-i-sm(x—Zfl)}

Die Summe der beiden Sinus kann man, wieder mit einem Fehler der GroBen-
ordnung ¢, durch 2sin (x — f;) ersetzen. So erhilt man die ganz einfachen Formein

(9) : fi=esinzx,
(10) j=2esin{x —f),
(11) x2=x_“f¢
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Diese Formeln kann man so deuten. Mit dem Argument x bildet man die .
vorldufige Mittelpunktsgleichung 2/, ==2¢sinx. Die Hilite davon, also f;, zieht
man von x ab. Mit dem Argument x — f, bildet man die definitive Mittelpunkts-
gleichung (10) und zieht sie wieder von x ab. So erhdlt man bis auf Glieder
von der GroBenordnung ¢® den richtigen Winkel AEM = x,.

§ 5. Die Halbierung der Mittelpunktsgleichung bei den indischen Astronomen

Eine Rechenvorschrift, die den Formeln (9) bis (11) entspricht, findet sich
bei den indischen Astronomen der dritten Periode, namlich bei KRYABHATAz,
bei BRAHMAGUPTA® und im Surya-Siddhantad. Im Khandakhddyaka des
BraHMAGUPTA (libersetzt von P. C. SEncupTa, Calcutta 1940) lautet die Vor-
schrift so:

II 18. ““To the mean planet apply half the Sighra equation; from the planet
thus corrected, calculate the equation of apsis, and apply half of it to the corrected
mean planet. For the mean planet as corrected for the second time calculate *he
equation of apsis and apply the whole of it to the mean planet with which the
calculation began. From the planet, thus corrected, calculate the Sighra equation
and apply the whole of it to the last corrected planet.”

Um diese Vorschrift zu verstehen, muBl man wissen, daB ‘‘the equation of
apsis” die Mittelpunktsgleichung f ist, und “the Sighra equation” die Korrektur z,
die am SchluB noch zur Lidnge des Epizykelmittelpunktes M addiert werden
muB um die Linge des Planeten P zu erhalten. Diese Korrektur z ist, wie es
nach der Fig. {1 auch sein soll, eine Funktion des Argumentes y-f oder des
Winkels CMP. Wir schreiben also

z=yy+/).

Die Funktion v wird im Khandakhidyakaifiir jeden einzeinen Planeten durch
eine besondere Tabelle definiert. Die Tabelle beruht auf der Trigonometrie des
Dreiecks EM P, wobei die Seite EM, wie schon erwihnt, gleich 1 angenommen
wird.

Die indische Rechenvorschrift verlangt nun, daf3 zunachst mit dem Argument
y ein vorldufiger Wert der Sighra-Gleichung

(12) Zo=y(y)

gebildet werden soll. Die Hilfte davon, also § z,, ist zur mittleren Linge des
Planeten, also auch zum Argument x zu addieren. Mit dem Argument x4+ 1z,
“bildet man nun die vorldufige Mittelpunktsgleichung 7,:

(13) - : - h=elrTia),

wobei @ eine gegebene Funktion ist. Diese Funktion ¢ berechnet man nach
Khand. II 7 fir jeden Planeten aus der Mitteipunkisgleichung der Sonne durch

* CLaRK, W. E.: The Aryabhatiya of ARvaBHATA, S. 60, Kap. I1I 23. Chicago 1930.

* BRAHMAGUPTA: Brahma-Sphuta-Siddhanta II 40; Khandakhadyaka, II 18 (ed.
SExGuPTA). Calcutta 1941,

4 Suryasiddhanta II 44; Ubersetzung von BURrGEss, J. Amer. Orient. Soc. 6.
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Multiplikation mit einer Konstanten. Die Mittelpunktsgleichung der Sonne wird
ihrerseits durch eine Tabelle geliefert, die nach der Formel

Ji=c¢ sin x,

berechnet ist (s. SENGUPTAs Kommentar zur Ubersetzung des Khand. I 16).
Also ist die Funktion P einfach eine Sinusfunktion, multipliziert mit einer Kon-
stanten ¢: .

(14) @{x) =csinx,

wobei ¢ fiir jeden Planeten einten anderen Wert hat. Die Formel (43) kann
demnach als
(15) fo=csin{x + § z)
gelesen werden.
Die Rechenvorschrift des Khand. verlangt nan weiter, daB die Hilfte dieser

Mittelpunktsgleichung f, von der korrigierten mittleren Lange des Planeten, also
auch vom korrigierten Argument x + % z, zu subtrahieren ist

(16) H=x4+Gn—3h
Mit diesem Argument x’ hat man nun die endgiiltige Mittelpunktsgleichung
U7 f=g{z")=csinz’

zu bilden. Sie wird von der mittleren Linge des Planeten subtrahiert; daraus
folgt, daB x.jetzt durch x — f und y durch y+-f zu ersetzen ist. Mit dem Argument
y-+f bildet man schlieBlich die Korrektur '

(18)  z=yply+h,

d.h. z ist der Winkel bei £ im Dreieck EPM mit AuBenwinkel y+f bei M,
wobei aber dié Seite EM =1 gesetzt wird.

§ 6. Der Fall einer Kcnjunkﬁcﬁ oder Opposition (z,==0)

Um die indische Rechenvorschrift mit unserer, fritheren Ndherungsformel zu
vergleichen, betrachten wir einmal den Fall einer mittleren Konjunktion oder
Opposition des Planeten. In diesem Fall ist y=0 oder 180° und z, wird Null
Die Formeln der indischen Astronomen vereinfachen sich dann zu

Diese Formeln stimmen, wenn ¢=2¢ gesetzt wird, genau mit den Formeln
(9) bis {11) des § 4 iberein. Darnit haben wir wem'gstens im Prinzip einen Weg
gefunden, die indischen Rechenvorschriften. durch eine geometrische Theorie zu
rechtfertigen. Es zeigt sich, da8 die Halbierung der vorldufigen Mittelpunkis-
gleichung f, nach der indischen Rechenvorscnnft genau der Halbierung der
Strecke EG in der Fig. 1 entspricht.
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§ 7. Der allgemeine Fall (z,==0)

Wir nehmen im folgenden an, daB die Exzentrizitit ¢ und der Epizykel-
radius 7 so klemn sind, daBl die Glieder mit €3, ¢27 und e#® vernachldssigt werden
kénnen. Diese Annahme ist fiir Saturn, Jupiter, Venus und Merkur jedenfalls
erfilllt. Fiir Mars ist es? nicht zu vernachldssigen, aber Mars ist ohnehin ein
sehr schwieriger Planet. '

Die nach der indischen Vorschrift bLerechnete Mittelpunktsgleichung mége
von jetzt an mit f' bezeichnet werden. Nach (17) und (16) ist B

(19) '=csinax"=csin(x — /o + % z,).

Der Winkel z, ist von der GréBenordnung r. Entwickelt man also die rechte
Seite von (19) nach Potenzen von z,, so kann c¢zj vernachldssigt werden. So
erhdlt man s °

'=csin{zx — L f)) +%czcos(x— 31,

In beiden Gliedern rechts kann x — 1 /, durch z — f, = x, ersetzt werden. Das
ergibt
(20) f'=csin(x — f;) + § c zp cos %,.

Das erste Glied rechts in (20) ist die nach (10) berechnete Mittelpunkts-
gleichung /. Das zweite Glied ist ein extra Korrekturglied, dds zu 7 addiert,
also von z subtrahiert werden muB. Nennt man das Korrekturglied %, so kann
man fiir (20) schreiben '

(21) | F=f+h

Ist a die Lange des Apogeums, so ist die wahre Linge des Planeten schlieB-
lich durch '

(22) l=at+(x—f)+2
gegeben, wobei z’ nach (18) durch
(23) F=ypy+f)

gegeben ist. Setzt man (21)'in (22) ein, so erhalt man
A=a+(x—f)+{z —F) |
oder, weil x —f bis auf Glieder von der GréBenordnung e* gleich dem Winkel z,
der Fig. 1 ist, '
(24) A=a-+x,+(E—Fk)
mit

h=1%cz,cos %;.

Die exakte Lénge des Planeten nach Fig. 1 ist
(25) - ‘ A=a-+ x4z,

Wenn also 2’ — % in der hier gebrauchten Naherung gleich z wire, so wiire
die indische Rechenvorschrift gerechtfertigt. Um das zu untersuchen, betrachten
wir das Dreieck EM P.
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Wegen der Kleinheit des Winkels /, ist ME genihert gleich MF, also gleich
MZ—}—ZF;i-i—%ccosxl.

Tragen wir also MC=1 auf ME ab (Fig. 2}, so ist der UberschuB CE genihert
gleich % ¢ cosx;. Nach (18) und (23) wurde z’=1w(y-+/) aus einem Dreieck von
derselben Art wie PME, aber mit Seiten r und 1 und mit dem Winkel y-+/ bei
M berechnet. Der Winkel ¥+ f kann in der hier benutzten Niherung durch y+/
ersetzt werden. In dieser Nédherung ist also 2’ gleich dem Winkel z”” bei C
im Dreieck PMC. Das Korrekturglied, das man von z' oder z” zu sub-
trahieren hat, um z zu erhalten,
ist also der Winkel CPE =4d. Die
Sinusregelim Dreieck PCE ergibt

EC
PC

E sind =

sinz.

Fig.2

Da d sehr klein und z klein ist, konnen sind und sinz durch 4 und z und PC
durch 1 ersetzt werden:

(26) d=EC.z=1% c{cos xy) z.
Vergleicht man das mit
(27) k=1c(cos x) z,,

50 sieht man, daB d und % in der hiér zugrunde gelegten Niherung gleich sind.
Damit ist die indische Rechenvorschrift gerechtfertigt.

Was hier geometrisch hergeleitet wurde, kann auch durch eine Reihenent-
wicklung der Korrekturglieder f und z bzw. f und 2’ nach Potenzen von ¢ und
-verifiziert werden. Es zeigt sich dabei wieder, daB8 die Summe —} 4z, die man
nach der Methode des Ausgleichspunktes erhdlt, mit der nach.der indischen
Methode berechneten Summe —f* --z’ bis auf Glieder mit €3, ¢?# und e¢»? iiber-
einstimmt.

§ 8. Wer hat zuerst den Ausgleichspunkt eingefiihrt?

Wir stellen also die_Vermutung auf, daBl Proremalos die Hypothese des
Ausgleichspunktes G (it Z in der Mifte von EG) von seinen Vorgingern iiber-
nommen hat und daB auf Grund eben dieser Hypothese die Niaherungsformel
entwickelt wurde, die wir bei den indischen Astronomen gefunden haten.

Diese Vermutung ist nicht sicher; denn man konnte auch annehmen, da8
die Hypothese des Ausgleichspunktes und die indische Rechenvorschrift unab-
hingig voneinander durch Probieren gefunden wurden. Die Griechen haben
versucht, die beobachteten Planetenérter durch ein geometrisches Modell darzu-
stellen und sind dabei auf die Hypothese des Ausgleichspunktes gekommen.
‘Andere — so kdnnte man annehmen — hitten versucht, eine Rechenvorschrift
zu finden, die mit der Erfahrung gut iibereinstimmt, und sie wiren dabei auf die
indische Rechenvorschrift gekommen. Die geniherte Ubereinstimmung zwischen
den beiden Theorien wire dann dadurch zu erkliren, daB beide recht gut zu
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der Erfahrung stimmen®. Obwohl mir diese Erklirung unwahrscheinlich vor-
"kommt, muB man doch mit der Méglichkeit rechnen.

Das soll uns aber nicht daran hindern, die zuerst aufgestellte Vermutung
etwas weiter zu verfolgen. Wer mag wohl der Vorginger des PTOLEMAIOS ge-
wesen sein, der die Hypothese des Ausgleichspunktes aufgestellt hat, und wer
hat die héchst ingenidse Naherungsformel aunfgestellt, die die Inder uns iiber-
liefert haben?

In einer sehr interessanten Studie tiber Apollonios hat O. NEUGEBAUERS iiber-
zeugend dargetan, daB APOLLONIOS der erste war, der eine mathematische Theorie
zur Berechnung von Mond- und Planetenpositionen entworfen hat. Die Methode,
die ProLEMAIOS anwendet, um aus drei beobachteten Mondfinsternissen die Ex-
zentrizitit der Mondbahn oder (was damit dquivalent ist) den Radius des Mond-
epizykels zu berechnen, stammt von APoLLONIOS. Diese Methode setzt aber die
Trigonometrie voraus. ARISTARCHOS (um 280, etwa 80 lahre vor APOLLONIOS)
hatte sicher noch keine Trigonometrie, ARCHIMEDES héchst wahrscheinlich auch
nicht. APOLLONIOS ist also der erste, der méglicherweise die Hypothese des Aus-
gleichspunktes aufgestellt haben kénnte.

Nach ArorroNios und vor PTOLEMAIOS kennen wir nur einen groBen Astro-
nomen, nimlich HipparcHOS (um 13C vor Chr.). Von ihm wissen wir aber aus
ProLEmAlOS (Almagest IX 2), daB er keine Planetentheorie entwickelt, sondern
nur festgestellt hat, daB alle damals existierenden Planetentheorien ungeniigend
waren. Falls also die Hypothese vom Ausgleichspunkt schon vor ProrEmaros
aufgestellt wurde, so scheint es mir wahrscheinlich, daB8 ArorroNios der Urheber
war,

§ 9. Die Ubermittlung nach Indien

Die Theorie der Exzenter und Epizykel und die Trigonometrie erscheinen
in der indischen Astronomie erst gegen 500 nach Christus, aber in Persien friiher.
Die Zeugnisse dafiir wurden von O. NEUGEBAUER in der Rezension eines Buches
von RENCU und FiLL10zAT (Archives internat. d’histoire des sciences Vol. §, No. 34,
p. 168) zusammengestellt. NEUGEBAUER schlieBt aus diesen Zeugnissen, daB die
hellenistische Astronomie und Astrologie in der nachchristlichen Zeit (besonders
im 3. Jahrhundert) zunichst nach Persien iibermitteit wurde und von dort nach
Indien gelangte.

Es fragt sich nun, ob die Hypothese des Ausgleichspunktes selbst nach Indien
gelangte oder nur die bequeme Rechenmethode, die nach unserer Vermutung
letzten Endes auf der Annahme des Ausgleichspunktes beruhte.

Ich glaube, wir konnen diese Frage auf Grund der indischen Texte selbst
mit ziemlicher Sicherheit beantworten. Die in § 5 erklirte Rechenmethode wird
namlich von allen erwidhnten Autoren mit fast denselben Worten erklirt, aber
vom Ausgleichspunkt redet keiner dieser Autoren, auch nicht in den Kapiteln,
die vom Bau des Weltalls und den Bewegungen der Gestime handeln. Daher

® KepLER hat bemerkt, da man mit der Hypothese des Ausgleichungspunktes
die Marsbeobachtungen recht gut darstellen kann. Er hat die Hypothese noch etwas
zu verbessern versucht, indem er das Zentrum Z nicht genau in der Mitte von EG
annahm, aber er {and nachher, daB das nur dann cinc Verbesserung ist, wenn Mars
in der Nihe der Opposition {oder Konjunktion) steht.

¢ NEUGEBAUER, O.: Scripta Mathematica 24, 5 (1959).



116 B.L. vaAN DER WAERDEN:

nehme ich an, daB die indischen Autoren die Rechenvorschrift einer persischen
Quelle entnommen haben.
Diese Annahme wird, wie wir gleich sehen werden, von einer anderen Seite
her bestitigt.
§ 10. Die ,,Methode der Perser!

SuTER hat 1914 die lateinische Ubersetzung der Tafeln des AL-KHWARIZMI
publiziert”. Uber die Herkunft dieser Tafeln gibt es eine Notiz bei Iex AL-K1FTi,
die bei SUTER (S. 33) so zitiert wird:

Er (KHWARIZMI) stiitzte sich in seinen Tafeln auf die mittleren Orter des
Sindhind, wich aber von ihm ab in den Gleichungen (der Planeten) und in der
Schiefe (der Ekliptik); er setzte seine Gleichungen fest nach der Methode der
Perser, und die Deklination der Sgnne nach der Methode des Ptolemius.‘

Der ,,Sindhind* ist nach dex Uberlieferung eine arabische Ubersetzung eines
indischen Siddhanta. In der Tat stimmen die mittleren Bewegungen, die in den
Tafeln des KHwArizMI angenommen wurden, genau mit den mittleren Bewe-
gungen des Brahma-sphuta-siddhanta iiberein® - Die maximale Deklination
der Sonne ist nach den Tafeln 23° 51’, wie bei PToLEMAIOS. Die erste und dritte
Mitteilung von I8~ AL-KIFTT sind demnach richtig; also werden wir der zweiten
Mitteilung, dafBl ar-Kewirizumi die Mittelpunktsgleichungen der Planeten nach
der ,,Methode der Perser’' berechnet hat, ebenfalls Glauben schenken diirfen.

Was ist nun die Methode der Perser zur Berechnung der wahren Planetenérter?

In der Gebrauchsanweisung, die den Tafeln des KEwarizMI vorangestellt ist,
wird zunichst gelehrt, wie man den mittleren Ort eines Planeten, d.h. die Richtung
zum Mittelpunkt des Epizykels findet. In Fig. 1 wire das die Richtung G,
die sich im Laufe der Zeit gleichmaBig dreht. Die mittlere Linge L des Planeten
heiBt bei KEwARrIZMI elwacat oder medio planectarum.

Die nichste GroBe, die man braucht, ist der Winkel y, der Unterschied zwi-
schen den Richtungen M B und MP. Bei den oberen Planeten (Saturn, Jupiter
und Mars) ist M P die Richtung zum mittleren Ort der Sonne, also erhidlt man
das Argument y, indem man den elwacat des Planeten vom elwacat der Sonne
subtrahiert. Die Differenz y heiBt elheca oder argumentum. Bei den unteren
Planeten (Venus und Merkur) wird das Argument y direkt durch die Tafeln fiir
die mittlere Bewegung gegeben; die mittlere Linge L von Venus und Merkur
ist gleich der der Sonne. '

Als nichstes ist das Apogeum zu bestimmen. Es heiBt bei KHWARIZMI
Sublimatio. In Kap. 12 werden feste Lingen fiir die Apogeen angegeben:

Saturn . . . a=1244°55'
Jupiter . . . a=172°%2

Mars . . . . a=128°24'
Venus . . . a= 81°15%
Merkur . . . a=224°54'
Sonne .. . a= 77°55".

? SUTER, H.: Die astronomischen Tafein des MUHAMMED 18N MTsi aL-KuwaRrizMmI
in der Bearbeitung des Mastama ... und der lateinischen Ubersetzung des ATHELHARD
von Batn. Kgl. Danske Vid. Seisk. Skrifter, 7. R., Hist. Fil. Afd. 1IT, 1.

8 BUurRckHARDT, J. J.: Enseignement math. ?7(1956) = Verhandlungen der Schweiz.
Naturf. Ges. 1956.
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In den Tafeln findet man nicht dieses a, sondern ein korrigiertes Apogeum a’
( Sublimatio examinaia oder definita), das von y abhdngt und ein wenig kleiner
ist als a:

(28) @ =a—y(y).

Der Spalte 4’ folgen zwei Spalten, die mit ,,Examinatio ipsius elheza’ und
,.Examinatio ipsius centri*‘ #iberschrieben sind, und die unseren Winkeln z und f
entsprechen. Die Examinatio elheza (oder Examinatio argumenti, wie es im Manu-
skript C heiBt) ist eine Funktion des Argumentes y und entspricht unserem
z=wp(y) — Gleichung (12). Nimmt man y--7 statt y als Argument, so erhdlt
man unser z. Die Examinatio centri ist proportional einer Sinusfunktion und
entspricht unserer Mitielpunkisgleichung f.

Vergleicht man nun die Spalte a’ (sublimatio examinata) mit der Spalte z,
(examinatio elheza), so zeigt sich, wie SUTER (S. 50) schon bemerkt hat, daB
die Korrektur y(y) in (28) genaun die Hilfte des Betrages von z, ist:

(29) 2(9) =} 12| =1v0).
Aus (28) und (29) folgt -
(29a) a'=a—%]|z|.

Die Gebrauchsanweisung des KuwaRrizMI (Kap. 10) sagt, daB man diese’
Formel nur dann beniitzen soll, wenn das Argument y zwischen ¢ und 180°
liegt, also wenn (in unserer Bezeichnung) z, positiv ist. Liegt y zwischen 180
und 360°, so hat man zu a' noch den ganzen Betrag | z,| zu addieren; die Summe
ergibt erst das korrigierte Apogeum?®. Man hat also in diesem Fall, wo z, negativ
ist,

(29b) , @' = a — §|z] + |z f=“+‘§'izo]
zu setzen. Die Formeln (a) und (b) lassen sich zu

(30) . ad=a—3%z
zusammenfassen.

Der Text fahrt fort: ,Dieses korrigierte Apogeum (a') ist vom elwacat (L)
des Planeten zu subtrahieren. Die Differenz heiBt Centrum.'’ Das heiBt, man hat

(31) g=L—a'=L—~a+1%z
zu bilden. Nun war aber L —a unser fritheres x, also ist das , ;Ceﬁtmm“
(32) _ Z=%+}7%. .

Mit diesem Argument, so sagt der Text, soll man die Mittelpunktsgleichung !
bilden: '
(33). - =gl =+ i)

d Ms O: Si vero vmaius, in sublimationem examinatam et in examinationem

argumenti intrandum est, iugendo itaque sublimationem hanc cum ipsius argumenti
examinatione, totum istud sublimatio examinata nominandum est.
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Diese Formel stimmt, wenn man f in f, umtaunft, genau mit der fritheren
Formel (13) iberein. Die Funktion ¢ der Tafel des KuwaRIzMI ist, genau wie
die Funktion ¢ der indischen Texte, proportional einer Sinusfunktion — siehe
Formel (14).

Die genaue Ubereinstimmung der Formel (33), zu der die ,,Methode der
Perser'* schlieBllich fiihrt, mit der Formel (13), die aus der indischen Rechen-
. vorschrift abgeleitet wurde, bestdtigt unsere in § 9 aufgestellte. Vermutung, daB
die indischen Autoren ihre Rechenvorschrift einer persischen Quelle entnommen
haben. Dazu kommt, daB auch die maximalen Gleichungen der Planeten, also
die Konstanten ¢ in der Formel (14), bei KuwaRrizyI und im Khandakhadyaka
genau tibereinstimmen.

Nach der indischen Rechenvorschrift miite man nun aus x, ein korrigiertes
Centrum

bilden — siehe Formel (16} — und dann mit diesem Argument die endgiltige
Mittelpunktsgleichung f nach (17). Diese Komplikation ist bei Knwarizumi fort-
gefallen: das nach (33) gebildete £, ist fiir ihn schon das endgiiltige /, das man
von x, zu subtrahieren und zu y zu addieren hat. Das Ergebnis x,—/ heilit
Centrum examinaium und y--{ heiBBt drgumenium examinatum.

Mit dem Argument y-i-f geht man nun in die Tafel fiir z hinein und findet
so die Examinatio argumenti ‘

(34) s=p(y+1)

wie nach der fritheren Formel (18). Dieses z ist zum Centrum examinatum x; — f
zu addieren. Das Ergebnis x,—f-+z ,,nennen die Araber ¢lhacil; wir werden es
Centrum ultimum nennen’’, sagt der Text (in einem anderen Manuskript heiB3t
es statt Araber ,,Chaldder”). Zu diesem elhacil ist das korrigierte Apogeum a’,
zu addieren. So erhdlt man schlieBlich die Linge des Planeten:

(35) A=a' +xy—f+z=a +(L—a)—f+z=L—f4z

§11.4Wie ist man auf den Ausgleichspunkt gelkommen >

Wir kehren zur griechischen Astronomie zurlick und fragen: Wie ist der
Urheber der Idee des Ausgleichspunktes (ob er nun APOLLONIOS oder PTOLEMAIOS
oder anders hie8) auf diese Idee gekommen ?

Schon die Babylonier haben gewuBt, dafl zur mittleren Bewegung eines jeden
Planeten zwei Anomalien hinzukommen: eine auf die Sonne und eine auf die
Ekliptik beziigliche Anomalie. Die erstere bewirkt die Stillstinde und Riick-
ldufigkeit; ihre Periode ist die synodische Periode des Planeten. Diese Anomalie
kann durch ein Epizykelmodell sehr gut erkldrt werden: das wulten ApOLLONIOS
und alle, die nach ihm kamen. Die andere Anomalie bewirkt, dal die Bewegung
des Planeten in gewissen Teilen der Ekliptik schneller, in anderen langsamer
vor sich geht. Bei der Sonne, wo es nur diese eine Anomalie gibt, kann man
sie sehr gut durch ein Exzentermodell darstellen.
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Um nun beide Anomalien zu erhalten, hat man die beiden Modelle miteinander
zu kombinieren. 5o hat PToLEMAIOS es jedenfalls getan und nach seinen eigenen,
in § 2 zitierten Worten auch einige seiner Vorginger. Man wiirde also zunéichst
einen Epizykel annehmen, dessen Mittelpunkt M mit gleichméaBiger Geschwindig-
keit einen Exzenter durchlduft. ' '

Es gibt verschiedene Mittel, die Exzentrizitit und den Epizykelradius zu
bestimmen. Die Exzentrizitit bestimmt man bei den oberen Planeten am besten
durch Beobachtung der Oppositionen. Wenn der Planet in P in Opposition zur
mittleren Sonne steht, so fillt die Richtung EM mit der Richtung EP, die man
beobachten kann, zusammen (Fig.3). Hat man so drei Richtungen EM beob-
achtet, so kann man nach Arorroxios die Exzentrizitit und die Richtung des
Apogeums berechnern. ' A '

Als nichstes bestimmt man nun den
"Epizykelradius, etwa durch Beobachtung
der Stillstinde unter Benutzung der Sitze
von APOLLONIOS. Nun stellt sich aber her-
aus, daf der Epizykelradius, den man an-
nehmen mufB, um die Planetenpositionen
in der Nihe des Apogeums A4 richtig dar-
zustellen, bedeutend grdBer ist (besonders
fiir Mars) als in der Nihe des Perigeums.
Der Fehler ist eben, daB der Punkt E zu
weit vom Mittelpunkt Z entfernt ist. Wiirde
man.die Strecke ZE in E’ halbieren und die Fig. 3
Erde in E’ stellen, so wiirde die Anomalie
in bezug auf die Sonne richtig herauskommen, aber die Anomalie in bezug auf
die Ekliptik wire dann wieder zu klein. Dieser Ubelstand kann durch Ein-
fihrung eines Ausgleichspunktes G im Abstand

GZ=ZE'=F'E

behoben werden. Wenn ndmlich die Bewegung des Epizykelmitt-\punktes M
von G aus gleichmiBig erscheint und von E' aus beobachtet wird, so ist die
Bewegung fast dieselbe als wenn sie von Z aus gleichmiBig erscheint und von E
aus beobachtet wird.

In dieser Weise kénnte man, durch ,,trial und error’, auf die Idee des Aus-
gleichspunktes gekommen sein. Wenn man dann versucht hat, auf Grund dieser
Theorie Tafeln auizustellen, die keine trigonometrische Rechnung, sondern nur
Interpolationen, Additionen, Subtraktionen und Halbierungen erfordern, so
konnte ein hervorragender Mathematiker wie ArorLoN10S sehr wohl dje persisch-
indische Rechenmethode gefunden haben

Es fragt sich nun, ob es.auch méglich ist, ohne die geometrische Idee des
Ausgleichspunktes, rein durch Herumprobieren mit trigonometrischien Funktionen
und Vergleich mit der Beobachtung, auf die persisch-indische Rechenvorschrift
zu kommen. Vielleicht ist es moglich, aber ich halte es fiir sehr unwahrscheinlich,
dal man so verfahren ist. In dem Schriften von PTOLEMAIOS, ALBATTANI,
KorerNikus und KEPLER habe ich keine einzige Parallele dazu gefunden. Immer
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wurde zuerst das geometrische Modell so lange modifiziert, bis es zur Erfahrung
stimmte; dann erst wurden auf Grund des Modells exakte oder Niherungsformeln
zur Berechnung der Planetendrter entwickelt.

Dieses Verfahren entsi:richt auch am meisten der wissenschaftlichen Ziel-
setzung der Griechen. Die Babylonier haben weitgehend mit empirischen Funk-
tionen, mit arithmetischen Reihen bis zur dritten Ordnung gearbeitet, die sie
méglichst gut den Beobachtungen angepa8t haben. Fiir die Griechen aber war
das erste Ziel, ,,durch Zusammenstellung von gleichmiBigen Kreisbewegungen
die Erscheinungen zu retten’. Wenn man die geometrische Theorie einmal hatte,
wurden natiirlich auch Tafeln zum Gebrauch der Astrologen berechnet, wie die
Tafeln des Almagest oder die Handlichen Tafeln des ProLEMaIOs. Am Anfang
stehen aber stets geometrische Theorien wie die des platonischen Timalos, des
Eupoxos, des HixeTas, des KaLripros, des HERAKLEIDES voN PoNTos1®, des
ARISTARCHOS, des ApoLLONIOS, des HipPARCHOS und des PTOLEMAIOS.

Indische Trigonometrie
Die indischen Sinustafeln tabulieren nicht sinx, sondern die ,halbe Sehne’
R sin z, wobei R ein beliebig gewihlter Radius ist. Bei ARYABHATA (Aryabhatiya
110} und im Suryasiddhanta (I 15) ist R so gewihlt, daB fiir kleine Winkel
die halbe Sehne gleich dem (in Minuten ausgedriickten) Winkel ist, z.B.

Rsin 225 = 225", .

Zu diesem Zweck mull man R so wihlen, daB der halbe Krelsumfang 7R

gleich 180"_-10800 1st, also
R 10800
T a

Der Wert von xr, den die indischen Astronomen immer annehmen, ist nach
Aryabhatiya II 10
7t =13,1416.

Buaskaral erkldrt dazu, der Wert 7=22(7 sei fiir die Praktiker geniigend;
aber der genaue Wert sei 3927/1250. Nun ist 22/7 bekanntlich der Wert des
ARCHIMEDES.. EUTOKOS schrelbt in seinem Kommentar zu der Kreismessung
des ARCHIMEDES:

,,APOLLONIOS VON PERGA l6ste dasselbe Problem in seinem Okytokion, wobei
er andere Zahlen benutzte und die Approximation genauer machte ... aber das
Ziel des ARCHIMEDES war, einen Ndherungswert fiir den pra.ktlschen Gebrauch
zu finden ...”. EuToK1os erwihnt weiter Leute, die , Multiplikationen und
Divisionen von Myriaden‘ benutzten, um genauere Werte des Verhiltnisses des

Kreisumfanges zum Durchmesser zu finden.

1% Fiir die Systeme von TiMaros, HikeTas und HERAKLEIDES siehe B. L. VAN DER
WAERDEN, Die Astronomie der Pythagoreer. Amsterdam: N.-Holland Publishing Co.
1951.

1 CoLEBROOKE, H. Tu.: Algebra “with Arithmetic and Mensuration from the
Sanscrit of BRAEMEGUPTA and BHASCARA, D. 87. London 1817.
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. Die Stelle Lei BHASKARA, wo neben dem genauen wWert 3927/1250=3,1416
die Niherung 22/7 erwidhnt wird, die , fiir den Praktiker gentigend*’ sei, entspricht
so genau den Worten des Eutokios, daB ich eine gemeinsame Quelle'annehmen
méchte. Dann aber mufl der Wert 3,1446 dem APOLLONIOS zugeschrieben werden:
Der Nenner dieser Zahl ist eine Myriade (10000) und auch EuToOKIOS spricht
von ,,Multiplikationen und Divisionen von Myriaden®. '

Dividiert man 10800 durch 3,1416 und rundet, wie ARYABHATA es in seiner
Sinustafel immer tut, auf ganze Minuten, so erhidlt man fiir den ,,Sints totus*

R=3438 -

wie ARYABHATA es auch angibt. Es ist sehr gut méglich, daB das Prinzip dleser
Sinustafel auf ApoLLONIOS zurtickgeht.

So rundet sich das Bild, das wir uns von dem groB8en Mathematxker und
Astronomen APOLLONIOS machen konnen. Sein Werk war nicht nur in der
exakten Mathematik, sondern auch in der Approximationsmathematik bahn-
brechend. Er war wahrhaftig der Vater der mathematischen Astronomie.

Mathematisches Institut der Universitit
Ziirich

(Eingegangen am 3. Juni 1960)
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