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o) Psephoi-Arithmetik

In der Friihzeit der griechischen Mathematik gibt es eine merkwiirdige.
halb arithmetische, halb geometrische Betrachtungsweise, die Figuren aus
Steinchen (yfipot) gleicher Form und GréBe (rund oder quadratisch) zu-
sammensetzt und daran arithmetische Untersuchungen ankniipft. Schon
ARISTOTELES spricht davon, daB gewisse Leute ,,Zahlen in die Gestalt eines
Dreiecks oder Quadrats bringen* (Metaph. N 5, p.1092b, 11-12); die
Einheit (povés) nennt er ,,Punkt ohne Position (oTiyun &Setos), den
Punkt umgekehrt ,,Einheit, die eine Position besitzt" (novds S¢owv Exouoa).

1. @S&w&ﬁm@?ﬁ Heteromeke und Dreieckszahlen

ArisTOTELES (Phys. 11, 4 p. 203a, 13—18) beschreibt die Entstehung der
Quadratzahlen und der Heteroméken [Zahlen von der Form » (n + 1)} durch
Hinzufiigen von Gnomonen. ,,Gnomon' (Zeiger), urspriinglich der senk-
rechte Stab der Sonnenuhr (weshalb kaTd yveuove auch ,.senkrecht zu*
bedeutet), ist geometrisch die Randfigur, die als Differenz zweier Quadrate
oder oblonger Rechtecke entsteht. :

Legt man nun sukzessive derartige Gnomone an, so werden, wenn man
mit der Eins beginnt, die Quadratzahlen erzeugt, wenn man mit der Zwei
anfangt, die Heteromeken. Dabei ergebenlsich im ersten Fall stets gleich-
gestaltete Figuren (eben Quadrate), im zweiten dagegen lauter verschieden
proportionierte Rechtecke, deren Seiten sich wie n zu n 4+ 1 verhalten, was
fiir jede Zahl n ein anderes Verhiltnis darstellt.
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ie man sieht, stellen die Gnomone einmal die ungeraden. das andere
Mal die geraden Zahlen dar. So ist fiir die Pythagoreer das Ungerade das
Symbol des Rinen, Sich-Cleichen, Endlichen, dus Cerade das des Vielen.
Sich-Wandelnden, Unendlichen?.

1 Auler den bei DrELs-Kraxz (Fragm. d. Vorsokrat. 1, 459, 13ff.. Pythag.
Schule B 28) zitierten bekannten Stellen (bes. Aristot. Phys, [T1, 4 p. 203a 13) ist
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Arithmetisch bedeutet diese Erzeugungsweise, dald die Quadratzahlen
durch Summation der ungeraden, die Heteromcken durch die Summation
der geraden aufeinander folgenden Zahlen entstehen.

1+3=2-2,1.3=-5-3-3, 13 .5-7 4-4usw. (Quadrate)
2.4 2.3 2+4+6=3.4,2+4 6+ 8-=4.5 usw. {Heroméken)

Die Dreieckszahlen sind die Halfte der Heteromeken und somit die Sum-
men der aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen:

1. 2- 5 (2:3), 14243 - V@A, 1420304 (45w
Dies stellt sich, mit Steinchen ausgelegt,
wie in Fig.7 dar. ®
DaB durch die Teilung der Heteromeken
in zwei gleiche Teile, geometrisch durch
die Zerlegung der sie versinnlichenden 7 3 6
Rechtecke durch eine Diagonale in zwel Tig. 7. Dreicekszahlion
gleiche Teile, die Dreleckszahlen ent- I
stehen, wurde soeben gezeigt. Fiithrt man g i
eine dhnliche Teilung der Quadrate durch,
so erhialt man zwei aufeinander folgende Iireieckszahlen (THEON Nimyrn.
p. 41-38):
7. B. #»um.i.?,%a.?

re

13

allgemein: n? = W (n—1)n+ W nln-+1).

Beriicksichtigt man, daf die Dreieckszahlen die Sumwen der natiirlichen
Zahlen darstellen, so erhilt man die folgende von lLampLicHos (im Nicom.
p. 75, 25—77, 4) erwihnte und Siavhos. d. 1. ..Rennbahn®, genannte An-
ordnung, ‘bei der man von 1 ausgehend bis zu n (dem xaumTrip, d.h. dem
Umkehrpunkt) fortschreitet und dann, wie in der antiken Renmhahn wicder
zum Ausgangspunkt zuriicklauft. Man erhilt so folgende Darstellung:

wWw=1+2+3+ - +@-1D+n+n-1+---53-2 |
fiir die Quadratzahlen,

Wom=142+3+--+(m—-1+n+n+m—1)1---4312 1
fiir die heteromeken Zahlen.

zu vergleichen [Tamblichi] Theologoumena Arithmeticae p. 9,16-10, 9 (de Faleo).
Dort tritt die Dyas ausdriicklich neben die Monas, wihrend sic in den von Dieis
zitierten Stellen fehlt. 8o 9,17: f pov&s aivia . ... Ewedd &g yvodpoves (Gberl.
yvdoport) aUTi] TrepimSépevor of EEfis dpr9uoi mepiTTol, elfomompaTa avTs Svres,
TeTpaydvous SeTéhouy Ti) cwpndov TpoPdaet . . . entsprechend 9. 23 10, 5: T&Y
8t vty dvopoiwy. & EoTiv ETepoprikwy, f Su&s &Y altia, ... 671 mepimiSepéveov
aiTn G yvwpdvawy tiberl. yvdpov) T@Y kot abrhyy elS@y elboromdévTwy 4pTicow
Kkai ofTot gpndov dmoTeAolvTal . . . (An beiden Stellen entspricht yveopow nicht
dem mathematischen Sinn: die Gnomone werden um die Eins bzw. urn die
Zwei herungelegt, Eins und Zwei sind aber selbst keince Ghomone).
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Ein anderer arithmetischer Satz, der hei PLUTARCH von Chiironea ( Quaest.

conviv. V, 2,4: 1003 ¥) und DropuaxT (IV, 38) vorkomumnt, hesagt, dafy dus

Achtfuche einer Dreieckszahl plus eins einc Quudratzahl ergibt :
1
Segu(n+1) =1 ~duq 1) 1 20 1p

Auch dies it sich leicht aus einer gHgor-Figur veransehaulichen:

c0olooo o 7 -7 zerfallt in 4 hetermn(;ke Zahlen 3 -4 und 1,
0 0 0|lo 0 0 o] oderin 8 Dreieckszahlen 5 (3-4) und 1.
O O 0jO0 O OO
o 0 olojo o0 , _ ,
6 oo olooo 2. Summniierung der Quadiate und Kuben
©o0oolooo Schon in einem babylonischen Text, der aller-
©o0oo0olo0O Mdings aus spiter (seleukidischer, also helleni-
Fie. ‘stischer) Zeit stammt, aber aul ein iilteres Vor-.
& bild zuriickgehen diirfte, tindet sich die Summe
der Quadratzahlen in der folgenden, ungewdhnlichen Form dargestellt:
2 o 5 1
124220 324000 g p2es g1 =20 =223 - ).

Diese Formel ergibt sich aus nachstehender Figur Y. die hier fiir v = 4
wiedergegeben ist, sich aber natiirlich beliebig verallgemeinern Jilit. (Rekon-
: struktion von J. K. HoFrMawx.)

I—‘ ® Das groBe Rechteck enthilt insgesamt

° (1+2n)(1+2+3+...+n) Steine. Ein

I_‘ I P Drittel davon ist wei}, die Leiden anderen
o

Drittel, die jedes aus den Quadraten 1-1,
2.2 3.3...n-n bestehen, sind schwarz.
Zerlegt man die Quadrate in ihre Gnomone,
so sieht man, daB diese, ausgesteckt, in den

[ ]
I—O ) Querreihen der weillen Steine wiederkehren.
° (Es gibt in unserer Figur, d.h. fiir n 4,
~—0—@ I—. [

0O 00O

4 Gnomonezu 1. 3 Gnomonezu 3. 2 Cnomone

zu 5 und einen Gnomon zu 7 Steinen.)
Fig.9 Die Summierung der Kuben, die sich bei
den romischen Agrimensoren findet, ist sicher
den Griechien auch bereits bekannt gewesen. Das welit auch aus einer
Bemerkung des Nikomacmos (I1, 20) hervor, nach der die Kuben dureh
Summen ungerader Zahlen folgendermalien dargestellt werden kimnen:

1-1. 8 3 +5, 271=-7+9-11, 68 13 -15 17 -1u...
Denn daraus ergibt sich:

34203 4% =183 .5 7-9 11 13 1> 17 19 .10
(1 2.3~ 40,
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Allgemein ist in der Tat:
I L L IR T ot ) U SR SRS /E L

Das lalt sich nach AL-KARAGI, einem arahischen Mathemualiker des
10.-11. Jabrhunderts (vgl. seine ,,Al Fakhri™ genannte Algebra), der sich
auch sonst oft griechischer Methoden bedient, auf fizuralem Wege wie [olet
bheweisen :

Manp umgibt die 1 mit sukzessiven Gnomonen von den Breiten 2, 3, .. ., n.
(In der Figur 10 ist n = 3.)

Der Gnomon von der Breite 3hat z. B. die Linge
1+-2+34+2+1=9=3.3. Allgemein ist, R
wie wir wissen,
14248 im=1)  na(a=1)+ -

= 34+241 =22 3
Denn das ist ja gerade die Anordnung, die sich
bei FamBLICBOS unter dem Namen ,,Diaulos™ ¢
{and. Sachlich handelt es sich natiirlich um die 7

: Prei 1 12 3 4
Summe der beiden Dreieckszahlen 5 n(x - 1) ¢ K 10
1 . . . o . "lg. 4
und — (n — 1) n, die ein Quadrat »* ergibt.
Da nun der Gnomon die Breite n hat, umschlielit er » - 2* - »* Einheiten.
Die Gnomone unserer Figur stellen also die aufeinanderfolpenden Kubik-
zahlen dar, ihre Summe ist aber offenbar gleich dem Quadrat mit der Seite
1+2+3+ ...+ n Damit ist der Satz bewiesen. Die erwiihnten Be-
ziehungen zu IaMBLICHOS machen es sehr wahrseheinlich, daly dieser den
Beweis von ALKARAGT schon gekannt hat. Seinem ganzen Stil nach pufit er
aber in die altpythagoreische Zeit.

S
3. Dus ,,Epanthem'* des Thymaridas. (JAMBLICH. in Nicom. p. 62, 1X)

Unter dem Namen émwdvSnua (,,Uberbliite) des Pythagoreers Tuyya-
RIDAS (etwa zu PLATONs Zeit oder etwas frither) versteht man die foluende
Lisung eines Systems simultaner linearer Gleichungen.

Es seien n + 1 Unbekannte 2z, x,, @, ... x, und n ! 1 bekannte Grifien
“y, dy, dy . . . a,;s durch die Gleichungen verbunden:

T L Xy e X, -8, XX Wy,

Dann sind die Unbekannten gegehben durch:

Wy = Uy -t o) — s
(”xV? Ly 0 ! ",), " 3 T
n—1 ’

Lo - @a— 2, X, - U, —~ L.
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Diese Losung lalit sich durch folgende yfigoi-Figur (11) leicht gewinnen,
in der » = 4 genommen ist:

WeiBe Steine 4+ Schwarze Steine = Ganze horizontale Zeilen

76 © 6 006 0 0 & ooay Wy ooy
Z. oo _O..' (I I HOE N T Xy = A
300 Oll ® T Xy X - wy = a
4000 @00 00 P T
50 0 0/® @ ES Tb e u

Fig.11 ¥

Die x ersten Steine sind in allen Zeileu bis aul die erste weill, dic darauf

folgenden schwarz; in der ersten Zeile sind alle Steine schwarz.
Schwarze Steine: x-- @, - w0 w0y - 2, - X,
Weille Steine; (5 - 1) x,
Alle Steine zusammen: a, - a, + a, = @, + ..

Die weillen Steine sind alle Steine auler den schwarzen Steinen. Das be-
deutet, wenn wir statt 5 allgemein n setzen:

n—lz=a,+a,+a,+--+a,—s.
1 2 )

Das ist aber die oben angegebene Formel.

Die Methode der yfipoi-Figuren ist noch mancher anderer Anwendungen
fahig, von denen wir noch einige in Verhindung mit pythagoreischen
zahlentheoretischen Betrachtungen kennenlernen werden, denen wir uns
jetzt zuwenden.

B) Die Lehre vom Geraden und Ungeraden (Primitive Zahlentheorie)

1. Allgemeines

Die griechische Zahlentheorie mufl schon am Ende des 5. Jahrhunderts
eine betriichtliche Hohe erreicht gehabt haben, obwohl sie ihre abschlieBende
strenge Begriindung, wie sie uns heute im VII.—IN. Buch der euklidischen
,,Elemente“ vorliegt, wohl erst im 4. Jahrhundert, vielleicht durch THEATET,
erhielt. Das gebt daraus hervor,"dall Arcuyras (einer der letzten Pytha-
goreer, ein altexer Zeitgenosse PLATONs) einen in der Musikthenrie vor-
kommenden zahlentheoretischen Satz beweist (Fragm. d. Vorsokr. [Diels|,
ARCHYTAs A 19 = BoreTnivs. de mus. 111, 11), indem er sich auf einfachere,
schon als bekannt vorausgeselzte arithmetische Sitze stiitzt, so dall man
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den Eindruck gewinnt, es habe um jene Zeit (etwa um 400) bereits .luth-
metische ,,Elemente* gegeben.

Aber dieser entwickelteren Zahlentheorie, die die fundamentale Methode
der Auffindung des groBten gemeinsamen Teilers (,,Euklidisches Teiler-
Verfahren™) schon besessen haben mull, ging eine primitivere voraus, die
sich im wesentlichen aul die ,Lehre vom Geraden und Ungeraden® be-
schrinkt haben diirfte. Diese Lehre wird von PLATON Ofter erwihnt, und zwar
als etwas ganz Bekanntes, vielleicht schon zum Schulunterricht ('eh()ri&,es
sie wird von ihm als &piSunTiuny (fmoTnun), als ,,Zahlentheorie”, be-
zeichnet, im Gegensatz zur Aoy10Tixr), der blolen Rechentechnik.

Die Theorie der geraden und ungeraden Zahlen geht zweifellos auf die
pythagoreische Arithmetik zuriick. Sie hat einen spiten Niederschlag ge-
funden in den Sitzen IX, 2134 der ,,Elemente’, wozu auch noch der Satz
iiber die vollkommenen Zahlen 1X, 36 innerlich gehort, wie wir noch zeigen
werden. Es gibt aber auch veremzelte iltere Ubexhefemnnen im Fragment
B2 des Epmharm B5 des PHILOLAOS, in PLATONs ., Parmenides™ (143 de),
bei ARISTOTELES, Met. M 8, 1084, a4 usw.

Der eigentlichen Lehre vom C(ieraden und Ungeraden sollen einige Be-
merkungen iiber die pythagoreischen arithmetischen Grundvorstellungen
iiberhaupt vorausgeschickt werden, da diese fir die mathematische Denk-
weise des pythagoreischen Kreises sehr charakteristisch sind.

Die Eins wurde in friilhgriechischer Zeit nicht als Zehl angesehen. Noch
EURLID definiert (Kl VII, def. 1, 2) die Zahl (&p1Suds) als , Menge von
Einheiten* (novddwvy TARS0S), dle Eins selbst dagegen als ,,das, wonach
jedes Ding eines genannt wird*. Ahnlich soll THALES die Zahl als ,Gefiige von
Einheiten (pové&dwv oUotnpx), der Stoiker CHRYSIPPOS dagegen (im
3. Jahrhundert vor Christus) die Eins als die ,,Einermenge* (TrAfj90¢ v) be-
zeichnet haben (IaMBLICHOS in Nicom. p. 11, 2—10), analog der eudoxischen
Definition der Zahl als ,,begrenzte Menge'* (TAfiScs wpiouévov IaMBLICHOS
L. ¢. p. 10.17), nicht ohne iibrigens auf Widerspruch zu stoflen. Von einigen
Pythagoreern wurde die Eins als die Grenze zwischen den ganzen Zahlen
und den (echten) Briichen angesehen. Auch die Zwei wurde mitunter nicht
als Zahl erachtet. ((TamBLicHOS], Theologumena arithmeticae p. 9, 11f. [de
Falco].) Das hingt mit der Unterscheidung und Definition der geraden und
ungeraden Zahlen zusammen. Andererseits finden wir bei EURLID mitunter
(Fl 1X, 21-34) keinen Unterschied gemacht zwischen der Eins und den
anderen Zahlen.

Ein Fragment des PEILOLAOS (B5) sagt, es gebe zwei Arten von Zahlen,
ungerade und gerade (&pTioikai Treplocoi), zugleich mit einem Dritten, dem
Gerad-Ungeraden (&pTiomepirTdv), das aus einer ,,Mischung® (Synthese)
der beiden ersten entstehe. Von jeder der beiden Arten gebe es viele Formen.

NiromacHos (arith. I 7, 3—4) gibt verschiedene (angeblich) alte Defini-
tionen der geraden und ungeraden Zahl.

1. Eine gerade Zahl kann durch dieselbe Operation in die griliten (an
Ausdehnung) und kleinsten (an Zahl) Teile geteilt werden (niimlich in zwei
Hilften); wihrend die ungerade Zahl nur in zwei ungleiche Teile geteilt
werden kann. )
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2. Kine gerade Zuhl kann sowohl in zwei gleiche als auch in zwel ungleiche
Teile geteilt werden (auBer der urspritnglichen Zweiheit, die nur in zwei
cleiche Teile teilbar ist), aber ihre Teile miissen. wie sie auch zerlegt wird.
von gleicher Art sein (d. h. beide gerade oder beide ungerade); wihrend eine
ungerade Zahl in jedem Fall in zwei ungleiche Teile, auch der Art nach,
zerfillt.

Die Parenthese iiber die ,,urspriingliche Zweiheit* deutet daranf hin, dat
die Zwei frither nicht zu den Zahlen gerechnet wurde und hier noch, nachdem
der Sprachgebrauchsich g ;,ewandelt hatte, hinzugeliigt wurde. PLaTON jedoch
spricht schon von der Zwei als gerader Zahl (Parm. 143e¢).

Die Bedeutung des Ausdrucks ,,gerad-ungerade’ bei PHILOLAOS (I3 5) ist
nicht mit Sicherheit festzustellen. Es kann die Eins gemeint sein, die ja nach
den obigen Definitionen weder gerade noch ungerade ist, uber als Ursprung
der geraden wie der ungeraden Zahlen gewissermafien als potentiell gerade
und ungerade angesehen werden kann.

Es kann aber auch folgende Einteilung der Zahlen gemeint sein:

1. Gerade Zaklen, die lediglich in gerude Faktoren zerlegt werden knnen.
{(FugRLID nennt sie &pTidiig &pTiol udvov, ,.nur gerademal gerade’.) Es sind
die Potenzen von zwel, ,,die von der Zwei aus verdoppelten Zahlen™ (oi
&rrod SudSos SimAcotaléusvet).

2, Ungerade Zahlen, die lediglich in ungerade Faktoren zerfallen.

3. Gerad-ungerade Zaklen, die sowohl gerade als auch ungerade Faktoren
enthalten, das sind diejenigen geraden /qh]en die nicht Po len/en von zwel
sind (ARISTOTELES Met. M 8, 1084 a 4).

Spiter unterscheiden die Neupythagorveer (NinomMacuos arith. L8q4:
19.1; 110,1) (angeblich auf Grund alter Quellen) unter (3) noch zwei
verschiedene Gruppen.

3a. Die Zahlen, deren Hiilfte ungerade ist. Sie kinnen (vielleicht auf ver-
schiedene Weise) in einen geraden und einen ungeraden Faktor zerfallen,
sind also ,lediglich gerademal ungerade™ (&pmi&iis mepiocol udvov nach
EukLip). NIKOMACHOS nennt sie ,.gerademal ungerade” (&pTiomépiooot).

3b. Die Zahlen, die eine gerade Hilfte haben, aber keine Zweierpotenzen
sind. Sie konnen sowohl in zwei gerade als auch in einen geraden und
einen ungeraden Faktor zerlegt werden. Bei EURLID heiflen sie ,,gerademal
gerade und gerademal ungerade‘* (&pTidxis GpTiol kal dpTidris Tepiooci),
bei N1ROMACHOS ,,ungerademal gerade'’ (TrepioodpTiol), eine Bezeichnung,
die einen willkiirlichen Eindruck macht. (Vielleicht eigentlich Trepioodxkis
gpTiais &pTiot?)

Die Primzahlen (mpitor &piSuoi) werden zuerst in einem erhaltenen
Fragment des Speusipros, das aber bis auf PuILoLaos zuriickgeht, cr-
withnt (Pa1LoLaos A 13 {Diels): Theolog. Arithm. [Ast] p. 62). Sie sollen von
TuyMaripas ,geradlinig' (eSuypauuikoi) genannt worden sein, weil sie
nicht in Form eines Rechtecks figuriert werden konnen, sondern nur als
eine Punktreihe sich darstellen lassen. Der Primzahlbegriff wird auch im
Sutz iiber die geraden vollkommenen Zahlen (Evgrip, ElL IN. 3i6) ver-
wendet (s 0. X, 401,
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Unter Primzahlen werden oft nur dic ungeraden Primzahlen verstanden
withrend der Zwei cine Sonderstellung cingeriiumt wird. Sie heiBt etwa bei
TueoN von Smyrna ,,quasi-ungerade (mepioooadiis), da sie nicht durch
2 teilbar ist. Doch nennen AristoTELES (Top. © 2:p. 1574 39) und Evynm
dic Zwei eine Primzahl.

Auch der Begriff der relativ primen Zahlen mufl schon alt sein, da er z. B,
fir die Definition eines unkiirzbaren Bruchs notwendig ist, dev spiitestens
am Ende des 5. Jahrhunderts bekannt ist.

Bemerkenswert sind ferner die Begriffe der ,,vollkommenen®* und der
. befreundeten‘‘ Zahlen.

Vollkommen heiBlt eine Zahl, die der Summe ihrer echiten Teiler (ein-
schlieBlich der Eins) gleich ist, wie z.B. 6 - 1 + 2 + 3,28 =142+ 42
- 14», 496 =1+2 4 +8+16+31-62- 124 248 (Jhmmn Kl \Jl,
def. 2

Befreundet heillen dagegen zwei Zahlen, wenn jede der Sunnme der
{echten) Teiler (einschlieBlich der Eins) der anderen gleich ist, wie 7.13.
220 =1 "_——1-— 71+142 und 254 —1 2 4 +5 =10 11 24

22 + 44 — 55 ~- 110 (IamBLICHOS im Nicom. p. 35, 1-7).

Ob es ung\el ade vollkommene Zahlen gibt, ist bis heute nicht bekannt; fiir
verade vollkommene Zahlen gab EUELID eine Konstruktion (Ll 1X, 36),
die nach lamsLicHos, der freilich keinen Beweis dafiiv bringt, alle geraden
vollkommenen Zahlen liefert. KErst EvLEr hat diese Tatsache bewiesen: der
Beweis 1&f3t sich indessen auch mit rein antiken Mitteln fithren. Der eukli-
dische Satz ist die Kronung des merkwiirdigen SchluBabschnitts des
1X. Buchs der ,,Elemente’ (21—34), der die alte ,,pythagoreische™ lehre
vom Geraden und Ungeraden, allerdings nicht mehr in ganz reiner Form,
enthalt; nach antikem Brauch wird er als Nachtrag am Eude der viel weiter
gehenden arithmetischen Biicher gebracht, offenbar infolge seines histo-
rischen Interesses. Da diese kleine Theorie ein einfaches, leicht verstind-
liches Beispiel griechischen mathematischen Denkens darstellt, sei sie hier
kurz skizzierty

2. Die Lehre vom Geraden und Ungeraden
im IX. Buch der euklidischen , Elemente

Die Theorie beginnt mit folgenden Definitionen:
1. Eine gerade Zahl ist eine in zwei gleiche Teile teilbare.
2. Eine ungerade Zahl eine solche, die nicht in zwei gleiche Teile geteilt

werden kann, oder eine solche, die sich von einer geraden um eine Einheit
unterscheidet.

3. Gerademal gerade heiit eine Zahl, die durch eine gerade Zahl geteilt cine
cerade Zahl ergibt.

4. Gerademal ungerade eine solche, die durch eine gerade Zahl eteilt eine
ungerade ergibt.

5. Ungerademal ungerade eine solche. die durch eine ungerade Zahl veteilt
cine uneerade ervibt,
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Dann folzen einige ganz einfache Sétze.

Satz 21. Wenn beliebig viele gerade Zahlen addiert werden, wird die Summe
zerade sein.

Denn jede einzelne Zahl hat eine Halfte, ihre Summe also auch, nimlich
die Summe der Hiliten der einzelnen Zahlen.

Sutz 22. Wenn beliebig viele ungerade Zahlen addiert werden, ihre Anzahl
aber gerade ist, ist ihre Summe gerade.

Denn wenn man von jeder von ihnen die Einheit wegnimnt, bleibt je eine
gerade Zuhl ibrig (Def. 2). Die Anzahl der weggenommenen Einheiten ist
gerade. Also ist nach Satz 21 die Summe der urspriinglichen Zahlen gerade.
Satz 23. Wenn die Anzahl der ungeraden Zahlen ungerade ist, ist ihre Summe
ungerade. ,

Denn zieht man von der letzten Zahl die Einheit ab, so ist der Rest
gerade. Die iibrigen Zahlen sind eine gerade Anzahl, ihre Summe also nach
Satz 22 gerade. Sie ergibt demnach zum Rest addiert eine gerade Zahl
(Satz 21), daher nach Wiéderhinzufiigung der Finheit eine ungerade (Def. 2).

Ganz ihnlich lassen sich die folgenden Siitze 24—27 beweisen:

Satz 24. Wenn eine gerade Zahl von einer geraden abgezogen wird. ist der
Rest gerade.

Satz 25. Wenn eine gerade Zahl von einer ungeraden abgezogen wird, ist
der Rest ungerade.

Satz 26. Wenn eine ungerade Zahl von einer ungeraden ahgezogen wird,
ist der Rest gerade.

Satz 27. \WWenn eine ungerade Zahl von einer geraden abgezogen wird, ist der
Rest ungerade.

Es folgen nun etwas schwierigere und bedeutungsvollere Siitze, die den
eigentlichen Kern der Theorie bilden.

Satz 28. Eine ungerade Zahl (a) mit einer geraden (b) multipliziert ergibt
cine gerade Zahl.

Denn wenn a mit b multipliziert ¢ ergibt, so besteht ¢ aus so vielen
gleichen Zahlen b als « Einheiten enthalt; b ist aber gerade, ¢ daher die
Sumumie einer Anzahl von geraden Zahlen, also nach Satz 21 gerade.

Sutz 29. Kine ungerade Zahl mit einer ungeraden multipliziert ergibt eine
ungerade Zahl.
Beweis dhnlich wie bei Satz 28 (mit Hilfe von Satz 23).

Salz 30. Wenn eine ungerade Zahl eine gerade teilt. so teilt sic auch deren
Hilfte.

Denn wenn die ungerade Zahl « die gerade ¢ teilt, so moge sich ¢ ergeben.
Es ist also - ¢ = g. Wére nun ¢ ungerade, so wire nach Satz 29 g ungerade,
gegen die Voraussetzung; u teilt also g gemiB einer geraden Zahl, sie feilt
also auch ihre Hilfte.

Sutz 21. Wenn eine ungerade Zahl zu einer Zahl (relativ) prim ist, so st sie
auch prim zar doppelten Zahl.
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Denn es set die ungerade Zahl « prim zu ¢. Wiire nun « nicht prim zu 2¢,
so hitten % und 2¢ einen gemeinsamen Teiler d. Da u ungerade ist, miifite d
es auch sein, also, da es 2c¢ teilt, nach Satz 30 auch ¢ teilen; « und ¢ hitten
also gegen die Voraussetzung einen gemeinsamen Teiler.

Satz 82. Die ans 2 durch (fortgesetzie) Verdoppelung erhaltenen Zahlen
(d.h. die Potenzen von 2) sind lediglich gerademal gerade.

Denn, daB alle diese Zahlen gerademal gerade sind. ist aus ihrer Ent.
stehung klar. Sie haben aber auch keinen ungeraden Teiler. Denn alle un-
geraden Zahlen sind prim zur Zwei, also nach Satz 31 prim zu allen daraus
durch fortgesetzte Verdoppelung entstandenen Zahlen.

(Det euklidische Beweis ist hier verwickelter und geht auf frither von ihm
bewlesene Sitze der allgemeinen Zahlentheorie zurtick. Er kann daher keinen
Bestandteil der alten lLehre gehildet haben.)

Suatz 33. Wenn eine Zahl eine ungerade Hiilfte hat, ist sie lediglich gerademal
ungerade.

Denn, dali sie gerademal ungerade ist. ist offenbar. Wenn sie aber auch
gerademal gerade sein konnte, miifite sie von einer geraden Zahl nach einer
veraden gemessen werden; es wiire also auch ihre Hiélfte durceh eine gerade
Zahl teilbar, gegen die Voraussetzung. (Der letzte Schlui) lifit sich leicht an
einer yfjpol-Figur veranschaulichen.)

Satz 34. Wenn eine Zahl weder eine von der Zwei aus verdoppelte ist, noch
eine ungerade Hilfte hat, so ist sie sowohl gerademal gerade als auch
gerademal ungerade.

Daf sie gerademal gerade ist, leuchtet ein; denn sie hat ja keine ungerade
Hilfte. Dall sie aber auch gerademal ungerade ist, sieht man, wenn man
die Zahl halbiert, ihre Hélfte wiederum halbiert und dies so lange fortsetat,
bis man zu einer ungeraden Zahl (die von 1 verschieden ist!) kommt.
Wiirde man nimlich nicht auf eine ungerade Zahl stoflen, so stiefle man
schliefllich auf die Zwei. Dann aber wire die Zahl, die forizesetzt halbiert
wurde, eine von der Zwei aus verdoppelte, was gegen die Voraussetzung ist.

Duas ist im wesentlichen die ,,Lehre vom Geraden und Ungeraden®. Sie
scheint sehr primitiv, gestattet aber doch verschiedene, durchaus nicht
triviale Anwendungen, von denen wir im folgenden zwei bringen.

3. Der euklidische Satz iber die vollkominenen Zahlen

Evkrip, Elemente X1, 36. Wenn von 1 beginnend durch Verdoppelung
eine Reihe von Zahlen aufgestellt wird und ihre Summe eine Primzahl
ergibt, so ist ihr Produkt mit der letzten Zahl eine vollkommene Zahl.

(Der euklidische Beweis ist nicht der urspriingliche, sondern beruht aunf
einer ganzen Anzahl von in den vorausgehenden arithmetischen Biichern
bewiesenen zahlentheoretischen Sitzen, wihrend die Siatze 1X, 21--34 keine
Verwendung finden. Es ist jedoch maglich, den Satz auf Grund der alten
Lehre vom Geraden und Ungeraden zu beweisen, deren Kronung er doch
offenbar bildet. — Bemerkenswert ist das Auftreten deés Begriffes der
Primzahl.)

4 7136 PBecker, Math. Denken
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Beweis

Es seien die Zahlen 1, 2,22, ., 2"~ vorgelegt. und ihre Summe ergebe
einec Primzahl, z. B, 1,2,4(1 -2+ 4 ="7) oder 1.2,4,8,16 (1 -2+ 4
-~ 8 + 16 = 31). Dann ist ihr Produkt mit der letzten Zahl 27-1 (also in
den Beispielen: 7 -4 = 28 bzw. 31 : 16 = 496) eine vollkominene Zahl.

In der Tat lassen sich simtliche Teiler der Zabl (1 — 2 - 4 = ... — 2" 1)
20" = 2"t wo 1+ 2+, .+ 2= p eine Primzahl ist, unschwer
angeben. Es sind:

1,2,22,,,2-22-7 2.B.1,2,4 bzw.1.2.4,8.16
p,2p,2%2p...2"%p z.B. 7,14 Dbzw. 31,62.124, 248,

Gibe es namlich einen ungeraden Teiler w aufler p (und der Linheit), so
miiBite er, nach Satz 30, auch die Halfte von 2*~1p teilen und davon wieder
die Hélfte und so fort, bis man schlieBlich zur Hilfte von 2p kiime, d.h. zu
p selber. Aber das ist ungpoglich, denn « kann die Priinzahl p nicht teilen.
Aber auch ein Teiler d, bei dessen fortgesetzter Halbierung man auf eine
ungerade Zahl u’, die von p (und 1) verschieden wire, stiele, ist unméglich,
Denn es wiire ja die ungerade Zahl u’ als Teiler von d auch ein Teiler von
2"-1p, was unmoglich ist, wie zuvor gezeigt. Es bleiben also nur die (ge-
niigend kleinen) Zahlen iibrig, die bei fortgesetzter Halbierung p oder 1
ergeben, d.h. die von 1 oder p aus verdoppelten Zahlen, wie wir sie bereits
simtlich angefiihrt hatten. Denn die néichste Zahl der oberen Reihe wiire
2", die offenbar 2"-1p nicht teilt, und die nichste Zahl der unteren Reihe
ist 271 selber.

Die Summe der angefiihrten simtlichen Teiler 148t sich leicht berechnen.
Es ist namlich:

(A+2+22 4.5 27+ (p+2p+ 2p
PP 2P Bpiee 2 ip = 20lp,
Die Summierung der letzten (geometrischen) Reihe ist sehr einfach, und

man braucht dazu nicht die allgemeine Summenformel fiir die geometrische
Reihe, die EvrLID in 1X, 35 beweist. Es ist nimlich offenbar:

P+P=2p 2p+2p=4p. 4p+dp -8p, ...2"%p 2 Ep 2ip,

Man kann diese Summierung (fir 1+ 1+ 2 + 224 ...) natiirlich auch
mittels einer yfjgci-Figur durchfiihren, worauf hier nicht mehr eingegangen
sei, ebensowenig wie auf den Beweis der Umkehrung des Satzes: Jede gerade
vollkommene Zah! 1iBt sich durch die euklidische Vorschrift erzeugen.

4. Beweis fiir die Irrationalitit der Quadratwurzel aus 2

Wie und wann die Inkommensurabhilitit der Seite und Diagonale des
Quadrats zuerst bewiesen wurde, und ob ihr vielleicht die Entdeckung der
Inkommensurabilitit von Seite und Diagonale des reguliren Pentagons
vorausging (wie K. v. FrRITz meint). ist noch ungeklirt. Wir kommen noch
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spiter darauf zuriick. Jedenfalls scheint |2 die erste Wurzel zu sein, deren
Irrationalitit arithmetisch bewiesen wurde, Und zwar iiberliefern die
meisten Euklidkodizes am Ende des X. Buchs der ,,Elemente’* als Nachtrag
einer spiteren Hand einen ,.alten Beweis™, der darauf hinausliuft, dabi,
wenn Quadratseite und -diagonale konunensurabel wiiren, dieselbe Zahl
gerade und ungerade wiire. Auf einen derartigen Beweis spielt auch ArisTo-
TELES au (Anal. prior. 1, 23 p. 41a, 26-27).

Jedoch ist der in den EukLID-Handschriften {iberlieferte Beweis ebenso-
wenig wie der euklidische Beweis fiir den Satz 1X, 36 mit den primitiven
Mitteln der Lehre vom Geraden und Ungeraden gefiihri, sondern setzt im
Grunde die zahlentheoretischen Fundamentalsitze von der eindeutigen
Darstellung eines Bruches durch relativ prime Zahlen voraus. Auch kann
der Beweis leicht auf andere Wurzeln iibertragen werden, so dull es unver-
standlich bliebe, daB eine solche Ubertragung nicht stattgefunden hat.
(THEODOROS von Kyrene hat, nach Pratox [Theiitet, 147dff.] die Irratio-

. 5 = T . S i
nalitat von |3, '3, ... |17 einzeln bewiesen. Da |'2 nicht erwithnt wird,
ist anzunehmen, daB fiir diesen Fall allein der Beweis schon {rither geliefert
wurde.)

Nun ist aber in der Tat ein primitiver Beweis, der die wiipoi-Methode
benutzt, méglich, und wir geben ihn jetzt neben dem ,.euklidischen” an.

I. Der ,.enklidischest Beweis (in freier Wiedergabe)

Es sei a:b das Verhiltnis von Diagonale und Seite des Quadrats, in
kleinsten Zahlen, die demnach relativ prim zueinander sind, so dafl eine von
ihnen gerade, die andere ungerade ist*. (Dafl diese Darstellung des Ver-
hiltnisses immer erzielt werden kann, wird in den Elementen der Zahlen-
theorie bewiesen.) Es ist 2 = a?: b2 oder 2b% = a*. Nun ist entweder a oder
b, also entweder a? oder b% ungerade. Wire a® ungerade, so wire es der
geraden Zahl 25?2 gleich, was unméglich ist. Ist b aber ungerade. so mul} a

™~ . . 1 ,. o .
gerade, also a? durch 4 teilbar sein. - a®ist also noch durch 2 teilbar. Es ist
aber b? = —;»az, also wiire wiederum eine ungerade Zahl (b?) einer geraden

(% a2) gleich. was absurd ist.

1. Primitiver Beweis

Es sei wiederum a? = 202, wobei jetzt @ und b nicht prim zueinander zu
sein brauchen. Man denke sich die Zahl ¢? einmal und die Zahl b? zweimal
mit Steinchen ausgelegt. Nun teile man, sofern und solange dies moglich ist,
die Quadrate in 4 Teile, die Teilquadrate wieder in 4 Teile usw. Dies mull
einmal ein Ende haben. (Denn die Vierteilung geschieht durch Halbierung
der beiden Quadratseiten, vgl. den Gedankengang des Beweises von X, 34.)

5 Es ist hinreichend, daB a und b nicht beide durch 2 teilbar sind, was durch
succesgive Halbierung leicht erreicht werden kann, da dadurch sich das Ver-
hiiltnis @:b nicht éndert. So bleibt man ganz im Rahmen der primitiven ,.dya-
dischen‘® Arithmetik.

4*
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274

Dabei sind verschiedene Fille moglich:

1. Man kommt zuerst oder gleichzeitiz mit der rechten Seite auf der
linken Seite zu einer ungeraden Zahl a’. Rechts stehen dann auf jeden Fali
swei Zahlen b’ + & = 2 b', also eine gerade Zahl. Das ist unmdglich.

9. Man hat links noch eine gerade Zahl a’', withrend rechis die Teilung
in zwei ungeraden Zahlen b”+ b” endet. Da die gerade Zahl a” links ein
verades Quadrat ist, ist sie durch 4 teilbar, ihre Halfte ist also noch gerade.
Rechts aber steht die Zahl 207, deren Hiilfte ungerade ist. Teilt man also
heiderseits durch 2, so kommt man auf einen Widerspruch.

Foll 1

§ = + oder

a = 5 + b a’ = 7] T o

Fall 2

n\+\\kqaot = 7

o = & + b fa = b
Fig. 12

Die dem Beweisgang entsprechenden Figuren (mit Steinchen ausgelegt
zu denken) sind folgende (die schraffierten Quadrate sind ungerade, die
viergeteilten gerade); die Figuren stellen das Stadium dar, in dem eine
weitere Vierteilung unmoglich wird (vgl. Fig. 12).

11I. MATHEMATIK DES 5. JAHRHUNDERTS
a) Die quadratische geometrische Algebra der Pythagoreer

1. Pythagoreische Zahlen (Rationale rechtwinklige Dreiecke)

Die sogenannten ,,pythagoreischen Zahlen“ sind Zahltripel, die die
Seitenlingen eines rechtwinkligen Dreiecks darstellen konnen. Nach dem
sogenannten ..pythagoreischen Lehrsatz”, der aber schon den Babyloniern
und durch diese den Indern des vorgriechischen Altertums bekannt war, ist
in jedem rechtwinkligen Dreieck die Swmme der Quadrate iiber heiden
Katheten gleich dem Quadrat {iber der Hypotenuse. Aber nur in besonderen
Fiillen lassen sich die gevenseitigen Verhiilinisse der Seiten in ganzen Zahlen

ansdritchon. windich wenm 2 - U2 = ¢2 wo o, L. e natiivliche Zablen sind.
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Der einfachste Fall ist das Zahlentripel 3 4 5 und natiirlich seine Vielfachen
6810, 91215 usw. Weitere aus Babylonien und Altindien bekannte
Beispiele sind: 51213, 724 25; 8 15 17, 12 35 37; 20 21 24. Man bemerkt,
dali die beiden letzten Ziffern um 1 = 1%, 2 =2 .12 § = 2 . 2? differieren.

Wie findet man solche pythagoreische Zahlen? Gibt es ein Verfahren, wm
sie simtlich zu bestimmen? Die Antwort auf diese Fragen fiihrt auf Be-
trachtungen, die einen Ubergang von der geometrischen (yfigoi-) Arithmetik
der Pythagoreer zu ihrer eigentlichen geometrischen Algebra bilden.

Aus der Lehre von den figurierten Zahlen ist der Begriff des (Gnomons
bekannt. Legt man einen Gnomon um ein aus Steinchen gebildetes Quadrat,
so erhilt man wiederum ein solches, wobei der Gnomon eine ungerade Zahl
von Steinen enthilt. Man erhilt nun offenbar drei pythagoreische Zuhlen,
wenn man dafiir sorgt, dafl der Gnomon ein (notwendig ungerades) Quadrat
ist. Man braucht also nur aus der Reihe der Differenzen der Quadratzahlen
die Quadrate herauszusuchen; die ersten sind offenbar % und 25:

1 4 9 16 25 ... 100 121 144 169 ...
3 5 7 9 21 23 25 ...

Als0:9 - 16 =25 d.h. 3> - 42 =52 und 25 = 144 = 169 d.h. 5%~ 127 13%,
Bei dieser Konstruktion hat der Gnomon die Breite 1. Die allgcemeine
Regel ist in diesem Falle die folgende. Geht man aus von #*, so ist der

Gnomon 27 + 1 = m® zu setzen. Demnach ist n = — (m*-— 1) und » + 1

= ._MA,S,H_JHV. Die pythagoreischen Zahlen sind also ,.Wi::,ml; m,

!wn (m? + 1). Dabei ist m als ungerade anzunehnien.
Diese Regel wird in der Tat von ProELos (in EUKLID p. 487, 7—21) den
Hu%@m..mowmmg Ncmmmor.&awmb (vegl. Fig. 13). 7 71

Weitere .pythagoreische Zahlen erhilt
man, wenn man fiir den Gnomondie Breite 2
wéhlt., Hier ist der Gnomon 2% + 4 + 2n
= 4(n + 1); er ist also ein Quadrat, wenn
#+1=m? er selbst mithin (2m)* ist.
Dannist n =m? —1, n + 2 =m? +1; die
pythagoreischen Zahlen demnach: 2m,
m2—1,m2+1(z.B.8=2-4,15=42 -1,
17 =42+1).

Diese Regel wird von ProxLos(in EvkLip 7
p-428,21-429, 8) dem PraTox zugeschrie- 7
ben, ist aber sicher viel dlter. (Man kann sie
iibrigens auch erhalten, indem man vom
Quadrat mit der Seite % einen Gnomon von der Breite 1 abzieht und ihm
einen ebensolchen hinzufiigt; die beiden Gnomone sind dann 2n -1
und 27 + 1, thre Summe 47, welche ein Quadrat sein mull, was n - m?,
4n = (2m)? ergibt, wie zuvor.) ‘

Man kann diesen (Gedankengang verallgemneinern, indem man fir die
Breite des Gnomons eine doppelte Quadratzahl 2s* wihlt. Er betrigt dann,

Fig.13
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zwischen den Quadraten n? und (n <+ 2s%)? ae]egen, 2620 < 2820+ 4s' =

1s2(n+ s?). Brist ein Quadrat, wenn n + &2 = m?, also n = m? — s* ist, und hat
selbst den Wert 4s2m2 = (2sm)%. Endlich ist n — 282 = m? + &% so daB man
die pvthdcrorelschen Zahlen 2sm, m? - s2, m? - s* erhalt. Sind m und s, also
auch m? und s? beide gerade oder beide ungerade, so sind m? - s* und
m? + s2 auch gerade Zahlen; man kann dann also a]le drei pythagoreische

a1 .
Zahlen durch 2 teilen und erhdlt auch noch s, 7) (m* — §%), 5 (m? + §%)

als solche, auBerdem aber natiirlich alle ganzzahligen Vielfachen (vgl. ¥ig. 14).
Tatstichlich hat man damit bereits die allgemeinste itberhaupt geltende
Regel fiir pythagoreische Zahlen gewonnen, wie spiter Evkuip (ElL X, 28
Lemma) bewiesen hat. Auch dieser Beweis konnte auf dltere Zeiten zuriick-
gehen. Der Beweis, den EURLID auf einen Satz (11, 6) seiner geometrischen
Algebra stiitzt, ist in freier Wiedergabe etwa folgender.
Es sei uv=c*— b2~ (c+b)(c—8), wo u=c¢+ib, v=c--b; also

[

c=5{u+v),b= 1 = (u 3 v). Auf dafl »2 ein Quadrat sei, miissen » und v

92
entweder selbst Quadrate oder wenigstens ,,ihnliche ebene Zahlen™ sein,
d.h. solche, die durch #hnliche (gleich proportionierte) Rechtecke figuriert
werden konnen (VIIIL. 20). Thre Seiten
mogen sich wie k zu [ verhalten, also
etwa u = km - lm und v=*%ks - ls sein.
2s? 2ns? 454 Es ist dann wv=k22m%s?. Die drei
pythagoreischen Za-hlen sind offenbar
],/uv, b,¢ also klms, — 5 (klm2 k1s?),
Lkl - kls?).
n n? 2nst (Es sei noch der Beweis von
) El VIIL, 20 nachgetragen: ,,Wenn zwei
Zahlen g, b multipliziert eine Quadrat-
zahl ¢* ergeben, sind sie #hnliche
Fig. 14 ebene Zahlen.” Denn wenn ab = ¢2,
ist a:c = ¢:b. Die kleinsten Zahlen iin
Verhéltnis «:cseien m, nund esseia == mz, ¢ = nz Dannist auch ¢c:b=m:n
undesseic=my,b=ny. Mithinist my == nz oder m:z = n: y, @ und b sind
also dhnliche ebene Zahlen, denn m - z und = - y sind gleich proportionierte
Rechtecke.)

Die vorstehende Betrachtung 1a8t sich nach K. M. BrRuins und B. L. van
DER WAERDEN® auf eine bereits babylonische Berechnung rationaler Seiten
rechtwinkliger Dreiecke zuriickfiithren, die in einem Tabellentext ,,Plimp-
ton 322 enthalten ist. (O. NEUGEBAUER® denkt sich die babylonische
Betrachtung mehr nach Art der oben vorgefiihrten Gnomone durchgefiihrt.)

n 2st

§B. L. Lu. DER WAERDEN, Erwachende Wissenschaft, Basel und Stutt-
cart. 1946, 8.125-128.

0. ‘\Em;mx,\m:n, The exakt sciences in Antiquity, Kopenhagen 1951, 8. 35
bis 39, 49-52,
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Wenn man namlich die eine Kathete des rechtwinkligen Dreiecks gleich 1
setzt und dann die Bedingungen dafiir sucht, dafl die andere Kathete { und
die Hypotenuse ¢ rational werden, kommt man zu der (ileichung:

l=c?~W=(c+l)(c-0b).

Es miissen dann ¢ 4+ b und ¢ — d zwei reziproke Briiche sein, etwa p/q und
q/p (wo p,q relativ prim), so dafl man hat:

cb o B c—b-L,
q p
woraus sich ergibt
c :l(ﬁ n _’]‘) P b - _]_(2 .‘L) G
2 P 2pq | 2\¢ p, 2pyq

Man erhilt damit die drei ,,pythagoreischen Zahlen® (u.U. Briiche!)

1 P-¢ Pty

Spg  2pg

oder nach Multiplikation mit 2 pg die ganzen Zahlen:

2pgq, P — ¢, Pt g.

Das ist genau die Evrripische Losung, die sich dauit als notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Rationalitit der drei Dreiecksseiten
erweist. EvkrLiDs Methode ist komplizierter, weil er sich nach Art der
klassischen griechischen Mathematiker auf die Betrachtung genzer Zahlen
beschrankt; DiorrANT denkt hieriiber anders, denn er steht noch in alt-
orientalischer Tradition.

2. Ubergang 2ur geomelrischen Algebra:
Der pythagoreische Lehrsatz

Die altindischen (ieometer, die Verfasser der Sulva-Sutra, operierten
auf einem in Quadrate eingeteilten Boden, bedienten sich also eines Ver-
fahrens, das der frithgriechischen geometrischen Arithmetik, die mit Stein-
chen arbeitet, gleichwertig ist. Es findet sich bei ihnen auch eine klare
Beschreibung der Bildung eines Gnomons, obwohl sie ein entsprechendes

Fachwort nicht besitzen. Im Apastamba Sulva-Satra heift es (111, 9):
.Man fiigt das, was man mit der jeweiligen Verlingerung umzieht, an zwel
Seiten hinzu und an der Ecke das Quadrat, welches durch die betreffende
Verlingerung hervorgebracht wird.*

Die alten Inder und schon die Babylonier benutzten fortgesetzt den
.-pythagoreischen Lehrsatz‘‘, und zwar allgemein, d.h. auch fiir den Fall,
daB einige Seiten der Dreiecke irrational sind, Wie ist der Satz begriindet
bzw. seine Benutzung gerechtfertigt worden?
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In Indien findet man keine Begriindung in antiker Zeit; in Babylonien
wibt es in einem Keilschrifttext eine Figur (15), die zum Beweis im Sonder-
fall des cleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks dienen kann. Es ist
dieselbe, die in der beriihmten Sklavenszene des platonischen Dialogs
~Menon™ (82b—83b) den geometrischen Erdrterungen des SOKRATES zu-
giunde gelegt wird. Aile Seiten eines Quadrats
werden halbiert und die Teilpunkte zu einem
zweiten Quadrat verbunden, das halh so grofi
ist wie das Aunsgangsquadrat.

In einem alten chinesischen Kalenderwerk,
dem Chou-pei Suan-chin, wird die sogenannte
. Tigur des Seiles™ beschrieben, die im folgenden
wiedergegeben ist (Fig. 16, !7). Der Name der

Figur kénnte auf die Sulva-Sutra, die ., Seil-
. Regeln®, hindeuten.

Fig.15 * Ein Quadrat ist in 7-7 kleine Quadrate ge-

teilt ; thm ist ein zweites Quadrat eingesehrieben,

dessen Ecken die Seiten des ersten Quadrats im Verhdltnis 3:4 teilen.

Das eingeschriebene Quadrat entsteht durch Wegnahme von vier halben

oder zwei ganzen Rechtecken 3 -4, enthilt also 49 — 2 .12 == 25 kleine

Quadrate (Fig. 16). Teilt man die Fliche des grofien Quadrats in anderer

,

=4 li ﬁ
{ I ’
I ) N 1
A Y. v
\\ /
Fig. 16 Fig. 17

Weise (Fig. 17), doch wiederum so, dall zwei Rechtecke 3 -4 abgezogen
werden, so behdlt man zwei Quadrate 3 -3 und 4 - 4 iibrig. Arithmetisch
ist dies selbstverstindlich; geometrisch bedeutet es, daB das Quadrat 5 -5
ither der Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks mit den Seiten 3, 4, 5
flichengleich ist der Summe der Quadrate 3 -3 und 4 - 4 iiber den beiden
Katheten.

Die chinesische Figur betrifft nur den speziellen Fall des Dreiecks it den
Seiten 3, 4, 5; aber die Betrachtung gilt offenbar ganz allgemein, sowoh] fiir
rationale als auch fiir irrationale rechtwinklige Dreiecke, sie stellt einen ganz
allgemeinen ,,Zerlegungsbeweis™ fiir den pyvthagoreischen Lehrsatz dar, der
sich librigens auch bei dem arabischen EvgLID-Kommentator ANNATRIZI fin-
det. Ahnliche Figuren hat auch die spitere mittelalterliche indische Geo-
metrie.
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Ein derartiger Zerlegungsbeweis mul also in vorgriechischer Zeit in der
oder jener Form vorhanden gewesen sein. Auch Kukrip bringt (ElL I, 47)
einen Zerlegungsbeweis, aber von anderer Art, der von PROKLOS in scine:n
Nommentar zur Stelle auch ausdriicklich
ihm selbst zugeschrieben wird. Nun hat
Everipim VI. Buch (31) noch einen ganz
verschiedenen Beweis mittels Propor-
tionen, der sich allerdings auf einen
allgemeineren Satz, bei dem irgendwelche
zueinander #shnliche Figuren iiber den
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks ver-
glichen werden, bezieht.

Das Charakteristische aller dieser Be-
weise ist,daB das Quadrat iiber der Hypo-
teruse durch die verlingerte Hoéhe auf
sie in zwei Rechtecke geteilt wird, die

einzeln den Quadraten iiber den Katheten g—“‘(‘;““

IS

gleich sind. EvkLID macht in 1, 47
von Proportionen grundsdtzlich keinen
Gebrauch, offenbar, um die Elemente der Geometrie von einer schwierig
zu begriindenden allgemeinen, d. h. auch fiirirrationale Verhiltnisse zeltenden
Proportionenlehre unabhingig zu machen. Die Fliachengleichheit des Qua-
drats iiher AC und des Rechtecks AFGE wird z. B. durch die kongruenten
Dreiecke 4 BD und AEC vermittelt (Fig. 18).

Der iltere Beweis, der die Proportionenlehre naiv benutzt, geht davon
aus, daB die rechtwinkligen Dreiecke 4 BC, ACF, C'BF (in denen die Winkel
bei 4 und B iibereinstimmen) fihnlich, ihre homologen Seiten also propor-
tioniert sind (Fig. 19).

Esist: . AF:AC =AC:AB und  BF:BC= BC:4B
d.h. T 40°= AF-AB und BCz—= BF-AR
also A4C*+ BC® = AF-AB+ BF - AB = (AF + FB) AB = AB".

Der euklidische Beweis in I,47 ist offenbar eine Abwandlung dieser
Argumentation ; in VI, 31 wendet EvELID die Sache etwas anders. Ahnliche
Figuren verhalten sich wie die Quadrate
ihrer linearen (homologen) Dimensionen, c
also, sofern sie iiber den Seiten von ABC
(den Hypotenusen der Dreiecke A BC, CAF,
BCF) errichtet sind, wie AB?, AC?, BC-
Die dhnlichen Dreiecke ABC, ACF. (' BF
sind also auch diesen Quadraten propor-

Fig b

tional, d.h. diese unterscheiden sich von 4 F 8
ihnen lediglich durch einen und denselben Fig. 19

Proportionalitiitsfaktor, sagen wir m. Er ist .
demnach AB2=m - ABC, AC? = m - ACF, B(® - - CBF. Nun ist offen- .
bar: ABC = ACF — (' BF, mithin AI* — M(* . BC?
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3. Lunulue Hippocratis

Simplicius in Aristot. Physica p. 60, 2265, 32 Dicls

An die letzten Betrachtungen zum pythagoreischen Lehrsatz kann
zwanglos die Quadratur der Méndchen durch HirrocraTEs von Chios an-
geschlossen werden. Denn in ihnen wurde das Drinzip verwendet, dall
ihnliche Figuren sich wie die Quadrate ihrer linearen Dimensionen ver-
halten. Auf diesem Grundsatz beruhen aber auch die hippokratischen
Uberlegungen, die deshalb historisch besonders wichtig sind, weil sie sich in

¢ dem &ltesten Stiick 7mammenhanfrender
mathematischer Theorie, das wir besitzen, dem
Bericht des AristorrLisschillers EupEmos
von Rhodos iiber HIPPOKRATES in seiner
verlorenen ,,Geschichte der Ceometrie”, er-
halten haben.

Zunichst hat HiproERATES nach dem eude-
mischen Bericht gezeigt, dal Kreise sich wie
Quadrate ihrer Durchmesser verhalten und
dhnliche Kreisteile (Sektoren und Segmente) ebenfalls. Die Quadraturen der
Mondechen werden von ihm nun einfach dadurch gewonnen, daf dhnliche
Kreissegmente tiber Sehnen, deren Quadratesich wiekleine ganze Zahlen (2:1,
3:1, 3:2) verhalten, gegeneinander ausgewogen und von einander abgezogen
werden, wobei dann die ,,Junulae’’ als Restfliche ibrig bleiben.

So sind in der ersten Figur 20 die Segmente
AB, AC, BC einander dhnlich, nimlich von
Viertelkreisen abgeschnitten.Nachdem pytha-
goreischen Satz ist AB% = AC* - BC*®, und
da die Segmente sich wie die Quadrate ihrer
Sehnen verhalten, ist auch segm. 4 B == segm.
A4C + segm. BC. Da nun das ,,Méndchen®
(unviokos) 4B dadurch entsteht, dall vom
Dreieck ABC das Segment 4B abgezogen
wird, dafiir aber die Segmente AC und BC
hinzugefiigt werden, sind Mondchen und
Dreieck A B C flichengleich.

Der in der zweiten Figur 21 dargestelite
Fall, in dem sich die gegeneinander gestellten

A ] 0 Segmente wie 3:1 verhalten, ist gegeben, wenn

Fig.21 ein Trapez 4 BCI) konstruiert ist mit drei

gleichen Seiten 4 B, BC, CD und der vierten,

groBeren Seite AD von solcher Lange, daB ihr Quadrat der Summe der
Quadrate der ibrigen Seiten gleich ist. Es ist demnach 4D? — 3.4 B2 oder
AD = AB ]/3 (Danach 1aB8t sich 4D als die doppelte Héhe eines gleich-
seitigen Dreiecks mit der Seite 4B sofort konstruieren.) HIPPORRATES
umschrieb nun das Trapez mit einem Kreis init den Segmenten 4B, BC, CD

A 8
Fig. 20
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und konstruierte iiher 4D ein diesen dhnliches viertes Segment. Wie im
ersten Fall ist die Summe der kleineren Segmente cleich dem groBeren
Segment und das aus beiden Kreisbogen AD gebildete Mondchen wird
flichengleich mit dem Trapez. Das Trapez ist leicht konstruierbar und
ebenso 1aBt sich unschwer zeigen, dali der dufiere Bogen .11 grofier uls der
Halbkreis ist.

Der leizte Fall (Fig. 22) ist der schwierigste und wird auch von Hippro-
RRATEs mit Hilfe einer ,,Einschiebung® (veUois) behandelt, obwohl er nur
auf eine quadratische Cleichung fithrt und mit Lineal und Zirkel allein
bewiltigl werden kénnte, wie wir noch zeigen werden. Hier wird das zu
quadrierende Méndchen aus zwei Kreis-
bogen gebildet, von denen der duBere 5 ~~~~~~~
in drei, der innere in zwei gleiche Teile :

geteilt ist, die die dhnlichen Segmente . M/ F
umschliefen. Und zwar verhalten sich die e /
Quadrate der entsprechenden Sehnen je |
eines gréBeren und eines kleineren Seg- 4
ments wie 3:2, so daBl also wieder die I:g a2
Inhalte der addierten inneren und duBeren
Segmente sich ausgleichen. Die von den fiin{ Sehnen gebildete geradlinige
Figur ist dann flichengleich mit dem Méndchen. Der duflere Bogen des
Mondchens ist kleiner als der Halbkreis.

Die Konstruktion ist im einzelnen folgende: Man errichte einen Halbkreis
iiber AB;essei AK = KB KC = CB, CL senkrechit zu K B. Die Strecke EF

(so lang, dall EF? = AK 2) werde eingeschoben zwischen die Peripherie des

Halbkreises AR und die Gerade CL, mit der ,Neigung'™ (vebois). d.i.
Zielrichtung nach B. (D.h.: Es wird die Linge von EF auf einem Lineal
markiert und das Lineal so lange probierend hewegt, bis die beiden Marken
B und ,.F* auf der Kreisperipherie und der Geraden ('L liegen und das
Lineal durch den Punkt B geht.) Nun ziehe man die Parallele durch £ zu A B
und die durch K und F bestimmte Gerade, die sich in ¢ schneiden mégen.
Durch EKB@ ist dann der duBere und durch EFG der innere Bogen des
Méndchens zu ziehen, das der Figur EFG BK flichengleich ist.

Daf die fiinf Segmente einander dhnlich sind, geht daraus her vor, dal} die
Winkel ihrer Sehnen gegen den Radius durch einen ihrer Endpunkte gleich
sind : es sei L der Mittelpunkt des Kreises durch £K BG, der Mittelpunkt von
EFG liegt jedenfalls auf OL. KL ist also ein Radius und es missen die
Winkel LKB und EFL (d.i. LFM) einander gleich sein. (Sie sind in der Tat
die Komplemente der als Wechselwinkel an Parallelen gleichen Winkel K BE
und FEG.)

DaB der Bogen EK BG kleiner als ein Halbkreis ist, wird von Hirrogiares
so bewiesen:

EF: = % ER? also EF? groBer als EK2, mithin EF grofler als K.

Der Winkel EFK liegt daher im Dreieck KFK nicht der grofiten Seite zegen-
iiber, ist also spitz and sein Nehenwinkel KF B infolzedessen grioBer als ein

&,_,/ b
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Rechtert. Also Z BK? groRler als 2 B F? oder EA77 2

EF: = EK*- «.\ ER? grofler als A2 KN F Folglich ist der Winkel £RF

e als 2 NF mithin

stumpl und das Segment EABG kleine ceis.

Die ,, Einschiebung' der Strecke IF zwischen 7:.7 ::L Cerade €4 fithr
aul folgendes quadratische Prohlem: Es geviivn offenbicr, den Punkt # zu
bestimmen; denn die Verliingerung von BF geht dureh E. Verbindet man
noch 4 mit E, s0 ist das Drefeck ABE (bel £ rechuwinkiig!) dhnlich dem
Dreieck FBC, da der Winkel FBC gemeinsam ist. Also ist EB: 4B

= BC:BF, dh. EB-BF—_ AR -BC .,ﬁtm; 4K = 4K Mithin:
(EF - FB)-FB=AK® oder EF .FB- FB:=AK* ah |2 4K FE

= FB*= 4K? wo 4K bekannt ist. Diese :.:m:.__.::.,o:,.w Gleichung flir £
fithrt aber aunf eine sogenannte , hyperbolische Flachenanlegung™, guriz ane-
log der ..stetigen Teilung'". (Siehe den foloenden Abschnitt.)

L

4. Lisung quudratischer dufgabern, — | Flichenuvlegung

Quadratische Gleichungen, auch solche vom uvemischten Typus, wurden.
wie wir sahen, schon von den Babyloniern geldst. Als ein weiteres mofﬁ?
diene der folgende Text (Thureau- Dangin, Revue d’Assyriologie Vol. 3
p- 2—44):

,»Ein Feld und seine Quadratseite addiert ist 0;45. 1 als Koeffizienten
setzest du. Die Héilfte von 1 ziehst du ab: 0:30. Mit 0:30 multiplizierst du:
0:15. Zu 0;45 figst du hinzu. Dunn gibt es 1. Die Quadratwurzelist 1. 0:30,
das du mit sich selbst multipliziert hast, ziechst du von 1 ab; davn ist 0:30
die Quadratseite.” :

Deutung
Die Aufgabeist: a2 - 1 - & = ;45 (vom Typus 2* - N; = ¢): zur Losung
wird nacheinander gehildet:

(in NmEmE (in allgemelnen Fornieln)
]
1. 1- lw +1-=0;30 L p
, A b
2. (0:300°  0:15 2, T,,év
3. 03154 0145 -1 A._VE....,;\
i AT
51T 1 sl ()
- o o - R
9y 1—-0;30 0.3 a. “ A[..N ﬁ\" S,

* chmﬁ,w?ﬂ:. wurde von E.J. Disesrernviz rekonstraiert (De Elementen van
isulilides, Groningen 1926--530, BA. 1~ 00, - Zuwr Enverdation des verdorbenen
echizchen Textez s O, Becken, Philologs B, 001655 0 80313316,
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Erliuterung

Es ist identisch:

D \2 " I
T\. : N.L -t pa Am‘, .
Also, da nach der Formel der Autunbe @ a% -~ pa—=g¢
A R (A ] b
Demnach: R
e b 5 o4
R_AM.VQ \'“ . ivel.

Die obige Identitiit driickt sich geometriseh, wenn man sich die Zahlen
mit Steinchen auszelegt denkt, durch Fiz 23 aus (Evknin. El

o !
g =% -2 prisi der Gnomon. Wenn die Fiiiche

>

q =« als C:N‘_E.i wegehen
Figur verwandelt werden kann), so i

:ﬁ.:: ._:
31osieh

p2 . . .
A BV~ @t sofort als I.,.wcﬁm::é dexrechtwinkligern |
Dreiccks mit den H/,:_S:,: — punda konstruieren. | ( o)

und. wenn man Qma‘o: TP &El: erhilt man ».

Diese Figur ist rﬁ.:m andere als die in 1, 4 der
. Elemente’; die Methode ist die der ,.quadra-
tischen Ergianzung*.

Die Hauptmethode der griechischen geometrischen Algebru uber ist die
sogenannte , Fldchenanlegung™ (vgl. PRoCLUS in KUKLIL. p. 4180, 15-420,12),

Die parabolische Flichenanlegung
(Ecvgurn, ELL T, 42- 44) besteht in m?.
Konstrukiion eines Rechtecks ling
einer gegebenen Strecke ¢, das eine
vorgeschriebene Flache « - (ebenfalls
inder Form eines Rechtecks gegeben) X
hat. Dies geschieht mit Hilfe des
Satzes von den ,, Erginzungsparalle-
logrammen®’, gemél Figur 24. ¢ liegt
in der <m1mb%m3~5m der Seite a. Man
erginzt das Rechteck b ¢, dessen
Diagonale die /Q.F,:mmw:wm der anderen Seite b schneidet. Man ergingd
wiederum zum Rechteck und erhilt endlich das gesnchte w:._z.._;. e
durch Verlingerung der ersten Seite b.

Die beiden anderen Fiille sind die der elliptischen und der hyperbol ischen
Flichenanlegung: An eine gevehene Strecke ist ein Kechteck gleich einer
gegebenen Fliche (die in der Form eines Quadrats vorgelegt werden kann)

Fie. 23

b

Fiz. 24

mittels einer Konstruktion, die sich aus der enklidischen Deweisfic des
pythacoreischen Saizes ereilit (exist tn Vie I8 402 AR ~onnzatiegen,
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daB das am Rechteck iiber der Strecke fehlende hzw. iiherschieBende Flichen-
stitck ein Quadrat wird. Der erste ist der ,.elliptische”, der zweite der
.hyperbolische'* Fall.

Zur Losung der Aufgabe dienen die beiden folgenden Séitze der ,,Elemente”
(u und 6):

., Wird eine Strecke A Bin gleiche (durch (') und ungleiche (durch D)
Teile geteilt, so ist das aus den ungleichen Teilen gebildete Rechteck
AD - BD zusammen mit dem Quadrat der Strecke zwischen den beiden
Teilpunkten BD g]elch dem Quadrat der halben Strecke BC."

11, 6: ,,Wird eine Strecke 4B in gleiche Teile durch € geteilt und um
eine Strecke BD verldngert, so ist das aus der ganzen Strecke A B und der
hinzugefiigten Strecke BD gebildete Rechteck zusammen mit dem Quadrat
der halben Strecke B( g,lel(h dem Quadrat aus der Summe der halben
Strecke B C und der Zusatzstrecke BD."

Die Beweise ergeben sich aus der Umbildung des gesuchten Rechtecks
ither 4D in einen Gnomor, der dann zum Quadrat ergiinzt wird.

4 £ L _x0x8 4 £ ¢ £ Bx0D

N\

AN

3
Fig. 25 Fig. 26
Figur zu 11, 5 (eliiptischer Fall) Figur zu 11, 6 (hyperbolischer Fall)
pr—at—=gq pr L axi=gqg
1
A(?fCB:—;—p, BD - x AC-- OB —:—2[:. BD - =z

Rechteck iber A 1) = pu | »*
Gnomon CDE - ¢

Rechteck Uber AD = pa — z*
(Ginomon CBE == g

Aus den beiden Theoremen ergibt sich leicht die konstruktive Lisung der

Aufgabe.
4 D x 8 4 £ ¢ £ g x 0D
A C¥ 2 - F)
/’ \
Ii \\
& P s
S/ 2 \
r' \\
Q AN
A
)Q

Fig. 27. Elliptischer Fall Fig. 28. Hyperbolischer Fall
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1. Elliptischer Fall (Fig. 27): Man errichte im Mittelpunkt C der Strecke 4 B

das Lot CQ = b (wo g == b%) und schlage mit ])— p als Radius um @ den Kreis,

der CB in D schneidet; z ist dann gleich BD. — Die Maglichkeitsbedingung
(Bropiouds) ist dafir, dall & kleiner als —,l; p ist.

Beweis

oder

—
]
e
=]
R
8,
L
e~y
—_
ol —
o)
~——
~n

el
dh.a*sg=pr.

2. Hyperbolischer Fall (Fig. 28): Ist g als Quadrat (%) zegeben, <o errichte
man im Punkte B der gegebenen Btrecke AB = pein Lot BY von der Linge b
und schlage um den Mittelpunkt ¢ von A4 B mit € als Radius einen Kreis,
der A B hzw. seine Verlingerung in D schneidet; BD ist dann gleich r.

Beweis

lsist (B BQ* . 0@ d.h
[ IS U U L
oo (br = (oo o

also g = pa + a2

w] —

2

Dal} diese Ikonstruktion die alte pythagoreische ist, wird durch die
euklidische Methode zur Liosung des Problems der stetigen Teilung (11, 11)
bewiesen. In diesem Fall ist ¢ = p?, also b = p. Die zu 16sende Gleichung ist
- pr=p*oderp(p—z)=2>,dh.p:z=2:(p— 2).

Die Konstruktionen, die EUrLID selbst in VI, 28, 29 gibt, sind ver-
wickelter und behandeln allgemeinere Aufgaben, wenigstens in geometrischer
Hinsicht; er macht dabei von der allgemelnen Proportionenlehre Gebrauch,
withrend die geometrische Algehra des II. Buchs der ,,Elemente‘ gerade den
Zweck hat, diese zu vermeiden. In den ,,Data’ (Satz 58, 59) hat EvgLID
noch eine andere Darstellung des Sachverhalts gegeben, die der baby-
lonischen Weise sehr nahe kommt. Als Beispiel diene:

Hyperbolischer Fall (Data 59; vgl. Fig. 26): ,,4 Bwird durch Chalbiert, alsoist
C B gegeben. Quadrat {iber C Bist konstruierbar, also gegeben. Rechteck iiber
AD plus Quadrat iiber CB, die Summe gleich Quadrat iiber C1), ist gegeben.
Also ist Quadrat iiber CD gegeben, mithin auch die Seite CD. Also ist auch
z = DB (als Differenz von CD und C B) gegeben."* Die einzelnen Schritte siud
der babylonischen Rechnung ganz analog. (4B = p, Rechteck iiher AD -~ g
BD = a).

Auch die babylonischen Normalformen, auf die in spiterer Zeit die quadra-
tischen Aufgaben reduziert zu werden pflegen, zy —¢, r- y = p und
2y = q, x — y = p finden sich in den Siitzen 84, 85 der , Datu wie du ihre
Lésung wird auf die vorhin genannten Sitze 5%, 59 zur u(l\«vefulut.
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Die ceometrische Algebra des IT. Buchs der .,Fle}xxente“ gestattet a:].l.e
aleebraischen Operationen 1. und 2. Grades Qeunjems(-h], das beiieutet i}}f
ireend welche durch Strecken darstellbare CGrolen, durchzufiihren. So
stellt z.B. die parabolische Flichenanleguny eine Division da'r (ab=cx
d.h. r=ab : ¢). Die Verwandlung eines Rechtecks (¢ - b) in ein Quadrat
hedeutet die Ausziehung der Quadratwurzel (ab = a* z =1x(l1 b).

Der Grund fiir den systematischen Ausbau dieser geometrischen ..'Mgc}'ura.
deren erste Anfinge ins hohe Altertum zuriickgehen (Altindien nnd \'1(;:11(31('.}11
Babylonien!), war die Entdeckung des Irrationalen. Darubex wird im
folgenden Abschnitt berichtet, nachdem zunichst noch einige Nitherungs-
methoden fiir Wurzeln erdrtert worden sind.

T NS MRS O RSN Doneeny DER ORET

b) Approximationen fiir irrationale Wurzeln

1. Niherungsverfakren fiir die Quadratuwurzeln
3

Schon in babylonischer Zeit war die Niherung ¢ = % fiir die Quadrat-
wurzel aus a® = b bekannt, ebenso in Altindien und sicher a.ugh in friih:
griechischer Zeit. Spiter tritt die Formel bel HErRON (Metrie. p. 15, 2'.2—2‘(.)‘_. 5
Schone) auf. Sie wird schon in alter Zeit wiederholt ange“jan'dt, um qu Griite
der Nitherung fortgesetzt zu steigern. So wurde die indische Nitherung

fiir 1(2 5 ; 1 ’ 1 B

s 17 1

aus der babylonischen Approximation |2 =3 — hergeleitet

-4
5 [ .
und diese wahrscheinlich durch folgende Uberlegung: |2 liegt zwischen 1
N o

und 2: das Einfachste ist, das arithmetische Mittel -;- zwischen 1 und 2 als
. S R RN I R A

erste Nitherung zu nehmen. Nun ist 7) =5 2+-goder2 5 1

Nach unserer Regel ist demnach:

>|A

d

-
wl -

= 1,3y 1 8 1.2.3, 3 R LR I

12 |"(?) '7{=?“(z-*§‘) ST TRl TR S S
WWeiter ist: Iy 289 1
(Tz‘) T4 C Tz

Also:

Demnach ist:

S oaiTe 1 1T 1 2417\ ] I T S S
J2- ./(Tz)“ﬁfzfé”(ﬁé' 12 ) 127122400 B B S il e YR

Die allgemeine Formel fiir diese Niherung leuchtet ein, wenn man quadriert.
Es wird: - . b

(” = :fba)‘ ma=be (:za,)z

<.
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fir a* L b gesetzt, also ein um den kleinen Betrag (-%)- zu groBer Wert.
Das hat man sich sicher auch, nach dem Satz vom Gnomon (11, 4), geome-
trisch klargemacht.

Eine andere Herleitung geht von einer Mittelbildung aus. Das ist deshalb
interessant, weil sie von selbst auf alle drei einfachen Mittel fithrt, die nach-
weisbar bei den Pythagoreern (in der Musiktheorie bei PHILOLAOS (A 24 =
Niconi. 26, 2), ArcHYTAS (B 2 = Porphyr. in Ptolem. harm. p. 267). PLarox
(Tim. 364, Epin. 991a) auftreten: sie sind nach IampLICHOS (in Nicom. p-
118, 1939) von Pythagoras aus Babylon in Cestalt der , vollkommensten
Proportion® eingefithrt worden. Diese lautet:

a+b 2ab . 1 /1 I\
X - . PR R L I SN |
a5 a+b'b oder ai{a by [] P (n : b/]'b’

z.B. 12:9=8:6 oder 2:%:%—:1, welch letzteres Beispiel die musi-

kalischen Intervalle bezeichnet, die bei der Teilung der Oktave (2:1) auf-
treten. nimlich Quint (3:2) und Quart (4:3):dennesist:2:1 = (3:2) (4:3).

Das erste Mittelglied der Proportion ist das arithmetische. das zweite das
..-harmonische’ Mittel, in alter Zeit dasreziproke (UmrevavTict. subeontrarium)
genannt, offenbar, weil es den reziproken Wert des arithmetischen Mittels
der reziproken Werte der Randterme a und & darstellt. Nun ist in der
.»vollkommensten Proportion das Produkt der Aufenglieder cleich dem
der Innenglieder:

a-b

Das geometrische Mittel m von «. &. nimlich V(ﬁ, ist also auch das geo-
metrische Mittel ihres arithmetischen und harmonischen Mittels. Das be-
deutet aber, dai man dem geometrischen Mittel von a, b fortuesetzt niher
kommt, wenn man wiederholt ihr arithmetisches und harmonisches Mittel
zwischen die_jeweils erreichten Termini einschiebt. Das fiihrt offenbar auf
ein Approximationsverfahren fiir die Quadratwurzel aus ab, und es zeiat
sich, dai} dieses kein anderes ist, als das vorhin besprochene’.

Es sei Vd zu approximieren, und es werde d = ab gesetzt und zunichst
durch @, b angenihert.

1. Das arithmetische Mittel (ngBer als V&E) ist dann:
.]7 (@ +b) = %(a + %) = ”225;—(3 =
wenn man ¢ = a? + f setzt, wie in der bekannten ¥ormel HEroxs,
2. Das harmonische Mittel (kleiner als ],55) ist:
2ab _ab+ab ab+d
a-t+tbd a+4b T a+b

® Vgl. Coxran MéLLER, Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik,
Astronomie und Physik (I3) 11, 281f. — O. ToePLITZ, ibid. [1, 25881F.
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