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Ein Beitrag zur Geschichte der griechischen Geometrie.

Von
P. TREUTLEIN,

Professor am Gymnasium zu Karlsruhe.

Im vorliegenden Aufsatze werde ich versuchen, das folgende schein-
bar dreigliedrige, aber, wie sich herausstellen wird, in sich doch einheit-
liche Thema:

wDer besondere Pythagoreische Lehrsatz — die
zahlenmissige Bestimmung von rationalen Seiten des
rechtwinkligen Dreiecks — das zweite Buch der Ble-

mente Euklid’s*
riicksichtlich seiner geschichtlichen Entstehung und Entwickelung einer
erneuten Behandlung zu unterziehen. Zwar haben in den letzten zwei
Jahrzehnten Forseher wie Cantor, Réth, Bretschneider, Hankel,
Ginther, zom Theil wiederholt, sich mit diesem Gegenstande beschif-
tigt, und es ist das Ergebniss ihrer Untersuchungen in dem so ver-
dienstlichen Werke von Cantor, ,Vorlesungen iiber Geschichte der
Mathematik, I. Theil", niedergelegt, und ich will auch sofort beifiigen,
dass ich mit der hierin gegebenen Darstellung im Grossen und Ganzen
einverstanden bin. Aber mir scheint es, als ob die jetzt geltende Aunf-
fassung iiber die geschichtliche Entwickelung des beregten Gegenstandes
eine Stufe, nimlich die anfiingliche Induction bei der Genesis, ausser
Acht lasse oder wenigstens nicht geniigend hervorhebe; aus diesem
Grunde, und weil tiberhaupt die Art, wie ich mir die Entstehung der
Sache denke, der unmittelbar sinnlichen Anschauung mehr Spielraum
gewiihrt, also auch, wie ich wenigstens meine, der geschichtlichen Wahr-
heit niber kommt, ferner weil ich zugleich, wenn auch nur in unter-
geordneten Punkten, thatsiichliche Richtigstellungen zu bringen vermag,
so wage ich, den Gegenstand hier zur Besprechung zu bringen. Und
wenn ich zuweilen speciell gegen Cantor's Darstellung mich wenden
werde, so mige der geehrte Mitherausgeber und jeder andere Leser
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dieser Zeitschrift dies dadurch fiir begriindet erachten, dass die betref-
fenden Capitel bei Cantor die.ausfiihrlichste zusammenhingende Dar-
legung enthalten und jedenfalls die, welche am meisten aufgesucht und
gelesen wird und werden wird.

I Der besondere Pythagoreische Lehrsatz. — 1. Mancher mag beim
Lesen dieser Ueberschrift der Zeiten gedenken, wo er in gespannter,
vielleicht auch nicht gespannter Erwartung der Dinge, die da kommen
sollten, vor der Schultafel sitzend auf dieser die typische Gestalt der
Euklid’schen Beweisfigur vor seinen Augen auftauchen sah, und mag
der Stunden und Tage nachher gedenken, wo der zugehdrige Beweis
gelernt und eingelibt wurde, nicht schwer gerade, interessant sogar, auch
Ueberzengung gewihrend von der Wahrheit der beziiglichen Behauptung
— und doch ein gewisses Gefiihl des Unbehaglichen hinterlassend, gleich
als ob eine Ueberrumpelung, eine Gefangennahme stattgefunden habe.
Wohl mag auch der Eine und Andere sich der begleitenden Nebenumstéinde
erinnern, wie der Lehrer die Wichtigkeit des ,,Magister matheseos* an-
gepriesen, vielleicht auch des biosen Beinamens der ,,Eselshriicke® Er-
wihnung gethan, weil ndmlich Esel im Geiste nicht iiber die so schwer
passirbare Briicke des Beweises hiniiber zu gelangen verméchten. Gar
hat anch einer von Denen, welchen diese Zeilen vor Augen kommen, in
seiner Schulzeit gehdrt, dass mit Hilfe eben jener Euklid’schen Beweis-
figur eine telegraphische Verbindung mit etwaigen in geistiger Beziehung
den Menschen #dhnlichen Mondbewohnern méaglich sei: denn hidtten diese
wirklich ein der Menschenseele verwandtes geistiges Prinecip in sich, so
miissten gewiss anch sie. den im irdischen Bereich so beriihmten Satz
des Pythagoras, nicht minder dessen vorhin erwihnten Beweis erfun-
den haben, so dass man nur eine in geniigend grossem Maassstabe und
in passenden Farbencontrasten gewihlte Anpflanzung der Beweisfigur
auf der Erde auszufiihren habe, um bald in der auf dem Monde ge-
schehenden Reproduction derselben Figur die Antwort unserer Traban-
tenbriider und den Anfang einer Correspondenz mit denselben verwirk-
licht zu sehen.

Nun, der letztere Vorschlag, falls er jemals ernstlich gemeint war,
geht doch von der Annahme aus, dass der Pythagoreische Satz und gar
auch dessen Beweis durch den alten alexandrinischen Mathematiker ein
nothwendiges Product, ja die Kenntniss davon ein Attribut des mensch-
lichen Geistes sei. Wohl michte man beim Durchlesen von Werken iiber
Geometrie oder beim Anhéren von mathematischen Unterrichtsstunden
der Gegenwart auch zuweilen meinen, dass die betreffenden Verfasser
oder Lehrer einer fast #hnlichen Ansicht huldigen, da sie den Inhalt
und den Beweis unseres mehrfach erwibnten Satzes so unvermittelt den
Lernenden iiberliefern. Es giebt ja mehrfache Versuche, den soeben
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. angedeuteten misslichen Zustand zum Guten zn dndern — doch von
Didaktischem habe ich hier nicht unmittelbar zu reden.

2. Jahrhunderte lang hat man sich jedenfalls auch um die Entdeck-
ungsgeschichte dieses Satzes gar nicht gekiimmert, die Frage gar nicht
aufgeworfen, wie denn Pythagoras iiberhaupt dazu kommen konnte,
einen solchen Lehrsatz aufstellen zu wollen. Man bewies ihn und nahm
ihn hin als eine interessante und zu praktischen Folgerungen fiihrende
geometrische Thatsache, und es sind nicht viele Jahrzehnte verflossen seit
der Zeit, wo einzig seine Kenntniss noch als Beweis einer ziemlich soliden
. wmathematischen Allgemeinbildung galt. Dass freilich jene Fragestellung
nicht erst unserm Jahrhundert, wie gewdhnlich geglaubt wird!), im Be-
sondern dem Jahre 1833 angehdrt, wird sich weiterhin zeigen.

Die wissenschaftliche Pythagorasfrage iiberhaupt in Fluss gebracht
zu haben, ist das Verdienst von R&th (1862), aber den richtigen Stand-
punkt gewihlt zu haben zur geschichtlichen Beurtheilung von des Py-
thagoras und der Pythagoreer mathematischen Leistungen, ist das
ebenso wenig bestreitbare Verdienst von Cantor (1858). Gegen des
Letzteren sogleich zu pricisirenden Standpunkt war es ein Riickgang von
Seiten Bretschneider’s (1870), wenn dieser sich dahin ausspricht?),
dass ,,die Beantwortung der Frage, auf welchem Wege der Erfinder zu
seinem Satze gelangt ist, kann nur von einem bestimmten Punkte aus
unternommen werden, indem man nimlich die Stelle beriicksichtigt,
welche der Satz in des Euklides Elementen einnimmt‘, Fiir viel rich-
tiger, wie gesagt, halte ich den Standpunkt Cantor’s, der von sich
selbst sagt®), dass er ,,wohl zuerst die Entdeckung dieses Satzes in
Zusammenhang mit den iibrigen Pythagorischen Lehren gebracht* und
der, wie Ginther mit Recht bemerkt%), zuerst nachdriicklich auf das
Experimentiren, auf das stete, vermuthlich durch bestimmte hode'getische
Grundsiitze geregelte Probiren, als auf den Grundcharakter Pythago-
reischer Mathematik hingewiesen hatb).

In der That, hier liegt der Eernpunkt, von wo aus die Lésung
unserer geschichtlichen Frage gelingt, und in seiner Fixirung stimme ich
ganz mit Cantor iiberein, nur dass ich das dem Pythagoras und
seinen Schiilern zuzuschreibende Vorgehen als ein ganz unmittelbar durch
Angchauung vermitteltes auffasse, als ein fiir das geometrische, wie fiir
das arithmetische Gebiet sinnlich fassbares, ja das arithmetische Experi-
mentiren sogar noch als das dem geometrischen vorausgehende und das
letztere evst bedingende. 1

" 3. Die Zahl ist das Wesen aller Dinge, Alles ist seinem Wesen nach
Zahl — diese Grundbehanptung und allgemeinste Unterscheidungslehre
Pythagoreischer Philosophie in Verbindung mit der Neigung des griechi-
schen Geistes zur Versinnlichung und anschaulichen Gestaltong, dazu

die auf die altpythagoreische Schule’ s¢hon zuriickgehenden Namen' der
16*
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Dreieckszahlen, der Flichen- und Kiorperzahlen®) miissten allein schon
zu der Annahme fithren, dass die Pythagoreer die ohnedem wohl fiir das
praktische Rechnen gebrauchten Rechensteine auch zu zahlentheoretischen
Untersuchungen halb wissenschaftlicher, halb mystischer Natur verwendet
haben. Allein es wird auch fiir die altpythagoreische Schule direct iiber-
liefert”), dass ,,Burytus die Bedeutung der einzelnen Zahlen dadurch
" beweisen wollte, dass er die Figuren der Dinge, die sie bezeichnen soll-
ten, aus der ihnen entsprechenden Anzahl von Steinchen zusammensetzte'!,
und bei Aristoteles findet sich auch mit Bezug auf die Pythagoreer
die andere Stelle®), wo es heisst: die Einen fiihren die Zahlen auf
Figuren wie das Dreieck und Viereck zuriick.

Es wird also der Wahrheit entsprechen, wenn ich annehme, dass
Pythagoras schon in solcher Weise vorging und sich wiirfelférmige oder,
da ,,unter den ebenen Gebilden der Kreis am schénsten', unseren
Damenbrettsteinen #hnliche Stein- oder Holzplittchen bildete und diese
aneinander reihte. Die Unterscheidung in ,,gerade* und ,,ungerade'!
und die vielleicht unmittelbar sich anschliessende Eintheilung in ver-
schiedene Unterarten?) ergab sich leicht. Die Aneinanderreihung ferner
nach Art von Fig. 1 und 2 ergab héchst einfach nicht nur die bildliche
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Darstellung der natiirlichen Zahlen, sondern auch die einfachen Grund-
formen des gleichseitigen und des gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks,
nicht minder aber auch die Begriindung dafiir, die so zur Darstellung ge-

kommenen Zahlen n(n—1)

2]
mit dem Namen der Dreieckszahlen zu belegen.*
Andersartige Anordnung:
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* So findet auch der Bericht des Lucian (vergl. Cantor Gesch., S. 143)
seine einfachste Erklirung. Derselbe berichtet nimlich, Pythagoras habe Einen
zithlen lassen. Dieser sagte also: ,,1, 2, 8, 4%, worauf Pythagoras dazwischen
fuhr: Siehst du? Was du fiir 4 hiiltst, das ist 10 und ein vollstiindiges Dreieck
und unser Eidschwur! (Vergl. die vierte Gestaltung in Fig. 1.)
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nimlich allmilige Rinderung der Viertelsumrahmung, d. h. Zufiigung von
ungeraden Anzahlen von Rechensteinen in Gestalten je eines Winkel-
hakens (Gnomons), fiihrte, wenn man von der Einheit ausging, zu der
Form des Quadrates und zu den in ihr sich darstellenden Quadrat-

zphilen 1, 4,9, 16, 25, ..., n?

als Summe von ungeraden Zahlen, wenn man aber von der Zweiheit
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ausging (Fig. 4), zu der Form des Rechtecks und zu den in ihr sich
darstellenden sogenannten heteromeken Zahlen

2, 6, 12, 20, 30, ..., n(n—1)
als Summen der je von 2 ab genommenen geraden Zahlen.

Dass sich hier auch die Ableitung gewisser mystischer Eigenschaften
der Zahlen anschloss, bedarf nur der Erwihnung.

4. Diese einfachsten Aneinanderfiignngen von Rechensteinen fiihrten
nun zugleich auch zum gleichseitigen Dreieck, gleichschenklig rechtwink-
ligen Dreieck und Quadrat, als den Grundfiguren von gewisser Regel-
missigkeit, d.i. innerer Harmonie, und es ist naheliegend, anzunehmen,

dass diese Grundfiguren

¥ig.5. & &

sowie ihre Hilften

e

von Pythagoras ebenfalls in Holz oder sonstigem Stoffe geformt wur-
den, um auch durch deren Aneinanderlegen die friiheren und neuere,

N

zusammengesetztere Figuren abznleiten, wie etwa IFig. 7, deren Ent-
stehung unmittelbar ersichtlich ist,

5. Waren je nach den verschiedenen Mengen von zusammengefiigten
Einheiten, entsprechend den obigen Figuren 3 und 4, auch verschieden
grosse Platten 'gebi]de't, so gaben sich bei deren Aufeinanderlegen, sowie
dann beim Nachzeichnen im Sande deutlich auch die Gnomonen kund.
Dass gerade solches , Anlegen von Flichen, ihr Ueberschiessen, ihr
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Zuriickbleiben (7 7z megaforr) Tév yweiwv xai g vmegPola] ual 7 Elhepg)
alterthiimlich und Erfindungen Pythagorischer Muse sind, ist uns
wortlich iiberliefert und, wie ich glauben mdchte, fiir die fritheste Stufe
gerade auch von der Modellbeniitzung zu verstehen.*

Fig. 10. Einer der einfachsten Fille zeigte die Eigenthiimlichkeit,
::2y| dass auch das Ueberschiessende ebensoviele Einheiten enthilt,
sttt als eine der ersten gebildeten Quadrattafeln, d. h. dass der

ee2s el Goomon (Fig.10) selbst eine Quadratzahl** jst, nimlich

# Durch solches Aneinanderlegen und wiederum Zerlegen von mit Zahlen
identischen Flichen wurden gewiss auch arithmetische Sitze gefunden; wie dies
geschah, moge an den folgenden zwei Beispielen erliutert werden,

Fig. 8. Angenommen, es wurden zwei aufeinander folgende Gestal-
ten der oben erwihnten Fig. 2 aneinander gelegh (Fig. 8), Gestal-

\ ¢ ten also, welche Dreieckszahlen bedeuten, etwa die siebente und
Rk g = iachte (d. i 7és+8é—9= 28436 = 64=82), so war sofort zu sehen,

se0ees -\ dass die eine rechts fiberschiessende Reihe unten angefiigt ein Quadrat
: vervollstiindige, d. h. man erkannte, in unseren Zeichen ausgedriickt,
n—n  nm+1)  @—Dn  2(n—1+2) %) nm—1) , n(n—1)
Gy DtogRnE gy St i TS D
=n(n—1+1)=n? sei, d. h. dass jede Dreieckszahl mit der n#ichst-
folgenden vereinigt eine (Juadratzahl giebt!?).

dass

+n=nn—-1)+n

A @raie e Ebenso war (IFig. 9), diesem Gedankengange des Zusammen-
.o o.¢ o hanges zwischen Dreieckszahl und Quadratzahl folgend, ziemlich
e 5. leicht zu erkennen, dass jede Quadratzahl gleich dem um 1 ver-

.grosserten Achtfachen einer Dreieckszahl ist!!); wie wir niimlich

schreiben, ist in der That 8-%—(%:1—) +1l=4nn—1)=4n*—4n

+1=2n+1)%

** Cantor und ihm folgend Ginther denken sich!?) die Auffindung dieser
Thatsache etwas anders. Pythagoras habe nimlich eifrigst Summationen von
aufgeschriebenen Zahlenreihen vorgenommen; nimlich so, wie er aus

1=1, 1+38=4, 14+3+56=29, ... die Quadratzahlen und aus
2=2, 2+4=6, 2+4+6=12, ,.. die heteromeken Zahlen
fand, so habe er auch die Reihe der Quadratzahlen und mit Weglassung von 1
die Reihe der ungeraden Zahlen unter einander geschrieben und addirt:
1 4 9 16 26 ... n?
3 b 7T 9 16 ... 2a+1
4 9 16 25 36 ... (n+i)p
und habe so wieder die Quadratzahlen gefunden; er habe dann auch die Reihe
der Dreieckszahlen angeschrieben und darunter dieselbe nochmals mit Weglassung
von 1, um so durch Summation derselben

i 610 0AG (“;21)—“
3 6 10 15 21 ... ""“("2"”)'

4 9 16 206 36 ... n?
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T 16 4+9=25.

Ein Vergleichen der entsprechenden drei Quadrattafeln fiihrte zum An-
einanderfiigen derselben; an dieser Figur, welche also schon die Grund-
figur zu der des Euklid’schen Beweises war, ergab sich die Rechtwink-
ligkeit durch den Augenschein.

Nun will ich freilich nicht leugnen, dass Pythagoras aus Aegypten
her oder aus Babylon die Thatsache wissen konnte, dass sich durch
Zusammenfiigen von drei Stiben, deren Maasszahlen 3, 4, 5 sind, ein
rechter Winkel construiren lasse; aus meiner vorhin gegebenen Darlegung
geht aber hervor, dass ‘ganz wohl auch Pythagoras selbst zu dieser
Entdeckung gelangen konnte. Dass sich jedenfalls in seinem Bewusst-
sein, wie Cantor sagt, die geometrische und die arithmetische Wahr-
heit zu einem gemeinschaftlichen Satze vereinigten, ist wohl gewiss.

6. Der Gedanke lag nun nahe, einerseits zu versuchen, ob sich bei
weitergehender Rinderung eines Quadrates wieder der Fall ereignen
kionne, dass der zu verwendende Gnomon selbst ein Quadrat ist — und
dass dies durch Pythagoras durchgefiibrt wurde, wird der Abschnitt IT
meines Aufsatzes zeigen —, andererseits zu probiren, ob solche neuen
drei Quadrate zusammengefiigt anch wieder einen rechten Winkel ergaben.
Die Probe zeigte die Richtigkeit der Vermuthung, und nun erst diirfte
wohl der Gedanke in das Bewusstsein des Pythagoras eingetreten sein,
dass anch umgekehrt die Summe der Quadrate der Katheten jedes recht-

abermals die Quadratzahlen zu erhalten; ferner habe er auch die Reihe der Qua-
dratzahlen zweimal unter einander geschrieben (das zweite Mal wieder mit Weg-
lassung von 1 und nach deren Addition

1 4 9 16 25 36 ...

4 9 MG 25 36 49

5 13 25 41 61 B85 ...
das ,,hiochst anffallende Ergebniss'* gefunden, dass die Summe der Quadratzahlen
9 und 16 die niichstfolgende Quadratzahl 25 ergab, und dass nur bei ihnen sich
diese Erscheinung zeigte, fiir uns hente leicht begreiflich, weil die Gleichung
(x—1)+a?=(z+1)® nur die Wurzeln 4 und 0 besitzt, von welchen die letztere
natirlich fiir die Alten unzulissig war.

Dass die hier reproducirte Art der Gewinnung von arithmetisch interessantern
Ergebnissen bei den neupythagoreischen Arithmetikern (etwa 120 n, Chr.) gebriuch-
lich war, steht fest, aber mehr als das beweisen alle die bei Cantor a. a. O.
citirten Stellen nicht, er selbst ,,wagt ja auch nur eine unmittelbar nicht auf
Ueberlieferung sich stiitzende Vermuthung*; ich will auch noch zugeben, dass die
spiteren Altpythagoreer, ja selbst die Schiiler des Pythagoras derartige auf hin-
geschriebene Zahlenreihen sich griindende Zahlenbetrachtungen angestellt haben;
was ich aber als unwahrscheinlich bestreite, ist, dass die Genesis des Pythago-
reischen Satzes — und darauf allein kommt es hier an — derartig gewesen sei.
Man konnte dies auch kurz so aussprechen: Andere glanben, dass die Erkenntniss
von 9+16=25, ich meine, dass die Erkenntniss-von 16+ 9=25 zur Auffindung
des Pythagoreischen Satzes gefiihrt habe.
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winkligen Dreiecks dem Quadrat iiber der Hypotenuse desselben gleich-
flichig sei.

Dass fiir diese Wahrheit auch der Beweis erbracht wurde, ist hichst
wahrscheinlich; wie dieser Beweis aher gestaltet war, ist durchaus un-
bekannt, obwohl gern zugegeben werden mag, dass der bei Bretschnei-
der®®) und Hankel') sich findende der Wahrheit nahe kommt.

7. Zum Schlusse dieses Abschnittes seien noch zwei Bemerkungen
kritischer Art beigefiigt. Erstens findet sich bei Cantor die folgende
Stelle®)s ,,, Schwerlich leitete den Pythagoras das nach ihm benannte
geometrische Theorem auf seine arithmetischen Sitze, sondern umgekehrt
mégen ihn die Beispiele zweier Quadratzahlen, deren Summe wieder
eine Quadratzahl ist, auf die Relation zwischen den Quadraten der Seiten
eines rechtwinkligen Dreiecks aufmerksam gemacht haben.' So driickte
gich ein deutscher Gelehrter (J. F. Wurm) bereits 1833 aus, welcher
vermuthlich zuerst diese, wie wir glauben, richtige Anschanung von dem
Entwickelungsgange sich aneignete.'* Fiir richtig halte auch ich, wie
die obige Darlegung zeigt, Wurm’s Auffassung; aber sie ist nicht von
diesem zuerst, sondern ist ein Vierteljahrhundert friher schon von Klii-
gel (1808) ausgesprochen worden): | Pythagoras oder einer seiner
Nachfolger mag darauf durch eine arithmetische Frage gekommen sein,
iiber die Zusammensetzung einer rationalen Quadratzahl aus zwei ratio-
nalen Quadraten. Denn...*.

Ja schon im 16. Jahrhundert haben Einige denselben, Gedanken
gehabt, In der von Clavius besorgten Ausgabe'”) des Euklid nimlich
(1589) schreibt Clavius: ,, Inventio porro admirabilis atgue pulcherrimi
huius theorematis ad Pythagoram refertur . ... Forlasse autem Pythagoras, ul
nonnulli volunt, ex numeris oceasionem sumpsilt, ut theorema hoc in-
vestigarel. Cum enim hos tres numeros 3, 4, 5 diligenter esset contempletus ., .*.

Meine zweite Bemerkung soll sich auf die Frage beziechen, wer
wohl zuerst den der Wahrheit am néchsten kommenden Versuch gemacht
hat, den Gedankengang des Pythagoras wieder herzustellen, soweit
dieser den geometrischen Beweis unseres Satzes betriftt. Als solcher
Wiederhersteller gilt’®) Bretschneider; aber auch bierin war Kliigel
Vorginger, da er sich'?) folgendermassen ausspricht (1808): ,,Die Be-
merkung, dass das Quadrat der Hypotenuse eines gleichschenkeligen
rechtwinkeligen Dreyecks doppelt so gross ist als das Quadrat einer der
gleichen Katheten, war leicht gemacht, ohne Zweifel frither als der all-
gemeine Satz gefunden ward. Man konnte also auch die Seite des vier-
fachen Quadrates u. s. f. in verdoppelter Fortsehreitung finden ... Oder
man ist durch eine zufillige leichte Construction darauf gerathen, etwa
indem man in ein Quadrat ein anderes einzeichnete und die Theile ver-
glich, vielleicht gar folgendergestalt'* — und nun giebt er genau Figur
und Beweis wie Bretschneider a. a. O., fiigt aber alsbald auch hinzu,
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dass er diesen Beweis aus einem englischen Lehrbuch der Geometrie von
Henry Boad (London 1733) entnehme®?).

II. Des Pythagoras und Platon Vorschrift zur zahlenméssigen
Bestimmung von rationalen Seiten des rechtwinkligen Dreiecks.

8. Enklid’s Commentator Proklus (gest. 485 n, Chr.) schreibt dem
Pythagoras die folgende Regel zu behufs bequemer Angabe von gan-
zen Zahlen, welche Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks sein konnen:
»Man nimmt die gegebene ungerade Zahl als die kleinere Kathete anj
von dem Quadrate derselben die Einheit subtrahirt und der Rest halbirt,
giebt die grossere Kathete; zu dieser die Einkeit addirt giebt die Hypo-
tenuse.'!

Woher stammt solche Methode? — ist die naheliegende, aunch wohl
schon oft aufgeworfene Frage.

Nesselmanu nennt®) sie zwar ,,eine Theorie, welehe in der spi-
teren Arithmetik von unberechenharem Einfluss geworden ist und einen
hohen Grad von Beriihmtheit erlangt hat'‘, kleidet auch die Regel in
moderne Zeichen und zeigt, inwiefern sie nur besondere Fille von Drei-
ecken giebt, er sagt aber kein Wort dariiber, wie Pythagoras dazu
gelangt sein moge.

Arneth scheint??) diese Vorschrift , ganz das Aussehen zu haben,
als ob auch sie aus dem Orient gekommen wire*’.

Roth mag wohl zuerst®) den folgenden Weg als den des Entdeckers
skizzirt haben. Soll nimlich 424 ¢® =4«? werden, dann — so habe sich
Pythagoras gesagt — muss c*=a®—0*=(a+0b)(a—0) sein, d. h
es miissen (¢+b) und («—b) beide gerade oder beide ungerade sein und
zugleich derart, dass ihr Product eine Quadratzahl ist, d. h. (¢+b) und

g 2 2 g2

(@—0b) miissen bez. die Form & and L haben; dadurch muss a= < ;—'6

! ¢ 7] I Y
o’ — 2 3 B a.ﬁ 3 ;

und b= sein, und es wird ¢=—-+ Die besondere Regel des

2y
Pythagoras ergebe sich durch die besondere Annahme von f=y=1,
so dass
a?+1 ol —1
= o b= )
ist, worin denn auch liege, dass Pythagoras von « als einer ungeraden
Zahl ausgehen miisse.

ci=aya

Cantor hat diese Darstellung erst®) selbst iibernommen, spiter®)
sie etwas abgeindert und dadureh etwas annehmbarer gemacht. Nimlich
der erst ausgesprochenen Bedingung werden (¢4 0) und (a—0) einfach-
sten Falles dadurch geniigen, dass sie Pythagoras bezw. gleich einer
Quadratzahl ¢ und gleich der Einheit setzte, so dass also, weil 1 un-
gerade, auch ¢ somit auch ¢ ungerade sein muss, etwa =2d+1. ,, 80
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kam die Formel des Pythagoras darauf hinaus, (264 1)2=(2041)%1
zu setzen und darnach aus (20 +1)?=(a+b) und 1= (z—b) die Werthe
b=(,‘26+1)9—1 i a=(25+ 1)2—1
2 2
mit c=2d-+1 die gestellte Aufgabe lésen. Die Formen, in welchen &
und ¢ auftreten, entsprechen, wie man sofort erkennt, genau dem Wort-
laute der Angabe des Proklus, was immer ein giinstiges Vorurtheil fiir
die Richtigkeit eines Wiederherstellungsversuches gewébrt ... — Can-
tor selbst erhebt (B. 8. 109) betreffs der ersteren Formulirung als mag-
lichen Einwand, ,,ob wohl die Griechen (— will sagen Pythagoras —)
im Stande waren, aus Summe und Differenz zweier Zahlen die Zahlen
selbst zu finden'. Aber wenn man auch mit ihm diesen Einwand als
hinfillig betrachtet (selbst ohne dass es nothig wiire, auf Aegypten zu
verweisen), so diirfte wohl, scheint mir, jeder Leser das vorgebrachte
Raisonnement als zu modern, als zu kunstreich fiivr Pythagoras’ Zeit
ansehen.

zu ermitteln, welche zunsammen

Bretschneider zieht®) auch hier die Erklirung durch ein mehr
experimentirendes Verfahren vor. Ihm scheint ,,die Auffindung dieser
Regel ausnehmend einfach, wenn Pythagoras den arithmetischen Satz
kannte, dass die Summe der aufeinander folgenden ungeraden Zahlen
die Reihe der Quadratzahlen liefert ... Denn schrieb er sich die Reihe
~ der patiirlichen Zahlen und die ihrer Quadrate untereinander und be-
merkte unter jeder Quadratzahl ihve Differenz mit der nachfolgenden,
wie z. B.

LR S (e s T e B s 2 e ]

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169 ...

3EBWT O i SHSUSISEC 7 0o r e D S I ol Bl

so ergab sich seine Regel von selbst, wenn er in der untersten Reihe
diejenigen Zahlen aussuchte, welche selbst Quadratzahlen sind. Die
Grundzahlen der letzteren’ gaben ihm stets die kleinere Kathete, wiihrend
die beiden iiber ibr stehenden und sie einschliessenden Zahlen die Qua-
drate der beiden anderen Seiten und somit letztere selbst lieferten. Auch
ist es bei dieser Annahme von selbst klar, weshalb Pythagoras seine
Regel gerade so fasste, wie sie Proklos uns angiebt. Denn er hitte
auch sagen konnen: ,man addire und subtrahire die Einheit zu und von
dem Quadrate der gegebenen ungeraden Zahl und halbire die erhaltenen
Resultate, so erhdlt man die beiden anderen Zahlen‘. Offenbar aber
wiire diese Fassung nicht so unmittelbar an das vorstehende Schema an-
schliessend, als die von Pythagoras gegebene®.

Auch Hankel scheint die erwihnte Methode ,,ihren Ursprung noch
deutlich an der Stirne zu tragen', und er erklirt sich im Wesentlichen
fir Bretschneider’s Auffassung?’).
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Ginther®) lisst sich auf eine Erklirung nicht ein; aber auch er
scheint das an hingeschriebenen Zahlenreihen experimentirende Verfahren
fiir eine solche beiziehen zu wollen, nur dass er, den oben (Anmerkung
zu 8. 214) angedenteten Gedankengang weiterfiihrend, die nachstehende
Anordnung:

14916 25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 225 256 ...

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169-196 ...
1 4 9 16 25 36 49
gebildet und so die beiden neuen Gleichungen
254+144=169, 364 64=100
gefunden denkt; entsprechend kionne dann rein empirisch die Anzahl
solcher Relationen vermehrt worden sein.

9. Mir scheinen alle solche Wiederherstellungsversuche von Pytha-
goras’ Gedankengang verfehlt, sofern sie den Beden des Experiments
verlassen, zu abstract aber und erst einer zweiten, spiteren Stufe der
Entwickelung angehorig, sofern sie die unmittelbare Anschaulichkeit der
Ableitung ausser Acht lassen. Ich mgchte mich deshalb in Weiter-
fihrung der oben (in I) entwickelten grundlegenden Auf-
fassung fir folgende Entstehungsart entscheiden.

Pythagoras — oder wer sonst diesen Weg des experimentalen
Forschens zum ersten Male ging — sah und zeigte, dass die Viertels-
umrahmung oder Rinderung eines mit Rechensteinen besetzten quadra-
tischen Feldes wiederum zur Gestaltung eines Quadrates fiihre, und als
er bei 1649 =25 den besondern Fall erkannt, dass die Summe zweier
Quadrate wieder ein Quadrat sei, da lag die Frage nahe, ob sich dies
auch weiterhin ereignen konne, und sie spitzte sich nun darauf zu, ob
die Ridnderungszahl, d.i. der Gnomon, eine guadratische Fig. 11,
Zahl sein konne, Dass dies nicht jedesmal der Fall (z. B, (ec=°°-

Fig. 11), war leicht zu sehen; ebenso leicht aber auch, g)s+- 50
dass dies mit Absicht hergestellt werden konnte (z. B. | T

Fig. 10 oder 12), indem man nur eine ungerade Qua- —waveevls))
dratzahl als Rénderungszahl auswihlte; die im

fig. 12,
Eck stehende Einheit weglassend, hatte man s _r.lf M
zwei gleichviele Einheiten zdhlende Ansatz- i
reihen, und in der Anzahl der Einheiten einer e e s ee
derselben hatte man dann auch naturgemiss i SRR 0L IO K ) e
die Zahl, welche der Linge der einen Quadrat- DS OOD DL )
seite (der einen Kathete) entsprach; diese Zahl GO a IO CRCI
um 1 vergrossert, gab die Liinge der gréssten See :. .: ; SR -: s E E

Quadratseite (der Hypotenuse), und die Grund-
zahl, deren Quadrat anfinglich als Rinderungszahl ausgewdhlt war, war
naturgeméiss anch die Linge der kleinsten Quadratseite (der kleinsten
Kathete).
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So diirfte wohl am einfachsten das Ausdenken der beriihmten Pytha-
goreischen Regel sich entwickelt haben, und mir scheint, dass anf meinen
Wiederherstellungsversuch die oben (S. 217 u. 218) betreffs eines giin-
stigen Vorurtheils fiir einen solchen citirten Worte von Bretschneider
und Cantor mit Fug und Recht ihre Anwendung finden kinnen.

10. Gleichwie dem Pythagoras, so schreibt Proklus auch dem
Platon eine Regel zu, um ganzzahlige Werthe fiir die Seitenlingen eines
rechtwinkligen Dreiecks zu finden. Er sagt niimlich: ,,Man nimmt eine
gerade Zahl an und setzt sie gleich einer der beiden Katheten; wird
dieselbe halbirt, die Hilfte quadrirt und zu diesem Quadrate die Einheit
addirt, so ergiebt sich die Hypotenunse; wird aber die Einheit vom Qua-
drat subtrahirt, so erhdlt man die andere Kathete.'

Wie ist diese Fassung der Regel entstanden?

Arneth verzichtet anf einen Erklirungsversuch®); Cantor aber
findet in seiner ersten Darstellung®®), wenn wieder die S. 217 verwende-
ten Zeichen gebraucht werden, dass man dort nur f=y=2 zu setzen
habe, so dass

& e

32 1
(.‘-——G!, H—E+ ) b=z'—1

wird; in seiner zweiten Darstellung®') aber sagt er, dass die Annahme
von (e—b)=2 zur Folge hatte, (a+0b) gleich dem Doppelten einer
Quadratzahl (=2¢%) oder gleich der Hiilfte einer geraden Quadratzahl
(H (2¢)?
g

) setzen zu miissen, so dass also von selbst

c=2¢, b=g£—1, a=+1
wurde. — Bretschneider endlich spricht sich dahin aus®), es sei
»leicht zu sehen, dass Platon nur die Zahlen, welche bei der Regel
des Pythagoras angewendet werden, zu verdoppeln brauchte, um sofort
die von ihm selbst aufgestellte Regel zu erhalten ‘.

Auch ich meine, dass in gewissem Sinne nur an ein Verdoppeln zu
denken war; aber dem vorhin Dargelegten entsprechend scheint mir die
einfachste Erklirung die, dass der Erfinder des Verfahrens versuchte, ob
nicht auch bei zweizeiligem Umrindern des Quadrates (Fig. 13), was ja

Fig 13. jedenfalls zu einem neunen Quadrat fiihren musste, der
Gnomon selbst auch einer neuen Quadratzahl identisch
.sein konne. IEr nahm ibn demnach als solche an;
diese Quadratzahl enthielt dann das aus vier Einheiten
bestehende Eckquadrat sammt den vier je gleichviele
Einheiten ziihlenden Ansatzreiben [d.i. =44 2a+42¢
=4(a+1)], so dass die Seite des dem Gnomon iden-
t1schen Quadlats als eine gerade Zahl sich darstellte und dass der vierte
Theil dieses Quadrats oder, was dasselbe, das Quadrat der Hilfte seiner
Seite [d. i. (e+1)] die um 1 vergrosserte Anzahl von Einheiten des

[
.--.u-

-,ttlllo-

.'-
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urspriinglichen noch nicht umriinderten Quadrats zur Seite hat; eine Ver-
minderung oder Vermehrung dieser Seite je um 1 giebt also die Seite
des urspriinglichen kleineren, bhezw. die des nen gebildeten grisseren
Quadrates [d. i. ¢« und (a4 2)].

Man wird wobl auch dieser Wiederherstellung das Zeugniss der
Natiirlichkeit und Ungezwungenheit nicht versagen konnen.

Es erledigt sich mit ihrer Annahme auch die von Bretschneider
(a. a. 0. 8. 140) aufgeworfene, aber unentschieden gelassene Frage, ,,ob
Platon seine Regel streng bewiesen oder sich mit einer Induction be-
gniigt hat*: die Regel wurde eben durch Induction gefunden, aber diese
Induction war-hier ihrer Natur nach gleichwerthig mit dem Beweise.

Und auch die andere von Réth (IT, 527) zur Discussion gebrachte
Frage, ob nicht die beiden Verfahrungsweisen zur Auffindung rationaler
Seiten des rechtwinkligen Dreiecks zu gleicher Zeit entstanden sein
mochten, ist trotzdem, dass nach altiiberlieferten Zeugnissen die eine
dem Pythagoras, die andere dem Platon zugeschrieben wird, gar
nicht so unbedingt zu verneinen, wie dies Cantor gegeniiber Rith
thut¥); denn nach meiner Auffassung wenigstens iiber die Entstehung wiire
man berechtigt, sich zu wundern, wenn nicht beide gleichzeitig aufgefun-
den worden wiren.*

III. Das zweite Buch der Elemente Euklid’s. — 11. Bretschnei-
der’s Untersuchungen iiber die Geometrie und die Geometer vor Euklid

# Bs wire sogar auch denkbar, dass man noch andere

analoge Regeln zu finden vermuthet habe, freilich aus dem TR

sofort zu erwithnenden Grunde nicht gefunden hat, Versuchte [ RIS
man nimlich das im Text zweimal angewendete Verfahren Alla s o
auch so weit auszudehnen, dass man durch dreimaliges Um- l'_ e
rindern wieder zu einem Quadrat gelangen wollte (Fig. 14), "« o ¢ o 'iT‘ .
s0 misste, in unseren Zeichen ausgedriickt, 9+3a+3a=3 s e :\: : 2

X (2a+3) eine Quadratzahl sein, also eine durch 3 theil-
bare ungerade Zahl, d. h. die zu quadrirende Zahl miisste ein ungerades Vielfaches

2
von 3 sein, etwa 2 Dieses # quadrirt, 2% dann durch 3 dividirt, %, dann 3 sub-
- 2
trahirt, %—3, giebt eine gerade Zahl (=2a), deren Hilfte das gewiinschte @ ist;
2
(4+3) ist dann die dritte gesuchte Zahl, Z B. s=9, #=81, = —3=24, Hilfte

2
=12, somit: 9, 12, 15. Allgemein: z=3(@2n+1), 2=9An*+4n+1), %_3
=12n2 4 12n, Hiilfte =6n(n+1), so dass als die drei die Aufgabe erfiillenden
Zahlen sich herausstellen: ;

3(2mn+1), 6n(n+1), 3(2n*+2n+1),

welche auf
2n+1, 2n(n+1), 20%2+2n-+1,

d. h, auf die durch Pythagoras’ Regel zu bestimmende Zahlengruppe hinaus-
kommen.
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haben die ,, Elemente‘ des Letzteren, so sehr sie auch vom Gesichts-
punkte der Logik aus wunderbar einheitlich aufgebaut sind, gleichwohl,
was geschichtliche Entwickelung betrifft, als eine An- und Ineinander-
fiigung von Satz- und Constructionsgruppen recht verschiedenen Alters
erkennen lassen. So hat Bretschneider selbst die Ausdebnung des
Pythagoreischen Satzes auf spitz- und stumpfwinklige Dreiecke (Eukl. IT,
12 u. 13) als vorenklidiseh, ja vorhippokratisch (also vor der Zeit um
410 v. Chr.) nachgewiesen; er hat auch die richtige Empfindung gehabt,
dass der wesentliche Gehalt des zweiten Buches iiberhanpt vorenklidisch,
ja fast pythagoreisch zu nennen ist, indem er sich dahin aussprach?®), dass
die genannte ,,Erweiterung der Planimetrie, mit welcher der Natur der
Sache nach die Entwickelung der meisten Sitze des zweiten Buches der
Kuklidischen Elemente zusammenhiéingt, ist demnach ein Verdienst, wel-
ches, wenn nicht den unmittelbaren Schiilern des Pythagoras, so doch
wenigstens der zweiten Generation derselben zufillt.

In der That, es wird dies nicht leicht bestritten werden kénnen,
und wenn auch Bretschneider nur von den ,,meisten Sitzen“ des
zweiten Buches im angefiihrten Sinne redet, so glaube ich zeigen zu
konpen, dass man ruhig die ,,meisten® durch ,,alle’* ersetzen kann.

Dies machzuweisen, ist die Absicht dieses dritten Theiles meines
Aufsatzes, und zwar méchte ich im Einzelnen, Satz um Satz, zeigen,
dass jeder derselben ein natiirliches Ergebniss derjenigen Art von Be-
trachtungen war, wie ich sie oben als fiir Pythagoras und seine Schule
giltig dargelegt hahe.

12. Ich machte die einfache Annahme, dass die ersten Untersuch-
ungen zur Zeit des Pythagoras an die Aneinanderreihung von Rechen-
steinen sich ankniipften und, wenn sie sonach auch einen geometrischen
Hintergrund batten, doch im Wesentlichen arithmetischer Natur waren.
Das Bestreben nach rascherer Darstellung der Rechensteinstreifen in Ver-
bindung mit der Freude am Studium der Formen an sich fiihrte gewiss
bald dazu, blos Rechtecks- und Quadrat-Figuren als Substrate der
beziiglichen Zahlen -zu zeichnen und so die Betrachtung zu einer rein
geometrischen umszugestalten.

Nun war die quadratische Zahl ein Quadrat, die reehtecklge Zahl
ein Rechteck, die Riinderungszahl ein eigentlicher Gnomon, eine dem
Winkelhaken vergleichbare Fliche geworden, und was man seither viel-
fach geiibt, ohne besondere Redewendungen dafiir zu gebrauchen, ward
nun in bestimmten schulmissigen Ausdriicken, in Lehrsitzen fixirt: 1.
dass ein Rechteck in mehrere gleichbreite zerleghar sei; 2. dass ein Qua-
drat in Rechtecke, und 3. dass auch ein Rechteck in zwei Theile, in
ein Quadrat und ein iiberschieseendes Rechteck zerlegt werden kénne;
4. dass der Gnomon, welcher einem Quadrat zugefiigt werden miisse, um
dasselbe in ein grosseres Quadrat zu veriindern, aus zwei gleichgrossen
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Rechtecken und einem Quadrat bestehe (Fig. 15); 5. dass, wenn einem
Quadrat das ganze durchgehende Rechteck eines Gnomons beiderseits
angefiigt werde (Fig. 16), das Ergebniss der Snmme zweier Quadrate
gleichwerthig sei, und endlich 6. war es auch nur
ein Feststellen dessen, was man bei wiederholtem
Umréindern eines Quadrats so oft hatte auftreten
seben, dass nidmlich (Fig. 17) ein zweimaliges An-
fiigen desRechtecks § an das Quadrat o« ein iiber-
schiissiges Quadrat giebt, dass aber, wenn man dieses als y anfiigt und
darauf noch die Liicken durch die zwei mit f§ gleichen Rechtecke § aus-
fiillt, dass dann wieder ein Quadrat entstehe. ; Fig. 17,

Dies ist der Gehalt der vier ersten Sitze und des sieben-
ten und achten Satzes des zweiten Buches — dass diese
aber in einem dem meinigen &hnlichen Wortlaut zuerst aus-
gesprochen wurden und nicht in der starren schulmissigen
Form, wie sie sich bei Euklid finden, ist wohl zuzugeben.

Der Gnomon war in der interessanten Untersuchung, welche zu dem
Pythagoreischen Satze fiihrte, als genau einem Quadrate gleichwerthig
erkannt worden. Es schloss sich naturgemiss der Wunsch, bezw. die
Frage an, ob nicht jedes Rechteck in ein Quadrat umgewandelt werden
kinne — dass dies entsprechend der bei Rinderung eines Quadrates
auftretenden Figur, freilich vorerst auch nur unter gleichzeitiger Zufiigung
eines Quadrats, méglich sei, behaupten die Sdtze 5 und 6 unseres zwei-
ten Buches.

Erstens nidmlich (Fig. 18):
wenn das Rechteck 4 H vorlag,
so war der Gedanke naheliegend, ] i
einen Theil desselben als D F an- :///%1
zufiigen, um zur quadratischen Ge- -
stalt C F zu gelangen; dann musste Gl

AB
DB =DH und FB= BC, also letztere Strecke = (4 = > gemacht wer-

Fig. 15. Fig. 16.

den, und so entstand der Satz, dass
Rechteck 4 H + Quadrat EH = Quadrat CF
sei.

Zweitens (Fig. 19): wenn wieder das Rechteck: 4# vorlag, so
konnte (immer in der Absicht, die Gestalt der Fig. 16 herzustellen) ein
Theil des Rechtecks als HG angefiigt werden, um .zur quadratischen
Gestalt CF zu gelangen; dann musste /B=BH und HF=DC, also

D
letztere Strecke = (4 = s gemacht werden, und so entstand der Satz,

2

dass
2 Rechteck 4 # 4+ Quadrat LG = Quadrat CF

sel.
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13. Den Gedankengang der zwei zuletzterwiihnten Sitze aufnehmend
und weiterfiihrend, erscheint im zweiten Buche die die Nummer 11 tragende
beriihmte Aufgabe: ,, Eine Strecke so zu theilen, dass das aus der gan-
zen Btrecke und einem der beiden Abschnitte gebildete Rechteck dem
Quadrat des iibrigen Abschnittes gleich sei‘* — oder in dem andern Wort-
laut, wie sie in VI, 30 wieder erscheint: ,,Kine Strecke soll nach ste-
tiger Proportion getheilt werden.* So paradox diese Aufgabe auch im
Gebiete der Proportionslehre klingen mag (wo sie ja verlangt, die mitt-
lere Proportionale zn construiren zwischen einer gegebenen Strecke und
einer andern, deven Grisse erst nach Ldsung der Aufgabe bekannt sein
wird), so einfach ergab sie sich fiir einen denken-
den Kopf im Gebiete der Flichenvergleichung.
Waren seither Rechtecke in Gnomone, oder beide
sammt Quadraten in Quadrate umgewandelt wor-
den, so sollte nun anch (Fig. 20) das Rechteck «
aus der Strecke 4B und einem ihrer Theile 4.X
in das iiber dem Reste X'B beschriebene Quadrat
i umgewandelt werden.

Wurde « durch y zu einem Quadrat ergéinzt, so musste das Rechteck
(B4 y) = dem Quadrate (e+y) sein, wihrend der Satz 6 (Fig. 19) gelehrt
hatte, dass ein Quadrat erhalten werde als gleichwerthig mit einem
Rechteck sammt einem Quadrat von bestimmter Art der Zeichnung.
Wurde also letzteres als 8, namlich als das Quadrat tiber M B, der Hilfte
von BC zugefiigt, so fand sich eben dem Satze 6 zufolge, dass

Rechteck (4 7) 4+ Quadrat 6 = dem Quadrate iiber M F
sei; andererseits aber galt dem Pythagoreischen Satze zufolge die Gleichung
© Quadrat (¢4 y) + Quadrat § = dem Quadrate iiber M 4;
das Quadrat iiber ¥ ¥ wurde also dem iiber M4 gleich und damit tiber-
haupt die Aufgabe geldst, wenn
ME=M4
gemacht wurde, :

Die Construction, um 4B in X wie verlangt zu theilen, besteht also
darin, dass iiber 48 das Quadrat 4C gezeichnet, dann nach dessen
einer Seitenmitte # die 4M gezogen und diesc nach MF abgetragen
wird; die Construetion des Quadrats iiber B F giebt dann den gewiinsch-
ten Theilpunkt . N

Im Euklid’schen Beweise zu II, 11 ist die Urspriinglichkeit der
Analysis ganz wohl noch zu erkennen, nicht minder auch in Beweis und
Figur zu VI, 30.

14. Anders freilich muss das Urtheil lauten iiber die fiir meine Be-
trachtung noch iibrig gebliebenen Sidtze 9 und 10 des zweiten Buches,
bezw. iiber deren Beweise. Denn dass die Sitze selbst naturgemiiss in



Ein Beitrag zur Geschichte der griechischen Geometrie. 225

e B PR

S S S S S S S

S

diese ganze Reihe von Betrachtnngen gehéren, habe ich schon zu An-
fang der vorigen Nummer angedeutet; dass aber ihre bei Euklid sich
findenden Beweise der Urspriinglichkeit enthehren, seheint mir gewiss.,

Ich versuche diese herzustellen, indem ich die zu addirenden Qua-
drate iiber P20 und QR einfach neben einander zeichne (Fig. 21 u. 22)
und die in beiden Fillen entstehende sechseckige Figur in Quadratgestalt
zu verwandeln suche zun#chst da- _ Fig. 21, Fig. 22,
durch, dass ich entweder iiber jeder P. @ M RiBIE QS S, R
Hilfte von PR das Quadrat zeichne o |f = ¥
(Fig. 21) oder iiber der ganzen g . - 2
Strecke PR das Quadrat zeichne ! %
(Fig. 22). Im ersteren Falle miissen ¥ o
von den entstehenden Theilflichen
B=4p, y=9 und d=p~+y sein, i
so dass die Summe der zwei Quadrate By
=atftyty+ite=atf+ty R
+y+y+pte= (“+F3+}’+ﬁ)+2?+9—£+2?+5—2 (e+7); d. i
nach heutiger Bezeichnung = 2. [P M + MQ ] ist. — Im zweiten Falle bleibt
ein zweites mit o gleiches Quadrat ¢ ganz innerbalb, ein zweites mit ¢
gleiches Quadrat (f-y+ 0) fillt theilweise ausserhalb des Quadrates iiber
PR und es ist f=f', wenn die Grenzlinie zwischen $ und y durch § gezo-
gen wird, wo S0= 0P gemacht ist; dann ist a-4e=f[at &'+ e4d4F4y]
=4[+ o+ e+ d+p)+y], d.i. nach hentiger Bezeichnung =1}(ﬁ2+ﬁ2),
woraus sofort die Buklidische Behauptung folgt:

PR +RS*=2(P0°+0R’).

Hiermit glaube ich gezeigt zu haben, dass auch der Gegenstand
dieses dritten Theils meines Aufsatzes mit dem in den beiden ersten
Theilen Behandelten im inneren Zusammenhang stebt, dass also mein

Thema in der That ein einheitliches ist.

Anmerkungen.

1) So auch Cantor auf 8. 1563 seiner ,Vorlesungen tiber Geschichte der
Mathematik, 1. Band, Leipzig 1880 (weiterhin kurz durch , Cantor, G.* be-
zeichnet).

2) C. A. Bretschneider, Die Geometrie und die Geometer vor Euklides,
Leipzig 1870, 8. 8L

3) M. Cantor, Mathematische Beitriige zum Culturleben der Vilker. Halle
1863, 8. 103 (weiterhin kurz durch ,,Cantor, B.** bezeichnet).

4) 8. Giinther, Ziele und Resultate der neneren mathematisch-historischen
Torschung. Erlangen 1876, S. 39

5) Cantor, B., 8. 2 und Cantor, G., S. 130.

6) Cantor, G., S. 135, 138, 142 und B. Zeller, Die Philosophie der Griechen
in ihrer geschichtlichen Entwickelung. 4. Aufl. I. Bd. Leipzig 1876, S. 373 ff,

7) Zeller a.a. 0.1, S. 865 nach Aristot., Metaph. XIV, 5. 1092, b, 10 und
Theophrast, Metaph., 8. 312 Br.
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8) Cantor, G., 8. 143 nach Aristot., Metaph, XIV, 4.

9) Zeller a. a. O, S. 366.

10) Cantor, G., S. 143 nach Niecomachus, Fisag. ar. I, 12 (ed. Hoche),
S. 96.

11) Cantor, G., S. 143 nach Plut, Platon. Quaest. V, 2. 4.

12) Giinther a.a. 0. S. 41 und Cantor, B,, 8. 106 f und G., S. 143 £

13) Bretschueider a. a. 0. S, 82.

14) H. Hankel, Zur Geschichte der Mathematik in Alterthum und Mittelalter.
Leipzig 1874, S. 98.

15) Cantor, G., S. 153,

16) Kliigel, Mathematisches Warterbuch, I. Abth. 1IL Theil. Leipzig 1808,
S. 932, :

17) Die erste Ausgabe des Euklid durch Clavius ist — vgl. Kiistner's Gesch,
d. Math, I, 324 — vom Jahre 1574 ohne Erliuterungen, die zweite mit solchen aus
dem Jahre 1589, die dritte aus dem Jahre 1591. Teh beniitze den Frankfurter
Abdruck vom J. 1607, und in diesem findet sich die im Text citirte Stelle im Scho-
lium zu Buch I, 47, S. 151. :

18) Bretschneider a.a. 0. 8. 82 — Vergl. Hankel a.a. 0. 8. 98; Giinther

a.a. 0. 8.42; Cantor, G., 8. 167.
: 19) Kliigel, Math. Wérterh. Bd. 11T S. 932.

20) Aus diesem Buche von Henry Boad (London 1733) hat denselben Beweis
anch Joh, Hoffmann in seiner Sammlung von Beweisen des Pyth. Satzes (1821)
entnommen und hat darnach noch sechs andere Beweisanordnungen abgeleitet,
Vergl. die neuere Schrift von Jury Wipper, 46 Beweise des Pythagoriiischen
Lehrsatzes, iibers. v. F. Graap. Leipzig 1880, S. 17.

21) G. H. F. Nesselmann, Die Algebra der Griechen. Berlin 1842, S. 150.

22) Arneth, Geschichte der reinen Mathematik, Stuttgart 1852, S 33.

238) Réth, Geschichte der abendliindischen Philosophie 1I, 527 (nach Cantor,
G., S.157). — A.a. O. sagt auch Cantor, dass der im Text skizzirte Weg von
R6th ,zuerst vermuthungsweise geschildert worden ist‘.

24) Cantor, B., S. 108 f

25) Cantor, G., S. 157f,

26) Bretschneider a.a. 0, S. 83.

27) Hapkel a, a. 0. 8. 100 u.132.

28) Giinther a.a. 0. 8. 41.

29) Arneth a, a O. 8. 95,

30) Cantor, B., S. 109.

31) Cantor, G., 5. 192.

32) Bretschneider a. a. 0. 8. 140.

33) Cantor, B., S. 109. .

34) Bretschneider a.a. 0. S 134
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