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Zur Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik

ITANs Wussing

1. Evnfiihrung

Tiir die griechisch-hellenistische Mathematik kann man nach Methode, Inhalt
und Umfang der wissenschaftlichen Aktivitdten vier ziemlich deutlich getrennte
Perioden unterscheiden. Einer Frith- oder Vorbereitungsperiode, die wegen ihres
engen inneren Zusammenhanges zur ionischen Naturphilosophie als ionische
Periode bezeichnet wird, folgte eine zweite, die etwa auf die Zeit von 450 bis
320—300 v. u. Z. zu datieren ist und nach dem Hauptzentrum der mathematischen
Titigkeiten als athenische Periode benannt wird. Die dritte, hellenistische Periode,
ist bis ungefihr 150 u.Z. zu datieren und sah die antike Mathematik in ihrer
Hochbliite. SchlieBlich miindete auch die Mathematik in den allgemeinen Aus-
klang und Verfall der antiken Gesellschaft ein.

Chronologisch fillt demnach die athenische Periode weitgehend mit der Krisen-
zeit, der griecchischen Polis zusammen, also mit jenem Zeitraum zwischen 421 und
338, der in der hier vorgelegten vergleichenden Untersuchung eines vielschichtigen
historischen Prozesses im Vordergrund des Interesses steht.

Geographisch-politisch betrachtet verlagerte sich vom finften zum dritten
Jahrhundert das Schwergewicht der mathematischen Aktivititen von Kleinasien
und Siiditalien iiber Athen nach der igyptischen Alexanderstadt, au das Museion
in Alexandria.

Sachlich-methodisch haben die erste und die dritte Periode der antiken Mathe-
matik day vorwiegende historische Interesse hei der ErschlicBung des iiberkom-
menen Quellenmaterials auf sich gezogen; bei der athenischen Periode kommt noch
vin weiteres und sogar wesentliches historiographisches Element hinzu, die
Untersuchung des Umschwunges in den grundsiitzlichen Methoden und Ziel-
stellungen. Heute besteht weitgehendes, nahezu allgemeines Einverstindnis
daritber, daB jener Umschwung als dic Uberwindung einer echten Grundlagen-
krisis der Mathematik zu werten ist.

Die chronologische, geographisch-politische und sachlich-methodische Paralleli-
tit der Krisis der gricchischen Polis mit einer Grundlagenkrisis der Mathematik
wirft natiirlich die tiefliegende Frage nach der kausalen Verkniipfung beider
Erscheinungen auf.

Die Antwort wird schwer zu finden sein; sie erfordert es jedoch, das Wesen der
mathematischen Grundlagenkrisis amn Detail zu verdeutlichen sowie deren Uber-
windung zu schildern und in ihrer inhaltlichen Tragweite fir die nachfolgende

Zur Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik 1

.

volle Ausbildung des dee hellenistischen Periodo spozifischon Py ps dor Mat

matik 2o erlivutern.

2. Due gricchische Mathematik am HBeginn

throm Ursprungo nuel ist die griochisoho Mathomntik nafl dos cngato
hochentwickolten Mathomatik Mosopotan nutirli

s verbundaen,
i, politine kalturatlen B
stanten an der ionischen Kiiste Kleinasiens zumn Osten.

Dic inhaltliche Ubercinstimmunyg der babylonischen Mathematik it
gricchischen Mathematik ist schr weitreichend; sie orstreckt sich 2. 13, nicht,
auf die Behandlung derselben Typen von Aufgaben, sondern sogar auf Beispi
in denen dicselben Zahlen als Koeffizienten auftreten. Diese historischen Zus:
menhdinge sind insbesondere von O. Neugebauer ausfithrlich und iberzeug
analysiert worden; zusammenfassend kommt er zu dem SchluB8: ,,Sowohl im
reich der Elementargeometrie, wie im Bereich der elementaren Proportionenlel
wie schlieBlich im Bereich der Gleichungslehre liegt in der babylonischen Mat
matik das gesamte inhaltliche Material geschlossen vor, auf dem dic g
chische Mathematik aufbaut. Der AnschluB ist in allen Punkten praktisch liick
los herzustellen*!,

Der Methode nach ging allerdings die griechische Mathematik weit iiber
babylonische Mathematik hinaus — und sogar in doppelter Weise.

Bereits in ihrer ersten Periode, der ionischen, fand ein erster durchgreifen
Wandel statt. (Eino zweite Transformation, die sozusagen den ganzen Typ
Mathematik umgestaltete, wird weiter unten zu besprechen sein.)

Eingebettet in den umfassenden, philosophicgeschichtlich hochbedeutsar
Prozel§ der Herausbildung der ionischen Naturphilosophie, in einer Atmosph
der Besinnung sul das Wesen der Natur und ithres inneren Zusammenhanges,
Oberganges vom Summeln und Beschreiben von Tatsachen zum Verstehenwol
vollzoyg sich auch der Umschlag von einer inhaltlich ausgedehnten, aber d
rezeptartig betrichenen Mathematik zu einer Wisscnschaft Mathematik, die al
meine Siatze aufstellt, wesentlich Beweise heranzicht und klar zwischen Def
tionen, Voraussetzungen und Lehrsitzen zu unterscheiden weil3.

So war boispiclsweise weit vor dem 6, Jahrhundert v, u. Z. davon (lebra
gemacht worden, dall der Durchmesser den Flacheninhalt eines Kreises halbi
aber Thales von Milet (624¢—548?) hat diese Tatsache als Satz formuliert -
bewiesen. Anaxagoras von Klazomenai (500?7—4282) und Hippokrates von Cl
(um 440) gehoren in diese Entwickiungstinie wie noch Demokrit von Abc
(460¢—-370?) am Ausgang der ionischen Periode. Die bedeutenden Krfolge i
Mathematiker lagen in ihrer engen Bindung an die materialistische und spont
dialektische Grundhaltung der ionischen Naturphilosophie; soziologisch geh
diese Gruppe vorwiegend der Sklavenhalterdemokratie an.

Wahrscheinlich zwischen 530 und 520 kam Pythagoras von Samos nach Kic
in Siiditalien und griindete dort einen religivsen Bruderbund, der politisch
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Sklavenhalteraristokratic nahestand. Vor anderen religiosen Vercinigungen zeich-
nete sich der Bund der Pythagoreer dadurch aus, dafl Mathematik zu cinem
immanenten Bestandteil ihrer Weltanschauung wurde. Die Harmonie der Welt
ist gottlichen Ursprunges, sie besteht in Zahlen und in Zahlenverhiltnissen. Die
Vereinigung mit dem Géttlichen erfolgt darum duarch das Studium der Zahlen,

Mit der Ubernahme von Zahlenmystik und Mysteriendiensten aus dem Osten —
Pythagoras selbst wurden langdauernde Aufenthalte in Mesopotamien und Agyp-
ten zugeschrieben — wurde auch die ausgeprigt arithmetisch-algebraische T'ra-
dition der babylonischen Mathematik weitergefithrt, wenn auch anfangs aus-
schlieBlich unter religiosen Vorzeichen. Und doch wuchsen, sozusagen inplizit
und unbeabsichtigt, bereits in der ionischen Periode aus Spekulation und Mysti-
zismus Ansitze ciner wissenschaftlichen Zahlenlehre. Die Anfinge waren be-
scheiden: Schilt man aus der mystischen Hiille den rationalen, wissenschaftlichen
Kern heraus, dann handelt es sich fir die Pythagoreische Zahlentheorie um das
folgende: Die (ganzen positiven) Zahlen werden in gerade und ungerade Zahlen
eingeteilt; Teilbarkeitslehre; man experimentiert mit figurierten Zahlen (Drei-
cckszahlen, quadratischen Zahlen, rechteckigen Zahlen, fiinfeckigen Zahlen);
und anderes mehr?.

I'ir das Ende der ionischen Periode der Mathematik kann man zusammen-
fassend feststellen: Im Methodischen bestand der Fortschritt darin, dall ein
insbesondere von den Babyloniern ubernommener reicher mathematischer
Erfahrungsschatz eine logische Struktur erhalten hatte. Von nun an existiert ¢ine
deduktiv dargelegte Wissenschaft Mathematik mit einem System von Postulaten,
Definitionen und zwingend bewiesenen Sitzen. Doch wurde dieser ungeheure
Fortschritt unter den Bedingungen der Sklavenhaltergesellschaft durch cine Ent-
fremdung von der Praxis erkauft und er enthilt starke gnoseologische Wurzeln
fiir den Aufschwung des philosophischen Idealismus in der Mathematik wihrend
der folgenden Periode.

Dem Inhaltlichen nach ist die Entwicklung in vier Richtungen vorangeschritten:
Die babylonische algebraisch-arithmetische Tradition wurde — insbesondere in
der Pythagoreischen Schule — weitergefiithrt. Am Ende der Periode lagen Anfinge
einer Lehre von Gerade und Ungerade, von der Teilbarkeit und von den Verhilt-
nissen der (natiirlichen) Zahlen systematisiert vor.

Die ebene Geometrie hatte insbesondere durch Hippokrates eine erste Syste-
matisierung erhalten. Zu ihrem festen Bestand gehorten die Lehre von den Paral-
lelen, der Satz von der Winkelsumme im Dreieck, der Flicheninhalt von Poly-
gonen, der Pythagoreische Lehrsatz, die (rationalen) Verhiltnisse von Strecken.

In der Stereometrie waren neue Krkenntnisge iber Pyramide, Kegel und regu-
lire Korper sowie iiber die Lehre von der Perspektive hinzugekommen.

Und schlieSlich: Ks waren innermathematische Fragen aufgeworfen worden,
deren weiterer Verfolg in enge Beziehung zur Grundlagenkrisis wihrend der
nachfolgenden Zeit fihren wird: Die scheinbar harmiosen und naheliegenden
Probleme der Wiirfelverdoppelung, der Dreiteilung des Winkels und der Verwand-
lung der Kreisfliche in ein flichengleiches Quadrat hatten ihre ‘liicken offenbart.
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3. Die writhmetica universalis dee Pythagoreer

Man kann mit groler Sicherheit annchmen, dald schon zwischen 500 und 45
der Bund der Pythagoreer in zwei Gruppicrungen zu zerfallen begann, Wihren
die sogenannten akousmatikoi dus Hauptgewicht auf die Bewahrunyg der noc
auf Pythagoras zuriickgehenden heiligen Riten und Gebote, der ekodsmate
legten, riickte in der zweiten Gruppicrung neben aller Bindung an die Forderunge
der Pythagorcischen Lebensweise ein echt wissenschaftliches Interesse an de
Mathematik in den Vordergrand.

Dicse zweite Gruppe, die der mathematikoi, wurde um die Mitte des 5. Juhi
hunderts zum hauptsichlichen Triger des Fortschrittes der Mathematik; auf si
wird daherdas weitere Interesse des hier gegebenen Berichteszunichst zurichten seir

Die Griinde des Zerfalls lagen teils im Gesellschaftlichen, teils im Innerwissen
schaftlichen.

Der Bund der Pythagorcer war politisch mit den [nteressen der Sklavenhalter
aristokratic verbunden und besall in seiner Anfangszeit in den siiditalische
Stiidten zeitweise eine betrachtliche politische Macht. Als sich aber auch dort di
allgemeine Umschichtung zugunsten der Sklavenhalterdemokratic innerhalb de
Sklavenhalter vollzog, und zwar untor dem Binflufl des Attischen Seebundes, d
geriet. der Orden der Pythagoreer in dice politische Isolicrung, wurde bekdimpf!
aus einigen Stidten durch Rebellion vertrieben und schlieBBlich verboten. T
erlosch® um die Mitte des 4. Jahrhunderts,

Uber die innerwissenschaftlichen Griinde des Zerfalls wird ausfithrlich z
berichten sein; sic gehoren in das Zentrum des Berichtes.

Aus der zweiten Gruppe der Pythagoreer — und auf diese allein kann man sic
far diesen Bericht beschrinken — sind uns zwei Personen namentlich bekannt.

Der erste unter den mathematikoi, Hippasos von Metapont (um 450), ist ein
Zentralfigur der Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik und steht ursict
lich und chronologisch am Beginn der zweiten, der athenischen Periode de
griechisch-hellenistischen Mathematik.

Der zweite, Archytas von Tarent (428—363), war einer der bedeutendste
Mathematiker der Antike; er wurde zum Lehrer und Freund Platons und reick
nach seiner Lebenszeit bereits weit in die athenische Periode hinein,

Nach allgemeiner, insbesondere auch von Platon im ,Staat" vermittelte
Uberlieferung unterschieden die Pythagoreer vier mathémata, das sind Lehrgebiet
oder Wissensgebiete: Arithmetik, Geometrie, mathematische Musiktheorie un
Astronomie. Alle vier Bereiche beruhten auf der Vorstellung® von einer nac
Zahl und Mal} harmonisch geordneten Welt, oder wic Aristoteles (Metaph. A 5) ¢
ausdriickte: ... und da sie weiter sahen, daB die Eigenschaften und Verhiiltniss
der Harmonie durch Zahlen bestimit sind, und da es ihnen schicn, dafl auch al
anderen Dinge ihrer ganzen Natur nach den Zahlen nachgebildet und die Zahle
in der ganzen Natur das erste sind, so meinten sie, die Elemente der Zohlen scie
dic Elemente aller Dinge und der ganze Himmel sei Harmonie und Zahl.*
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Dabei — und das ist der springende Punkt — ist der Zuhlbegriff der Pythagoreor

eng: Er umfaBt ausschlieBlich — wenn man sich modern ausdriickt: — die ganzen

. positiven Zahlen groBer als 1, also dic Zahlen 2, 3,4, ... Die 1 selbst galt den
Pythagoreern nicht als Zahl, sondern als Quelle und Ursprung aller Zahlen.

Protz des Umstandes, dald keine direkten Quellen zum urspriinglichen, Pythago-
reeischen Zahlbegriff existicren, ist der historische Sachverhalt jedoch eindeutig:
Kritische Analyse und historischer Riickvergleich haben mit Sicherheit erwiesen,
da3 die Lehre von Gerade und Ungerade, welche den Schlull des Buches 9 der
., Klemente” des Eukleides bildet, Pythagoreischen Ursprungs ist. Als Grundlage
werden dabei folgende Definitionen verwendet: , Einheit ist das, wonach jedes
Ding ecines genannt wird. Zahl ist die aus Einheiten zusammengesetzte Menge™ . ..
,Gerade ist die Zahl, die sich halbieren laBt“, und ,ungerade die, die sich nicht
halbieren liBt, oder die sich um die Einheit von einer geraden Zahl unterschei-
det.'*s Im dbrigen wird auf die Pythagoreische Lehre von Gerade und Ungerade
noch zuriickzukommen sein,

Nach Pythagoreischer Auffassung ist also die 1 unteilbar; noch Platon mokiert
sich (Plat. Pol. 525e): ,,Die Meister der Rechenkunst (die Pythagoreer) ,,wiirden
jeden auslachen, der versuchen wiirde, die Kins zu teilen”.

Selbstverstindlich aber besall die gricchische Mathematik die Fahigkeit, cine
Bruchrechnung® aufzubauen; allerdings rechnete man nicht mit Briichen, sondern
mit Verhaltnissen von Zahlen. Der entscheidonde Zentralbegriff ist hice der dor Pro-
portion; auch darauf wird noch ausfiihrlich einzugehen sein. Halten wir also fest:
»Zahlen* sind im folgenden stets natiirliche Zahlen grofler als Eins,

Auf diesem Zahlbegriff beruhte die mathematische Grundiage aller vier Pytha-
goreischen Wissensgebiete’. Im Zusammenhang mit der — zu grofien Teilen ebon-
falls aus dem babylonischen Bereich {ibernommenen — Lelire vom arithmetischen,
geometrischen und harmonischen Mittel wurde im ruhigen Bewulltsein von der
Ganzzahligkeit der Welt im Kreise der unteritalischen Pythagoreer eine meta-
theoretische Auffassung ausgebildet, die die Funktion einer ldeologie ausiibte.
Nach allgemeinem historiographischen Gebrauch soll sie auch hier als ,arith-
metica universalis' bezeichnet werden.

Demnach war die Existenz der Pythagoreischen Gruppe der mathematikoi
innerwissenschaftlich gesehen eng an die ausschlieBliche Existenz ausschlicllich
ganzzahlig oder in ganzzahligen Verhiltnissen beschreibbarer Dinge gebunden,
Sollten Dinge oder Grolen gefunden werden, die gich nicht mit Hilfe dicses Zahl-
Legriffes erfassen lassen, die also — nach Pythagoreischem Sprachgebrauch —
nicht (ganzzahlig) meBbar, inkommensurabel, sind, dann ist die arithmcetica
universalis zerstort und der Existenzgrundlage der Pythagoreischen Schule ein
schwerer Schlag versetzt.
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4. Der Zusamonenbruch der arithmetica unceersalis

Man kann heute® mit groBiter Sicherheit annchimen, dul die Kntdeckung von
der Existenz gegenseitig sich nieht messender Strecken noch innechalh der pytha-
goreischen Schule gemacht worden ist, und zwar jodenfalls nicht spiter wls 420,

Dumit wurde die arithmetics universatis zerbrochen und jener , wirkliche logische
Skandal* (scandale logique) heraufbeschworen, wurde jene Grundlagenkrise der
gricchischen Mathematik ausgelost, von der P. Tannery bemerkenswerterweise
bereits 1887 spricht®.

fm ullgemeinen wird heute die Entdeckung der Inkommensurabilitit mit
Hippasos von Metapont in Verbindung gebracht. Dies — und es kommen noch
weitere mathematische Entdeckungen und echte naturwissenschaftliche Kxpori-
mente hinzu — hat zur endgiltigen Spaltung des Pythagoreischen Bundes gefithrt
oder doch die bereits bestehenden Spannungen wesentlich verschirft. Die ver-
schiedencn Richtungen der Pythagoreer haben sich dann erbittert bekimpft.

Hippasos hat sich den besonderen Zorn der Akusmatiker zugezogen, teils, weil
er mit dem Volk withrend der Rebellion gegen die Tyrannis sympathisiert babe,
teils, weil er iiberhaupt dem von Pythagoras stummenden Bestand an Lehren
neue Klemente hinzugefigt hint, vor allem aber deswogen, weil or nicht nur dio
katastrophale Kntdeckung von der lixistenz inkommensurabler Strecken ge-
macht, sondern dies nuch noch publik bokannt gemacht babe, Hippasos kam
spater bei einemn Schiffbruch ums Leben; dies wurde von seinen Geguern als
gerechte Strafc dafiir hingestellt, dal$ er ,als erster das Wesen der MeBbarkeit
und UnmeBbarkeit an Unwiirdige verraten*1® habe — so berichtet der Nen-
pythagorcer lamblichos (ca. 283 -330 u. Z.) in scinem umfassenden Werk |, Uber
die pythagoreische Philosophie®.

Wilirend also heute weitgehende Iinigkeit dariiber besteht, daf8 die Ent-
deckung der Existenz gegenscitig inkommensurabler Strecken im zweiten Drittel
des finften Jahrhunderts bereits erfolgte und mit der Person von Hippasos in
Verbindung gebracht werden kann, lassen sich nur starke Vermutungen dariber
angeben, wie die Inkommensurabilitit entdeckt und bewiesen worden sein konnte.
Hier gehen die Meinungen noch auseinander. Fir den Zweck dieses Berichter
reicht es allerdings aus, sich in dieser Frage auf cinige weitgehend gesicherte
Analysen zu beschrinken!!.

Die Pythagoreische Lehre von Gerade und Ungerade am Ende des Buches ¢
der ,Blemente” steht dort ganz isoliert und besitzt bemerkenswerterweise nw
eine einzige Anwendung, die ndmlich zumn Beweis des Satzes, dall die Seite unc
die Diagonale ¢ines Quadrates kein gemeinsames MaB haben, zueinander inkom
mensurabel sind. Der Beweis!? steht merkwiirdigerweise — wiederum isoliert —
am Ende von Buch 10; er wird (Abb. 1) indirckt gefithrt und verliuft, in heutige.
Formulicrung, kurz folgendermaBen: Sei 4 B die Seite und A C die Diagonal
des Quadrates ACBD. Haben AC und 4 8 gemeinsames Mal, dann stehen si
im Verhiltnis m:n, wo man m und nals teilerfremde (natiirliche!) Zahlen annchimen
kann. Aus AC:A B = m:n folgt AC*.A B2 = m2:a2; aus dem Pythagorcischer
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Lehrsatz folgt 402 = 24 BE, also m? =222, also m? gerade. Dann ist auch m
gerade; die Hilfte von m sei h. Da m und » teilerfremd vorausgesetzt waren und
m gerade ist, mull » ungerade sein. Aber aus m = 24 folgt m?® =4h2, also n? = 242
Also wire hiernach n gerade. Es ist aber unméglich, daB » zugleich gerade und
ungerade ist.

Der Beweis erfordert offenbar eine gervifte mathematische Denkweise, einen
hohen Abstraktionsgrad, insbesondere den Umgang mit dem indirckten mathe-
matischen Beweis. Daraus und sus dem Umstand, daf die in Buch 9 enthaltene
Lehre von Gerade und Ungerade erwiesenermalien ein frithpythagoreisches Stiick
Mathematik darstellt, hat man geschlossen, dall die Inkommensurabilitit von
Strecken gar nicht am Quadrat entdeckt worden ist. ,Denn man kann kaum
glauben, daB die frithen griechischen Mathematiker die Inkommensurabilitit
der Diagonale und der Seite eines Quadrats durch einen Prozel} der SchluBfolge-
rung entdeckten, der fiir sie offenkundig so miihsam war, wenn sie nicht schon
vorher vermuteten, dall es iiberhaupt so etwas wie Inkommensuarabilitit gab.
Wenn sie dagegen den Sachverhalt bereits auf einem einfacheren Weg entdeckt
hatten, steht es in vollem Einklang mit dem, was wir iiber ihre Methoden wissen,
wenn wir annehmen, dal sie sich sofort alle Miihe gaben herauszufinden, ob es
noch andere Beispiele von Inkommensurabilitit gebe. In diesem Fall war das
gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck natiirlicherweise das erste Objekt. ihrer
weiteren Untersuchungen.* 33

Mit anderen Worten: Vermutlich erfolgte die Entdeckung gegenseitig inkommen-
surabler Strecken nicht am Quadrat; diese Figur diente vielmehr im nachhinein
als Objekt zur Konstatierung eines bereits anderswo erkannten Sachverhaltes.

Bei der Suche nach demjenigen mathematischen Gegenstand, an dem die
Existenz gegenseitig inkommensurabler Strecken zutage trat und auf der Grund-
lage damaliger mathematischer Kenntnisse zwingend nachgewiesen werden
konnte, deuten die Quellen auf das regelmiBige Finfeck hin.

Bekanntlich diente den Pythagoreern als Erkennungszeichen des Geheimbun-
des das Pentagramm, das heiBt ein regelmiBiges Fiinfeck, dessen Seiten bis zum
Schnittpunkt verlingert sind. famblichos berichtet zudem, Hippasos habe
zuerst die aus zwolf Finfecken zusammengesetzte Kugel offentlich beschrieben
und sei deshalb als ein Gottloser im Meere umgekommen™t4, Demnach wird die
— nach Ansicht der akusmatikoi verbrecherische — Entdeckung inkommensurab-
ler Strecken mit dem Studium des Dodekacders!® in Verbindung gebracht, also
mit demjenigen reguliren Polyeder, dessen Flichen aus regelmiBigen Finfecken
bestehen. Innermathematisch ist das regelmiBige Finfeck wohl diejenige geo-
metrische Figur, an der sich die Inkommensurabilitit am leichtesten beweisen
liBt, und zwar mit der altbekannten Methode der ,,Wechselwegnahme™.

Nur das Prinzip dieses Beweises (Abb. 2) sei hier skizziert: Die Diagonalen
cines regelmiBigen Fiinfecks bilden wieder ein regelmiBiges Finfeck und so fort.
Dann ist sehr leicht einzasehen, daB in den durch Schachtelung entstandenen
Fiinfecken die Beziehungen 4£ = AB" und B'D = Bk’ und deshalb AD — 1K
= B’E und ferner analog AE = ED’ = KA’ und B'E' = ’'D = B'E und des-
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halb AF — BE - B4 golton und so fort, oline dall ein Eade cintritt. Mit
anderen Worten: Die Differenz zwischon dor Diagonale und dor Seite des groleren
Finfecks ist gloioh der Dingonnle des kleinoron Fiinfocks; die Differenz zwinchen
der Seite des groBeren Fimfocks und dor Dingonale des kloineron iPunfooks ist
gleich der Seite des kleineren Fiinfecks: die Differenz zwischen der Diagonale
dos kloinoron Pinfecks und dosson Soito ist wicderum gleich der Dingonale dos
niichst kleineren Finfecks — und so fort bis ins Unendliche. Und da durch
die Diagonalen immer neuc regelmiBige Winfecke entstchen, leuchtet es
zwingend cin, dall der ProzeB der Wechsclwegnahme sich immer weiter fort-
setzen wird und daB deshalb kein groBtes gemeinsames Ma8l der Diagonale und
der Seite des regelmiBigen Fiinfecks gefunden werden kann: Es existieren gegen-
seitig inkommensurable Strecken.

K. von Fritz hat die Entdeckungsgeschichte der Inkommensurabilitit in der
hier skizzierten Form im Jahre 19541 durch sorgfiltige Analyse sehr wahrschein-
lich gemacht. Er kommt zusammentassend zu dem SchluB: ,Es besteht also
nicht der geringste Anlaf, zu bezweifein, dal Hippasos imstande war, die Inkom-
mensurabilitit der Seite und der Diagonale eines regelmiBigen Fiinfecks zu be-
weisen. Denn fiir den vorgeschlagenen Beweis sind nur zwei fundamentale geo-
metrische Sitze notwendig, die das gleichschenklige Dreieck und die Winkelsumme
im Dreicck betreffen, und dann die altchrwiirdige Methode, durch Wechsel-
wegnahme das groBte gemeinsame MaB zu finden. Alles Gibrige ist lediglich ein-
fachste Addition, Subtraktion und Division*17.

Daritber hinaus hat S. Heller in einer an K. von Fritz anschlieBenden Arbeit
im Jahre 1958'® wahrscheinlich gemacht, daB und wie Hippasos und die mathe-
matikol seiner Zeit im Anschlul an die Entdeckung der Inkommensurabilitét zur
Entdeckung der stetigen Teilung und zur Kennzeichnung des ,,Goldenen Schrittes”
gekommen sind, die ihrerseits eine zentrale Stellung im System der Pythago-
reischen Mathematik innehatten. Fiir Einzelheiten sei auf S. Heller direkt ver-
WIGHON,

5. Ansiitze zur Uberwindung der Gruwndlugenkrisis

Auf dic Konsequenzen der IEntdeckuny gegenseitiy inkommensurabler Strecken
muB} ausfiihrlich eingegangen werden; auch dies gehort in das Zentrum dieses
Berichtes.

Unter dem Druck der den Zusammenbruch der arithmetica universalis bedeuten-
den und eine Grundlagenkrisis auslosenden Entdeckung des Inkommensurablen
bildeten sich innerhalb der Mathematik wihrend der athenischen Periode vier
Tendenzen aus. Diese liefen weitgehend zeitlich parallel, durchdrangen sich und
streckten sich hin bis zur Mathematikergeneration der Pythagoreer von Archytas
von Tarent und liefen weiter bis zu der sich aus dem Pythagoreischen emanzipie-
renden Mathematikergruppe um Theaitetos (4157—368) und Eudoxos von Kni-
dos (4087--3557)

I2s gibt einc Menge von direkten und indirekten Zeugnissen dafiir, dall als erste
spontane Reaktion auf die Entdeckung des Hippasos umfangreiche Bemithungen
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unternommen wurden, dieses sein katastrophales Krgebnis zu widerlegen oder
doch als vollige und darum nicht iny Gewicht fallende Ausnahme zu erweisen,
Diener ersten Tondenz gehort dio Absicht an, fir Seito und Dingonade cinen

Quadrates cin gemeinsames Maull zu finden. s glivckte -—— wonn wiv uns modern
. I3
ausdriicken —, rationale ZE.E.::E::.:.—\M anzugeben, und zwar die Folge —, —,

o
zu ..., die von beiden Seiten gegen 2 konvergiert!?, Die Folge der Briiche
512

= . \.
=, »=1,2,... erhilt man aus den Rckursionsformeln Z =2N, _, 4+ 72 _,,

r

N =N,_,+Z,_,, »>3, bei den Anfangsglicdern Z, =1, Z, =3, N, =1,

14

2. Die Rekursionsformeln ergeben sich aus der Identitit

222 — y* = (20 + y)* — 20z + ¥)*,
die geometrisch, also innerhalb am\% Pythagoreischen Schule, leicht zu beweisen
gewesen wiire (Abb. 3). o .

Die angegebenen Niherungen bedeuten geometrisch die Konstruktion von
rechtwinkligen Dreiecken, in denen stets eine Kathete gleich 1 ist und entweder
in der Linge der Hypotenuse oder der groBieren Kathete als Faktor ¥2 c.;::_mc..—
ist und dann die groBere Kathete beziechungsweise die Hypotenuse ganzzahlig ist.
Mit wachsendem » wird der Unterschied zwischen ihnen immer kleiner, aber da
er nic Null wird, existiert kein gemeinsames Mall zwischen Kathete und Hypo-
tenuse: «\..Mmaa irrational. N

Es gliickte — natiirlich — nicht, das wahre Verhiltnis der Streckenlinge von Dia-
gonale und Seite des Quadrates anzugeben und damit cinen weiteren Fall des \ch-
tretens gegenseitiy inkommensurabler Strecken zu widerlegen. Hieraus ist schlieB-
lich — wir wissen nicht wann —, vermutlich durch gedankliche Umkehrung, der
Beweis fiir die Inkommensurabilitit hervorgegangen, der auf der frihpythagorei-
schen Lehre von Gerade und Ungerade beruht,

Eine zweite Tendenz war darauf gerichtet, bei der Konfrontation der erwiesenen
Existenz des Irrationalen mit der arithmetica universalis zu versuchen, die alten
Grundlagen mit den neuen Krgebnissen vertriglich zu machen.

Urspriinglich bedeutete Aoyog den Ausdruck des Wesens .&.:ow Sache Q.E.or
ganze Zahlen, also die Kinbettung in das Systemdenken der arithmatica univer-
salis. Dann verdichtete sich dieses Wort als fachspezifischer Terminus technicus®?
auf die Bedeutung von Verhiltnis (ganzer Zahlen). Wurde der Begriff dxoyog
gebraucht, so meinte man, daBl kein Aéyog oder Verhiltnis vorhanden war; hierhin
gehort also die Bezichung zweier gegenscitig inkommensurabler Strecken.

Nun ist aber — nach der Entdeckung der Inkommensurabilitit — eine echte
mathematische Frage die, ob zwei Paare gegenseitig inkommensurabler Strecken
(die also jedes fur sich keinen Aéyeg haben) doch einen Adyog haben. Dieser schwer
begreifbare, aber eben nur scheinbare Widerspruch fithrte zu bedeutenden ter-
minologischen Schwierigkeiten. Aly man nach fortschreitender Einsicht in den
Sachverhalt die Aussage, zwei Paare von d&ioyor besiflen denselben Ayag, nicht

Z
I
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mehr als widersinnig empland, kelirte man ctwa zur Zeit des ‘Pheaitetos zu
urspriinglichen "Pu dogie zuriick: Alle irrntionalen GroBen wuarden als &hoyo

bozasichnoet.,

Iar die Obergungszeit der Konfrontiation des Alen mit dem Neuwsn nhoer, ul
der Begriff Aévog nach Inhalt und Umfang schwankend geworden war, erfordert
der vorhandene Aufbau der auf dem Rationalen beruhenden Proportionenlehr
cine neue Auffassung von Verhiltnis und Proportion. Insbosondoro ging o un
cin neues Kriterium dafiic, ob zwei Paare von inkommensurablen Grolien den
selben Adyog haben,

Fir diese Ubergangszeit suchte man aus dem ProzeB der Weehselwegnahme
der zur Aufdeckung der Inkommensurabilitat gefiihrt hatte, direkt dag gesucht
Kriterium herzuleiten und so, daf3 es sich sowohl auf kommensurable wie auch an
inkommensurable GroBen bezieht: GroBien haben denselben Aéyog, wenn si
dieselbe Wechselwegnalime besitzen. Mit anderen Worten: Zwei Gruppen vo
GroBen sind proportional und bilden cine Proportion a:b = ¢:d, wenn sich be
weisen 1aBt, daB der ProzeB der Wechselwegnahme, obgleich er sich ins Unendlich
fortsetzt, trotzdem immer in derselben Richtung fortschreitet.

0. Becker hat gezeigt®, daB man mit dieser Definition der Proportion seh
leicht eine Reihe von grundlegenden Eigenschaften iiber Proportionen beweiser
kann, da8 aber der fir den Aufbau der Proportioneniehre zentrale Satz iiber di
Vertauschung der Mittelglieder erhebliche Schwierigkeiten bercitet. Man muBt
daher — und so berichtet auch Aristoteles — diesen Satz getrennt beweisen fi
Zahlen, Strecken, Zeiten und andere Grolien.,

Wie man also sieht, ist die Loésung des Problems dem bestehenden Schwebe
zustand entsprechend ausgefallen: dulerst scharfsinnig, aber doch so, daB die
Beendigung der Krise noch von einem anderen tieferliegenden Ansatzpunkt au
gefunden werden mufte. Diese Losung wurde wenig spiter durch den genialer
Eudoxos von Knidos gegeben. Dariiber wird noch ausfiihrlich zu berichten sein.

Und noch eine weitere, die dritte Tendenz, entsprang ebenfalls der Ubergangs
phase der offenen Konfrontation des Alten mit dem Neuen, also dem Versuch
ciner bestchenden innerwissenschaftlichen Krisensituation Rechnung zu tragen
Wiihrend die Aneignung der aus dem Babylonischen iiberlieferten Mathematil
im ersten Drittel des 4. Juhrhunderts rasche Fortschritte machte, vollzog sicl
cine Umgestaltung der Mathematik zu einem neuen Typ, der nach dem Vor
gange von H. G. Zeuthen®® als , geometrische Algebra* bezeichnet®® wird: In de
Ziclstellung algebraisch, wurde die Lésung der Probleme mit geometrischen Mit
teln gegeben.

In der Tat: Wenn die Lange der Diagonale im Einheitsquadrat nicht meBba
ist mit der Einheit, also kein Verhiltnis hat, also keine Zahl darstellt, dann is
doch diese Strecke ohne weiteres konstruierbar. Wo also — modern ausgedriickt —
wﬁM als Zahl nicht existierte, war doch wenigstens eine existierende geometrisch
Reprisentation dquivalent herzustellen. Mit geometrischen Mitteln war dahe
der Aufbau einer strengen mathematischen Wissenschaft auch dann mdglich
wenn dic Existenz der lrrationalen aufgedeckt war?t: Die Verwendung einer neuei
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mathematischen Methode machte dic Existenz einer wissenschaftlichen Mathe-
matik auch bei weiterbestehender Grundlagenkrisiy moglich.

Fiir den Zweek der hicr angesteliten Untersuchung ist oy nicht notwendig, die
weitgehenden Konsequenzen aus dieser Entwicklung der Mathematik so darzu-
legen, daB der gesamte Umfang der suf diesor Grundinge errichteton gricchisch-
hellenistischen Mathematik abgesteckt wird. s reicht durchaus, das Wesen der
geometrischen Algebra zu verdeutlichen und einige zentrale Probleme zu erortern,
die zum Verstindnis der weiteren Entwicklung notwendig sind.

Schon ein Blick auf das Buch 2 der ,Elemente” des Eukleides weist entschei-
dende Grundelemente der geometrischen Algebra auf. Ks riihrt inhaltlich von den
Pythagoreern her und entstammt der Periode der Aneignung der babylonischen
Mathematik unter den neu gewonnenen methodischen Aspekten der Konfron-
tation mit den Trrationalen.

Beispielsweise bedeutet der Satz ,,Hat man zwei Strecken und teilt die eine von
ihnen in beliebig viele Abschnitte, so ist das Rechteck aus den beiden Strecken
den Rechtecken aus der ungeteilten Strecke und allen einzelnen Abschnitten
zusammen gleich“?, die algebraische Formel a 3 b, = ) ad,. Die binomische
Formel (¢ + b)* = a® + 2ab -+ &% cracheint in der Form ,, Teilt man eine Strecke,
wie es gerade trifft, so ist das Quadrat liber der ganzen Strecke den Quadraten
iiber den Abschnitten und zweimal dem Rechteck aus den Abschnitten zusammen
gleich, “%8

Der Beweis wird mit Hilfe der Figur der Abbildung 4 gefiihrt. Das Ziel der so
entwickelten ,gecometrischen Formeln* besteht darin, die Hilfsmittel bereitzu-
stellen, um quadratische Gleichungen auflosen zu konnen, das heiflt solche
Gleichungstypen auflésen zu konnen, die nicht stets ganzzahlig?? oder in ganz-
zahligen Verhiltnissen auflosbar sind. Beispielsweise ist die Aufgabe, ,eine
gegebene Strecke so zu teilen, daB das Rechteck aus der ganzen Strecke
und dem einen Abschnitt dem Quadrat iiber dem anderen Abschnitt gleich
ist“2® -~ das heit die Aufgabe, cine Strecke ¢ nach dem Goldenen Schnitt
zu teilen —, der Auflosung der quadratischen Gleichung 2? = a(a — x), das
heillt z* -+ ax = a® dquivalent.

Das Kernstiick der Behandlung quadratischer Gleichungen nach der Methode
der geometrischen Algebra ist das Verfahren der Flichenanlegung (griechisch
parabolé). Mit ihm werden die aus dem Babylonischen iibernommenen T'ypen von
Gleichungen direkt sozusagen ins Geometrische , libersetzt*; die enge Anlehnung
der griechischen Mathematik an die babylonische Vorlage ist genauestens er-
wiesen??, s ist also ein vollgiltiger Beweis fiir die Beziehungen zwischen der
babylonischen und der griechischen Mathematik, daB wir samtliche Probleme ...“
{der Aufldsung von Gleichungen mit einer oder mit zwei Variablen) ,in geo-
metrischer Formulierung bei den Griechen wiederfinden ... Und auch die Lésun-
gen dieser Probleme sind nicht etwa geometrisch gedacht, sondern sic sind wort-
liche Ubersetzungen der algebraischen Losungen, wie die Keilschrifttexte sie
geben, ins Geometrische®30,

Es wird genigen, wenn hier das Wesen der Flichenfinlegung an einem Beispiel
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demonstriert wird. Kine systematische Behandlung und Zoasammenfassung
Flichenanlogung crfolgte schiioBlich in den Bichern 2 und 6 der | lemoents
durch Eukleides, dersich dibei ong an dic in der atheninchen Poriode geschuffor
Vorlage gehulten hat,

Im Babylonischon wurden Gloichungen in ciner Varinblen - wonn wir
moderner Formulierung und ‘Terminologie bedienen -— nach den folgenden see
Typen

(1) ar="b
(2) ?¥=a
3) 224 ax=2»b
(4) 2?2 —ar=1">
(b) P=a
(8) 23z 4+ 1) =«

behandelt. Der Typ (1) bedeutet also die Auflésung einer linearen Gleichung ur
wird behandelt mit dem einfachsten Full der Flichenanlegung, der (parabolische
Flichenanlegung. Man hat an eine gegebone Strecke ¢ in Form cines Rechteck
eine Fliche anzutragen, die flichengleich ist mit einem vorgegebenen Rochtos
der Fliche a - b. Die Konstruktion (vgl. Abb. 5) geschieht mit Hilfe des Satz
iber die Erginzung des Parallelogramms. Wenn man danach das Rechteck 6 -
konstruiert, tiber b das Rechteck a - b anftrigt, dann schneidet die Diagonale d
Rechteckes b - ¢ die Verlingerung von AB in C. Die Erginzung zum Rechte
liefert das Rechteck FEGH, dessen Fliche ¢ - x mit a - b flichengleich ist.

Der néchste Schritt besteht in der Konstruktion der Losungen der nicht me!
linearen Gleichungen, das heifit der Behandlung der Typen (2), (3), (4). Dazu we
den Flichenanlegungen benotigt, bei denen die zu konstruierende Fliche eins
Flicheninhalt besitzt, die um eine gegebene Fliche kleiner (Defekt) oder grof
(ExzeB) als eine vorgegebene Fliche ist3!. Aus den Worten élleipais und hyperb
fur Defekt (Mangel) und ExzeB (OberschuBl), welche das entsprechende Ve
fahren der Flichenanlegung (parabolé) bezeichnen, gingen iibrigens bei Apolloni
von Perge (2627—1907) die Bezeichnungen fiir die entsprechenden Kegelschnit
Parabel, Ellipse und Hyperbel hervor.

Dieser Einblick in das Wesen der Flichenanlegung wird geniigen, um ¢
Methode der geometrischen Algebra als einen erfolgreichen KompromiB im U
gang mit dem aufgeworfenen Problem des Trrationalen zu charuktcerisieren.,

Die Bewiltigung der Grundlagenkrise der griechischen Mathematik war al
mit der Methode der geometrischen Algebra nicht vollbracht.

Eine vierte Tendenz innerhalb der athenischen Periode war darauf gericht
das Irrationale zu bewiltigen, das heifit, logisch-sachlich das Irrationale dn
geeignete begriffliche Bewiltigung an den iibernommenen Zahlbegiff und an ¢
des (ganzzahligen) Verhiltnisses anzuschlicBen. Der Weg dahin verdient e,
eigene, gesonderte Betrachtung.
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6. Klassifizierung der quadratischen Irrationaliliiten

Der Umschwung auf dem Wege zur Bewiltigung des [rrationalen zeichnet sich
bereits in der vielzitierten und  unterschiedlich  interpreticeten®? berihmiten
mathematischen Stetle des Platonischen Dialoges Theaitetos aly (IMlat. Theait,
147 ¢— 148d). Der Dialog ist dem Andenken des hochstwahescheinlich im Jahre 368
auf dem Schiachtfeld umgekommen, glinzend begabten Mathematikors Theai-
tetos gewidmet. Platon 1a6t den Mathematiker Theodoros von Kyrene (4707 bis
320), der aller Wahrscheinlichkeit nach der P’ythagoreischen Schule angehort
und Platon selbst in Mathematik unterwiesen haben dirfte, als Greis auftreten
und mathematische Demonstrationen geben, die das hochste Interesse zweier
athenischer Jinglinge, Sokrates und Theaitetos, finden. Theaitetos berichtet
riickblickend dariiber, um dann vorzutragen, was er selbst durch Nachdenken
aus diesem Problem gemacht hat.

Zunichst 1i8t also Platon Theaitetos iiber die Demonstrationen von Theodoros
berichten: , Theodoros hier zeichnete uns etwas aus der Lehre von den Quadraten
und bewies fir die Quadrate von drei und fiinf Full Inhalt, dall die der Seiten-
lange nach dem Quadrate von einem Full Inhalt nicht kommensqrubel seien, @d
so zog er jedes einzelne heran bis zum siebzehnfiiligen Quadrat. Bei diesem hielt
er zufillig inne*33,

Trotz aller Unterschiede?®® in den Lesarten dieser Stelle ist jedoch so viel klar:
Theodoros demonstrierte, dall die Seitenlingen der Quadrate mit den Flichen-
inhalten 3,3, ..., 17 nicht (linear) kommensurabel sind mit denen des_Eixﬂncits-
quadrates. In moderner Formulierung liuft dies darauf hinaus, daB |3, Vs, ...,
}/—1-7- irrationale Zahlen sind.

In dem hier beabsichtigten Zusammenhang ist jedoch die nicht mehr eindeutig
rekonstruierbare Antwort auf die Frage, wie Theodoros jene Strecken konstruiert
hat, relativ unwesentlich. Man kann entwedcer annchien, dal Theodoros Reclit-
ecke mit den Flicheninhalten 1.3, 1.5, ... 1.17 in flachengleiche Quadrate
verwandelt oder aber nacheinander den Satz von Pythagoras angewendet hat,
gemil einer geistreichen Konstruktion (Abb. 6) von H.J. Anderhub®®, dic auch
anschaulich erklirt, warum Theodoros bei Y17 endete. Beziiglich der Beweis-
fithrung durch Theodoros ist mit groBer Wahrscheinlichkeit ein Verfahren anzu-
nehmen, das auf dem Prinzip der Wechselwegnahme beruht; auch hier gibt es

zwingende mathematische Griinde?, warum das Verfahren bei 17 aufhorte.

Wesentlicher fiir den hier untersuchten Zusammenhang ist indes die Fort-
setzung der obigen mathematischen Stelle aus Platons Dialog , Theaitetos™; hier
laBt Platon Theaitetos berichten, wie durch Klassifizierung der gegenseitig inkom-
mensurablen GroBen eine Klagsifizicrung der quadratischen Irrationalitdten ein-
geleitet und damit die cine historische Wurzel der Uberwindung der Grundlagen-
krise der antiken Mathematik ausgebildet wird.

Nachdem also Theaitetos riickblickend {iber die Demonstrationen von Theo-
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doros berichtet hatte, fihrt Theaitetos fort: ,,Nun fiel es uns® (ihm und eine:
anderen athenischen Jingling) |, bei, da ju die Quadrate in ihrer Menge unendlic
schicnen, zu versuchen, sic in cinem gemeinsnmen Begriffe zusamumenzufasse
aum mit ihm alle diese Quadrate bezeichnen za konnen ... Alle Zahlon schiede
wir in zwei Klassen: in solehe, dio dem Produkt wus gleichen Zablen ontaprechaer
sic verglichen wie nach ihrer Gestalt mit dem Quadrat und nannten sic quadratisc
und gleichseitig ... Die Zahlen dazwischen aber, zu denen die Drei und die Fii
und jede gehirt, die dem Produkt aus gleichen Zahien nicht entsprechen kan
sondern dem Vielfachen ciner groBeren Zahl und ciner kleineren oder einer kle
neren und einer groBeren, so dull in ihrer Darstellung immer eine gréBere un
eine kleinere Seite sie umschliclt, verglichen wir der linglichen Gestalt des Rech
ecks und nannten sie oblonge Zahlen ... Alle Linien, die cin nach Seiten un
Flichen kommensurables Quadrat bilden, bestimmten wir als Liingen; die abt
ein ungleichseitiges Vieleck bilden, als solche Quadrate, die an Linge mit jene
nicht kommensurabel sind, jedoch der Tliche nach, deren Quadrat sie bilde
Und mit den Kubikzahlen ist es auch dhnlich*%7,

Damit ist cine prinzipielle, iber dic Angabe spezieller Fille durch Theodore
hinuusgehende Binteilung getroffen, die zwei ganze Klagsen von [reationalitite
erfallt: Diejenigen Strecken, die ein Quadrat erzeugen, dessen Flicheninhalt zwa
cine ganze Zahl, jedoch keine Quadratzahl ist, haben kein gemeinsames Ma
mit der Lingeneinheit; sie sind inkommensurabel mit 1. Und: Diejenigen Strecker
die einen Wiirfel erzeugen, dessen Rauminhalt zwar eine ganze Zahl, jedoch kein
Kubikzahl ist, sind inkommensurabel mit der Lingeneinheit.

Dieser Teil des Dialoges ist zugleich ¢in Programm zum umfassenden Studiur
der Irrationalititen. Es findet sich durchgefithrt im Buch 10 der |, llemente
des Kukleides (365¢—300?). Demnach erfolgte die Niederschrift der uns iibes
lieferten Form der Theorie der Ivrationalititen bereits am Beginn der hellenist,
schen Periode; ey steht jedoch kaum auer Zweifel, da3 die Vorlage zum Buch 1¢
dem Inhalte nach, wesentlich auf Theaitetos zuriickgeht?,

By ist fiir don hier vorfolgteon Zwook nicht notwendig, das Buch 10 in alle
Binzelheiten zu analysieren. Doch sind einige Bemerkungen notwendig, um desse
Charakter zu verdeutlichen,

Das Buch 10 beginnt mit den Definitionen der Kommensurabilitit, der lincare
und quadratischen: ,Kommensurabel heiBlen GroBen, die von demselben Ma
gemessen werden, und inkommensurabel solche, fiir die es kein gemeinsames Ma
gibt."  Strecken sind quadriert kommensurabel, wenn die Quadrate iiber ihne
von derselben Fliche gemessen werden, und quadriert inkommensurabel, wen
es zu den Quadraten {iber ihnen keine Fliche gibt, die gemeinsames MaB wiirde.™

Unter Ankniipfung an entsprechende Definitionen in Buch 5 der ,,Elemente
wird dann, im Lehrsatz 2, mit Hilfe des Begriffes der Wechselwegnahme ein hir
reichendes Kriterium fiir Inkommensurabilitit abgeleitet: ,Milt, wenn man unte
zwei ungleichen GroBen abwechselnd immerdickleinere von dergroBBeren wegnimmi
der Rest niemals genau die vorhergehende GroBe, so miissen die GroBien inkon
mensurabel sein.”# Der Beweis dieses Satzes erfolgt indirekt.
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Kudoxos hat als Dreiundzwanzigjihriger fiir zwei Monate der Platonischen
Akademic angehort, aber dort trotz schon erworbener bedeuatender mathemadti-

scher Kenntnisse nicht recht Ful fassen konnen. Er hat dann spator im Kyzikos

am Marmara-Meer eine cigene blithende Mathematiker-Schule begriindet.

[n erkenntnistheorctischer Hinsicht vertrat Mudoxos gegenither Platon ab-.
weichende Ansichten. Auf mathematischem Gebiet — sie existierten aber auch in
der Astronomie — fanden sie ihren Ausdruck darin, daB er, der bei Archytas
von Tarent Mathematik erlernt hatte, ein neues (allerdings verlorenes) mecha-
nisches Verfahren zur Konstruktion zweier mittlerer Proportionalen (Wiirfel-
verdopplung!) angegeben hat’.

Die von udoxos geschaffene GroBenlehre unter Einbezichung und Beriick-
sichtigung des Irrationalen ist als Buch 5 in die ,Elemente" cingegangen; Kudoxos
stand dabei vor der doppelten Aufgabe, einerseits die bewihrte Pythagoreische
Proportionenlehre (Buch 7) bestehen zu lassen, andererseits aber der zutage
getretenen Existenz gegenseitig inkommensurabler Strecken gerecht zu werden.
Ein Vergleich zwischen dem (ilteren) Buch 7 und Buch 6 der ,Elemente” zeigt
den erzielten Fortschritt; or wird schon deutlich bei der Definition der Proportion.
Buch 7, Definition 20: ,Zahlen stehen in Proportion, wenn die erste von der
zweiten Gleichvielfaches oder derselbe Teil oder dieselbe Menge von Teilen ist
wie die dritte von der vierten. 48

Diese Definition ist an den Pythagoreischen Zahlbegriff und wesentlich an die
Voraussetzung gebunden, daB die erste und zweite Zahl ein gemeinsames Ma(
besitzen: sie ist also aus doppeltem Grunde fir gegenseitig inkommensurable
GroBen unbranchbar. Demgegeniiber definiert Eudoxos folgendermalien und lost
Jdamit die oben bezeichnete doppelte Aufgabe der begrifflichen Fixierung der
Neuen unter Anschlufl an das Alte.

Buch 5, Definition 5: ,Man sagt, dal} GroBen in demselben Verhiltnis stehen,
die erste zur zweiten wie die dritte zur vierten, wenn bei belicbiger Vervielfalti-
gung die Gleichvielfaches der ersten und dritten den Gleichviclfachen der zweiten
und vierten gegeniiber, paarweise entsprechend genommen, entweder zugleich
grofer oder zugleich gleich oder zugleich kleiner sind**; und: Definition 8: ,.... die
dasselbe Verhiltnis habenden GroBen sollen in Proportion stehend heiflen®49.

Verwendet man die uns vertraute Formelschreibweise, so heifit das:

Wenn @:b = ¢:d, dann folgt bei beliebigen natiirlichen Zahlen m und n

entweder aus na > mb stets nc > md
oder aus na = mb stets nc = md
oder aus na < mb stets nc < md.

Diese Definition des Verhiltnisses beruht auf einer Art ,,Axiom des Messens™
(Buch 5, Definition 3 u. 4). ,,Verhiltnis ist das gewisse Verhalten zweier gleich-
artiger Grolen der Abmessung nach.” ,DaB sie ein Verhiltnis zueinander haben,
sagt wman von GroBen, die vervielfiltigt einander iibertreffen kénnen.

Diese von Eudoxos gegebene Definition benutzt absichtlich keinerlei Voraus-
setzung iber Kommensurabilitit der Groflen. Sie ist andererseits geeignet, alle

Zar Crundlagonkrisis dor griechischen Mathematik 1889

bekannten Sitze iber Proportionen — darunter den zentralen Satz, iber die Vo
tauschung der Mittelgl - beweisen zu konnen,

Den Absehind des Buches 5 bilden die Opera

men mit zusmmongesetzien
nlent der Mul
erfolgt jedoch erst in Buch 6:

ction von

Verhitltnissen; algebraisch geschen st dies i
3
LStehen vier Strecken in Proportion, so mimsen auch dhnliche iber ithnen ihn-
lich gezeichnete geradlinige Figuren in Proportion stechen (und umgekehrt)* ot

Mit diesem Satz wird die Verbindung zwischen der gemoetrischen Algebra von
Buch 2 und der Lehre von den Proportionen aus Buch 5 einerseits und einer das
Inkommensurable, Irrationale umfassenden GroBenlehre andererscits in mathe-
matiseh korrekter Weise hergestellt: Der Kreis ist geschlossen, die Grundlagen-
krisis der antiken Mathematik ist der Erscheinungsform nach behoben. Doch
wird dic Tragweite der solcherart aufgehobenen Krise zu analysieren sein, sowohl
nach dem innermathematisch-historischen Aspekt wie nach ihrer historisch-
kausalen Wirkung.

on. Der Boweis i die | Produlktglei

8. Konsequenzen fiir die Mathematik der hellenistischen Periode

Fiir den historisch unbefangenen heutigen Leser konnte die von Eudoxo
pegebene GroBenlehre beinahe trivial wirken und kaum den Gebrauch von Super:
lativen rechtfertigen. Doch wird eine Besinnung auf den historischen Standort
und die durch sie erreichte neue Ausgangsposition weiterhelfen.

Vom heuatigen Standpunkt ist es selbstverstandlich, dall der Zahlbegriff weil
mehr umfal3t als natiirliche Zahlen und deren Verhiltnisse.

Eudoxos aber fand diesen engen Zahlbegriff vor, und zwar als festgefiigte
lastende Cradition. Bs ist daher eine hochst bemerkenswerte Leistung, dall e
mit der Mathematisierung des GroBenbegriffes iiber den zu eng gewordenen Py
thagoreischen Zahlbegriff hinausgegangen ist. Dies ist bereits von Aristoteles ir
voller Tragweite crkannt und gewiirdigt worden®.

Dennoch sind weder Kudoxos noch die spitere gricchisch-hellenistische Mathe
matik zum expliziten Begriff der Irrationalzahl vorgestofien. Dazu waren dis
Schwierigkeiten des Umganges mit dem mathematischen Unendlichen®? viel z
groB; in irgendeiner Weise erfordert aber jede strenge Definition der Irrational
zahlen®! die Beherrschung von Grenzwertprozessen.

Bei den Ansitzen einer Beherrschung des Infinitesimalen, welche etwa al
geometrische Analysis bezeichnet werden kénnten und auf die Anwendung de
sogenannten Exhaustionsmethode hinausliefen, hat sich wiederum Eudoxo
hervorgetan. Seine Ergebnisse, die bei der Berechnung von Pyramide, Kegel unc
Kugel verwendet wurden, sind eingegangen in Buch 12 der , Elemente™. In de
hellenistischen Periode wurden diese Ansitze — zusammen mit dem bewulitel
Riickgriff auf die materialistische Tradition von Demokritos — durch Archimede
von Syrakus (287¢—212) zur formalen Meisterschaft gefiihrt, die erst am Ausgan,
der Renaissance in Europa iibertroffen werden konnte.
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Insgesamt bietet sich dem historischen Betrachter die unter cinem doppelten
Aspekt zu verstehende Uberwindung der Grundlagenkrisis der griechischen
Mathematik als eine bedeutende geistige Leistung dar; sie legte Fundamente fir
einen neuen, grolartigen Aufschwung der Mathematik wihrend der hellenistischen
Periode: Dem Anschlul an den in der davorliegenden Perviode bereits entwickelten
streng logischen Charaktor der Mathematik mittels der Budoxischen GroBenlehre
sowie der Entfaltung der in der Methode der geometrischen Algebra licgenden
weitreichenden Moglichkeiten — freilich eingesehrinkt in Spielraum und An-
wendungsbereich auf Grund der den Platonischen Auffassungen anzulastenden
Entfremdung zwischen Theorie und Praxis — verdankt die Mathematik in der
hellenistischen Periode ihre noch heute beeindruckende Leistungsstirke.

Wir stehen am Ende des Berichtes. Er soll ausklingen in den Versuch einer
Besinnung auf das Faktologische.

Die mit der Entdeckung des Irrationalen ausgeléste Krisis der griechischen
Mathematik wurde aufgehoben im mehrfachen, dialektischen Sinne dieses Wortes.
Sie wurde insofern beseitigt, als der AnschluB an den in der Friihzeit gewonnenen
systematischen Aufbau dieser Wisscnschaft logisch einwandfrei mit Hilfe der
Kudoxischen GroBenlehre und der Methode der geometrischen Algebra gefunden
werden konnte. Diese Uberwindung der Krise war jedoch insofern logisch zu
schwach, als das tiefer liegende Problem des mathematischen Unendlich zwar
angeriihrt worden war, aber gerade wegen des KompromiBicharakters der geo-
metrischen Algebra nicht ausdiskutiert zu werden brauchte; in diesem Sinne
wurde die Krise aufgehoben und bewahrt,

Geschichtsschreibung, die nach dem Prinzip ,was wire geschehen, wenn®
angesetzt wivd, ist und bleibt verdiohtig, Und doch: Vom Standpunkt viner
Untersuchung, was problemgoschichtlich sus der Grundlagenkrisis hervorgegan-
gen sein kénnte, wenn sich nicht die geometrischo Algobra als wirksamer Boholf
vor cine Herausbildung des Begriffes der Irrationalzahl und die Bewdltigung des
mathematischen Unendlich geschoben hatte, wire tatsichlich diese Form der
Aufhcbung der Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik ein Irrweg, ein
folgenschwerer Riickschritt gewesen. Aber die Geschichte einer wissenschaft-
lichen Disziplin ist ihrerseits eben nicht linear-logisch zu messen; geometrische
Algebra und Eudoxische GréBenlehre repriisentieren den dialektischen Gang der
Entwicklung.

Auf Grund einer Reihe direkter und indirekter Indizien, die die Grundlagen-
krisis der griechischen Mathematik chronologisch, geographisch-politisch und
sachlich-methodisch in dic Krisenzeit der griechischen Polis einbetten, dringt
sich dem Berichterstatter eine Parallele auf; allerdings wird sie nicht individuell-
kausal, sondern nur gesellschaftlich-strukturell zu verstehen sein: Wie die Er-
schopfung der historischen Moglichkeiten der griechischen Polis nicht zam Unter-
gang der Antike schlechthin, sondern vielmehr zur Herausbildung eines spezifi-
schen 'Lyps des antiken GroBreiches fiihrte, der sich seinerseits nur als historisch
ausschpfbar, nicht aber als strukturell hoher entwickelbar herausstellte und
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dessen Uberwindung nur durch Obergang zu oiner prinzipicll hoheren Gesell-
schaftsordnung moglich werden sollte, so fihrte die Aufdeckung tiefgreifender
logischer Schwicrigkeiten im System der Mathematik der ionischen Periode nicht
zur Aufhebuny der Mathematik als Wissenschaft, sondern im Gegenteil zur Heraus-
bildung viner weitreichenden neuen Methode, die den Zugang in ein weites frucht-
bares Feld mathematischer Forschung erschloB, zugleich aber dic weitere Knt-
wicklung im wesentlichen auf einen cinzigen Lyp der Mathematik einengte. Der
Potenz nach war derum — trotz aller glanzvollen tatfaltung — der Hohepunkt
der antiken Mathematik wiithrend der hellenistischen Periode bereits iiberschritten;
ein Neubeginn mulite daher — und zwar anfangs sogar auf niederem Niveau —
mit der Uberwindung des durch die geometrische Algebra geprigten Typs der
Mathematik gesetzt werden. Die Vollstreckung dieses historischen Auftrages sollte
jedoch erst den Mathematikern der Periode des Feudalismus zufallen.

Anmerkungen

1 0. Neugebauer, Zur geometrischen Algebra (Studien zur Geschichte der untiken Al
gebra 3), in: Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und
Physik, Bd. 3, Berlin 1930, 258.

2 Aus der allgemoinen Cepflogenheit, dic Zahlen mit Eigenschaften wie HaB, Liebe,

minnlich, weiblich und ghnlichem auszustatten, sind auch dio Begriffshildungon ,,voll-

kommene Zahlen* und ,befroundeto Zahlen'* horvorgegangen. Eine Zahl, wie z. B. 6,

heilt vollkommen, wenn sie gluich der Summe ihrer echten Teiler ist: 1 -+ 2 - 3 = 6.

Zwei Zahlen heiBen bofreundet, wonn jodo gleich der Summe der echten Teilor der

andoren ist; z. B, sind 220 und 284 befreundet.

Zu don sogenannten Noupythagoreorn, ctwi zwinchen 100 voa. Zeaned 20000, 7. hestoht

-

keine zusnmmsnhingendo Entwicklangslinge,

4 Dor Pythagoreer Philolaon (gestorben um 390 v, u, Z.) driickt dies untor anderem in
diesen Worten was (K. 11 Diols-Kreunz): , Donn dio Natore dor Zohl st kountonimpondond,
fitheend und lehrend fir jeglichen in jeglichem Dinge, dus ihm zweifelhaft oder unbe-
kannt ist.* Und an anderer Stelle: ,, Und in der Tat hat ja alles, was man erkennen kann,
cine Zahl. Denn ohne sie 1aBt sich nichts erfahren oder erkennen.” (Fr. 4 Diels-Kranz).

5 Bukl. Stoich. 7 or. 6~17. Bukleides von Alexandria, Die Elemente, Teil 3 (Buch 7—9),
nach Heibergs Toxt iibersetzt u. hrsg. von Cl. Thaer, Leipzig 1935, 1.

8 Zumindest aus hollenistischer Zoit ist die Kenntnis der altdgyptischen Bruchrechnung
verbiirgt. Archimedes z. B. rechnete mit gemischten Briichen. Fir aufwendiges nu-
merisches Rechnen, z. B. in der Astronomie, wurde in hellenistischer Zeit das baby-
lonische Sexagesimal-System verwendet. So verfuhr z. B, Ptolemaios. Vgl. dazu auch
K. Vogel, Beitrige zur griechischen Logistik, Miinchen 1936.

7 Auf die Wechselbeziehungen zwischen der Herausbildung des Pythagoreeischen Zahl-

begriffes mit der Entwicklung der Musiklehre und Astronomie kann hier indes — so

interessant es an sich auch wire — nicht eingegangen werden, vgl. dszu u.a. B. L.

van der Waerden, Harmonielehre der Pythagoreer, Amsterdam 1951.

Der exakte Nachweis der Nichtkommensurabilitit zweier Strecken setzt eine bedeutende

Hihe abstrakten mathematischen Denkens voraus, Daher wurde — wihrend der zwan-

ziger und dreiBiger Juhre — der Einwand vorgebracht (z. B. E. Frank, Platon und die

e d]
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9

sogenannten Pythagoreer, Halle 1923), daB auf dem Boden der relativ unentwickelten
friih pythagoreischen Mathematik cin solcher Bewois nicht habe gefithrt werden kinnon
und daher spiter zu datieren sei. Heute, nach ErschlioBung der babylonischen Mathe-
matik, entfillt dieses indirekte, von ,abondlindischem® Donken noch immer konser-
vierte ,Argument': Man muB sich dariiber im klaren sein, daB die griechische Mathe-
matik nicht am Anfang, sondern etwa in der Mitte einer reichlich viereinhalbtausend-
jahrigen Geachichte wirklicher Mathematik steht. — Duazu kommen neu erschlossone
bzw. sicher interpretierte direkte Zeugnisse, dic dic friihe Datierung belegen.

T. Tannery, La géometric greeque, Paris 1887, 08,

10 Zitiert nach S. Heller, Die Entdeckung der stetigen Teilung durch die Pythagoreer,

11

16
17

18
19

20

22

23

in: Abh. Deutsche Akademie Wiss. Berlin, Kl. fiir Mathematik, Physik und Technik 6,
Berlin 1958, 321,

Fiir Einzelheiten sei z. B. auf S. Heller, ebenda; K. v. Fritz, Die Entdeckung der In-
kommensurabilitait durch Hippasos von Metapont, deutsche Ubersetzung aus eng-
lischer Sprache 1954, verwiesen.

Der Beweis war Aristoteles bekannt, also bekannt vor der Niederschrift der ,, Elemente®,
Indirekte Zeugnisse konnton sogar durauf hindeuten, daB Aristoteles diesen Bewvis
selbst gefunden hat.

K. v. Fritz, Dio Entdeckung der Inkommensurabilitait durch Hippasos von Metapont,
2931,

Zitiert nach S. Heller, Die Entdeckung der stetigen Teilung durch die Pythagoreer, 3201,
Die erstaunlich frithe Keuntnis des Dodekaeders ist verbiirgt. Moglicherweise hingt
dies damit zusammen, daB in ltalien das Dodekacder nutiiclich in Form von Pyrit-
kristallen auftritt.

K. v. Fritz, Die Entdeckung der Inkommensurabilitat durch Hippasos von Metapont.
Ebenda 298. Weiter unten fihrt K. v. Fritz (ebenda 299£.) fort: ,,Vielleicht ist also die
Behauptung gerechtfertigt, dul die bisherige Untersuchung bewiesen hat, was in der
Einleitung zu diesem Aufsatz versprochen wurde, nimlich da8 die Inkommensurabilitat
um die Mitte des 5. Jh. v. Chr. entdeckt worden sein kann, daB die Entwicklung der
pythagoreischen Lehre von den Zahlen uls den Wesen aller Dinge ganz natiirlich zu
dieser Entdeckung fihrte, da8 die antike Oberlieferung deutliche Hinweise duriiber
enthilt, auf welchem Weg die Entdeckung tatsiachlich gemacht wurde, und nicht zuletzt,
daB die griechische Mathematik in jener frithen Periode vielleicht sehr elementar, aber
gewilB nicht trivial war.*

8. Heller, Die Entdeckung der stetigen Teilung durch die Pythagoreer.

J. E. Hofmann, Geschichte der Mathematik, Teil 1, Berlin 19632, 33; H. Wulling,
Mathematik in der Antike, Leipzig 19652, 98.

Auf die sehr verwickelten Entwicklungsziige im Terminologischen kann und braucht
hier nicht eingegangen za werden. Vgl. duzu K. v. Fritz, Die Entdeckung der Inkommen-
surabilitit durch Hippasos von Metapont, 283 —285 u. 301~303; A. Szabé, Anfinge der
griechischen Mathematik, Miinchen—Wien 1069.

0. Becker, Eudoxos-Studien 1, in: Quellen und Studien der Geschichte der Mathematik,
Bd. 2, Berlin 1933, 311—333.

H. G. Zeuthen, Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum, Nachdruck Hildesheim
1865,

Damit hat Zeuthen bereits im Jahre 1886 einen auBerordentlichen bedeutsamen Schritt
zum Verstindnis des Wesens der griechisch-hellenistischen Muathematik getan. kr
schrieb damals (ebenda 7) ,,Diese Entdeckung™ (dic Entdeckung irrationaler GroBen)
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swelche die Benutzung der arithietischen Hilfsitte]l henuute, muBto ehen dadureeh
besonders giinstiy fir die Entwicklung jenes geometrischen Hiilfsmittels werden. In
dieser Weise entwickelte sich eine geometrische Algebra, wic man sie nennen
kunn, du diosetbe wls Algebrn toils allgemeine GroBen, irrationale sowohi wie rationule,
bohandelt, teils undere Mittel uls die geomelrischo Spracho bonutzt, um ihe Vorfuhron
anschaulich zu machen und dem Gedichtnisse cinzupragen.®

B. L. van der Waerden stollte 1947 fost: ,,Dor Grund, warum die Griechen die alge-
braischen Probleme und Losungon der Babylonicr ins Geomotrischo dibersetzon mubton,
liegt in der Krkenntnis des Irrutionalen. Die Losung der Gleichungen in Zahlen, d. h.
nach griechischen Begriffen in rationalen Zahlen, ist nicht immer moglich, und mit einer
nur geniherten Losung haben dio Griechen sich nicht begniigen wollen. Die geometri-
sche Losung aber ist exukt und allgemein, und die geometrische Algebra laBt sich auf
belicbige, auch irrationale Strecken anwenden.” (Die Arithmetik der Pythagoreer, in:
Mathematische Annalen 120, 1947/1948, Wiederabdruck in: Zur Geschichte der grie-
chischen Mathematik, Sammelbd., hrsg. von O. Becker, Darmstadt 1965, 207).

Fukl. Stoich. 2. 1. Rukleides von Alexandria, Die Elemente, Teil 1 (Buch 1—3) nach
Heibergs Text iiborsetzt u. hrag. von Cl. Thaer (Ostwalds Klussiker 235) Leipzig 1933, 34,
IKukl. Stoich. 2, 2.

Negative Losungen scheiden von vornhercin wus, da dor Begriff der negntiven Zabl in
der griechischen Mathematik vollig unbekannt war.

Bukl. Stoich. 2, 11. Eukleides von Alexandria, Dic Elemente, Teil 1 (Buch 1-3), iber-
setzt u. hrsg. von Cl Thaer, 41,

0. Neugebauer, Vorgriechische Mathematik, Berlin 1934,

B. L. van der Waerden, Dio Arithmetik der Pythagoreer, 207,

So heiBt dic Aufgabe 9 von Buch 6: ,An cine gegebene Strecke cin einer gegebenen
geradlinigen Figur gleiches Parallelogramm 8o anzulegen, daB ein einem gegebenen
ahnliches Parallelogramm  iiberschict.” Eukl. Stoich. 6, 29. Eukleides von Alexandria,
Dic Elemente, Teil 2 (Buch 4 —6), iibersetzt u. hrag. von Cl. Thaer (Ostwalds Klussiker
236) 62.

Hier sei insbesondere auch auf die interessanten, temperamentvoll vorgetragenen
Ansichten von A. Szabé zu den Leistungen von Theodoros von Kyrene und Theaitetos
verwiesen, die in einigen Punkten jedoch von weitgehend anerkannten Ansichten ab-
weichen. Bine zusammenfassende Darsteflung gab A, Szab6 in seinem 1969 (Miinchen—
Wien) erschienenen Buch ,, Anfange der griechischen Mathematik®.

Plat. Theait. 177d, iibersetzt von K. Preisendanz.

Das kritische Wort des Originaltextes, das zu verschiedenen Interpretationen fiihrte,
ist das Wort Sovaurg. Heute kann, nach der zwingenden Beweistiihrung von A. Szahd,
als gesichert gelten, dall die Ubersetzung durch Quadrat, statt durch Quadratsitze,
dem gegebenen Sachverhalt entspricht.

H. J. Anderhub, Joco-Seria, Aus den Papieren eines reisenden Kaufmannes, Ausgabe
der Kalle-Werke, Wiesbaden 1941,

B. L. v. d. Waerden, Erwuchende Wissenschaft, Basel—Stuttgart 19662, 238 —240.
Plat. Theait. 147d— 148 b, dbersetzt v. K. Preisendunz.

Van der Waerden schreibt sogar: ,,Das ganze zehnte Buch ist also das Werk des Theai-
tetos.” B. L. v. d. Waerden, Erwuchende Wissenschaft, 282,

Fukl. Stoich. 10 or. 1 —2. Bukleides von Alexandria, Die Elemente 10, iibersetzt u. hesg,
von Cl. Thaer (Ostwalds Klassiker 241) Leipzig 1936, 1.

Eukl. Stoich. 10, 2.
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Euk!. Stoich. 10, 5.

Eukl. Stoich. 10, 6.

Hier lautete der Hauptsatz und seine Umkehrung folgendermafien: , Die Quadrate
iiber linear kommenaurablen Strecken haben zueinander ein Verhiltnis wie cine Quadrat-
znhl zu ciner Quadratzahl; und von Quadraten, die zueinander cin Verhaltnis haben wie
cine Quadratzahl zu ciner Quadratzahl, miissen auch dio Sviten linoar kommaoensurabol
sein; dio Quadrate iber linear inkommensurablen Strecken hingegen haben kein Ver-
hiltnis zueinander wie cine Quadratzahl zu einer Quadratzahl; und von Quadraten, die
kein Verhiltnis wie eine Quadratzahl zu einer Quadratzahl zueinander haben, konnen
auch die Seiten nicht linear kommensurabel sein.'* Kukl, Stoich. 10, 9.

fukl. Stoich. 10 or. 3.

Cl. Thaer, Eukleides von Alexandria, 105,

Beispielsweise: Eine mediale Fliche ist die Flache eines Rechteckes ab, dessen Seiten a

und b rational, aber untereinander inkommensurabel sind. Modern: eine Fliche —:,.

wo 7 eine rationale Zuhl ist. Eine Strocke, deren Quadrat cino medirle Flache ist, heibt
4
mediale Strecke. Modern: eine Strecke _\ﬂ

Plutarch berichtet im crsten Jahrhundert u.Z.: ,Eudoxos und Archytes waren dic
ersten gewesen, welche diese eben so belicbt, als berithmt gewordene Mechunik auf-
brachten, indem sie dadurch ihrer abstrakten Mathematik eine niedliche Ornamentie-
rung gaben. Problemen, bei denen sich nicht leicht eine Nachweisung durch Wissen-
gchaft oder Zeichnung geben lieB, wurde von ihnen durch mechanische Versinnlichung
nachgeholfen ... Aber Platon eiferte nun mit groBem Unwillen gegen sie, weil sie den
Vorzug der Mathematik vernichteten und verderbten, sofern diese jetzt aus dem Gebicte
des Unkérperlichen, Geistigen in das der Sinnenwelt entlaufe, und sich leider aufs
neue mit Korpern abgeben miisse, die an sich schon so viele listige Handwerksarbeit
erforderten. So fiel denn die Mechanik aufs entschiedenste wieder von der Mathematik
aus.” Plout. Mark. 14, 9—11.

Eukl. Stoich. 7 or. 21,

Eukl, Stoich. 5 or. 5.

Rukl. Stoich. 5 or. 3—4. Genaugenommen liegt diesetn Axiom und den von Eudoxos
nufgestellten Definitionen ein anderes Axiom zugrunde, das in spiterer Zeit von Archi-
medes (der von einem Postulat spricht) in seiner Abhandlung [lepl tig opalpas nat
»uAlvdpou 1, & unter Berufung auf Eudoxos explizite so formuliert wurdo: ,,Die groGere
von zwei gegebenen GroBen, sei es Linie, Fliche oder Korper, Gberragt die kleinere um
eine Differenz, die, geniigend oft vervielfacht, jede der beiden gegebenen GroBen iiber-
trifft. (Ubersetzung von A. Czwalina) —~ Dies ist, allerdings in geometrischer Gestalt,
genau das heute der Begriindung der Theorie der irrationalen Zuahlen zugrunde gelegte
Axiom von Archimedes- Eudoxos,

Eukl. Stoich. 6, 22.

Bei Arvistoteles erhalt allerdings der GroBenbegriff noch eine ganz andere, nicht aus-
schlieBlich mathematische Interpretation. Aus mehreren Aristotelos-Stellen gebt dies
deutlich hervor. So schreibt er (Anal. hyst. 75b 4): ,,Ein arithmetischer Beweis ist nicht
anwendbar auf GroBen, sofern diese QréBien nicht Zahlen sind." Der Satz (Eukl. Stoich.
7, 13) iiber die Vertauschung der Mitteiglieder einer Proportion wurde nach Aristoteles
(Anal. hyst. T4a 17) friher, d. h. vor Eudoxos, getrennt bewiesen fiir Zahlen, Strecken,
Korper und Zeiten; nach der Aufstellung des aligemeinen GroBenbegriffes aber hitte
der Satz allgemein bewiesen werden kdnnen. Offenbar ist damit Bukl. Stoich. 5, 16
gemeint. Dieser Behauptung widerspricht die auf den ersten Blick gegenteilig wirkende
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Tataache nieht, dal dio Sitze Fukl, Stoich. 7, 11- 14 Bir Zuhlen neu bowiesen worden
obwohl die entsprochenden Satze in Bakl. Stoich. 5 fir GroBen allgomein __si..:uc_..
werden. Die Frklirung ist einfuch: Euklvides hat in Buch 7 die iltere Definition dor
Proportion beibehalten, um den ihuwm iiberlieforten geschlossenen Aufbau derZablentheorie
sicht zu zerstoren, Vgl dozu anch B, L. v. d. Waerden, Die Arithmetik der Pythago.
rocr, 218,

Auf die philosophische Diskussion iiber das Unendliche — von Zenon bis Aristotelos —
braucht in hier antersuchten Zusammenhang nicht vingegangen za werden, da sie nur
indirekt zur Bowiltigung dor mathematischen Grundlagenkrise beigoteagon hat.

Eine strenge Theorie dor Irrationnlzahlen ist eng mit der Bowiltigung des mathemati-
schen Unendlich durch die entstohende Mengenlohre verbunden und konnte daher erst
am Ausgang des 19, Jh, aufgostellt werdon; sic kniipfe sich an die Nemen G, Gantor
(1846—1918), R. Dedekind (1831—1916), Ch. Méray (1835—1911).
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