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1. 
E
i
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r
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n
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F
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r
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a
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a
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M
e
t
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o
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I
n
h
a
l
t
 

u
n
d
 
U
m
f
a
n
g
 der wissenschaftlichen Aktivitäten vier ziemlich deutlich getrennte 

Perioden unterscheiden. Einer Früh- oder Vorbereitungsperiode, die w
e
g
e
n
 ihres 

engen 
inneren 

Z
u
s
a
m
m
e
n
h
a
n
g
e
s
 
zur 

ionischen 
Naturphilosophie 

als 
ionische 

P
e
r
i
o
d
e
 
b
e
z
e
i
c
h
n
e
t
 
wird, 

folgte 
eine 

zweite, 
die 

e
t
w
a
 
a
u
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die Zeit v

o
n
 
4
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3
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n
d
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a
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h
 d
e
m
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a
u
p
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n
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r
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m
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a
t
h
e
m
a
t
i
s
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h
e
n
 

Tätigkeiten als athenische Periode b
e
n
a
n
n
t
 wird. Die dritte, hellenistische Periode, 

ist 
bis 

ungefähr 
150 u. Z. 

zu 
datieren 

u
n
d
 sah die 

antike 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
in 

ihrer 
Hochblüte. 

Schließlich 
m
ü
n
d
e
t
e
 a
u
c
h
 
die M

a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
in 

d
e
n
 allgemeinen A

u
s
-
 

klang u
n
d
 Verfall der antiken Gesellschaft ein. 

Chronologisch fällt d
e
m
n
a
c
h
 die athenische Periode weitgehend mit der Krisen- 

zeit d
e
r
 griechischen Polis z

u
s
a
m
m
e
n
,
 also m

i
t
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m
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338, der in der hier vorgelegten vergleichenden U
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t
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g
 eines vielschichtigen 

historischen Prozesses i
m
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o
r
d
e
r
g
r
u
n
d
 d
e
s
 Interesses steht. 
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verlagerte 
sich 
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o
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Sachlich-methodisch h
a
b
e
n
 die erste u

n
d
 die dritte Periode der antiken Mathe- 

matik 
das vorwiegende 

historische Interesse bei der Erschließung des ü
b
e
r
k
o
m
-
 

m
e
n
e
n
 Quellenmaterials auf sich gezogen; bei der athenischen Periode k

o
m
m
t
 noch 

ein 
weiteres 

u
n
d
 
sogar 

wesentliches 
historiographisches 

E
l
e
m
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n
t
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d
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d
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b
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darüber, 
d
a
ß
 jener 

U
m
s
c
h
w
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n
g
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Ü
b
e
r
w
i
n
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u
n
g
 einer echten Grundlagen- 

krisis der M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 z
u
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e
r
t
e
n
 ist. 

Die chronologische, geographisch-politische u
n
d
 sachlich-methodische Paralleli- 

tät. der Krisis der griechischen Polis mit einer Grundlagenkrisis der M
a
t
h
e
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i
k
 

wirft 
natürlich 
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tiefliegende 

F
r
a
g
e
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u
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in, 
politin 

kulturellen 
Be 
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n
 d
e
r
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ü
s
t
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u
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Osten. 
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Ü
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e
r
e
i
n
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t
i
m
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u
n
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h
e
n
 
M
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t
h
e
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a
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i
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grieehischen 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
ist sehr 

weitreiehend; sie erstreckt sich 
z. 

13, 
nicht 

auf die B
e
h
a
n
d
l
u
n
g
 derselben T

y
p
e
n
 v
o
n
 Aufgaben, sondern sogar auf Beispi 

in d
e
n
e
n
 dieselben Zahlen als Koeffizienten auftreten. Diese historischen Zus: 

m
e
n
h
ä
n
g
e
 
sind 

insbesondere 
v
o
n
 
O. N

e
u
g
e
b
a
u
e
r
 
ausführlich 

u
n
d
 
überzeug 

analysiert 
w
o
r
d
e
n
;
 z
u
s
a
m
m
e
n
f
a
s
s
e
n
d
 k
o
m
m
t
 er z

u
 d
e
m
 Schluß: 

„
S
o
w
o
h
l
 i
m
 

reich der Elementargeometrie, wie i
m
 Bereich der elementaren Proportionenlel 

wie schließlich im Bereich der Gleichungslehre liegt in der babylonischen M
a
t
 

m
a
t
i
k
 
d
a
s
 
g
e
s
a
m
t
e
 
i
n
h
a
l
t
l
i
c
h
e
 
Material 

geschlossen 
vor, 

auf 
d
e
m
 
die 

g
 

chische M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 aufbaut. D

e
r
 Anschluß ist in allen P

u
n
k
t
e
n
 praktisch lück 

los herzustellen“!, 
D
e
r
 
M
e
t
h
o
d
e
 
n
a
c
h
 
ging 

allerdings 
die griechische 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
weit über 

babylonische M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 hinaus —

 
u
n
d
 sogar in doppelter Weise. 

B
e
r
e
i
t
s
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r
e
r
 
e
r
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t
e
n
 
P
e
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o
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d
e
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h
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n
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n
d
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u
r
c
h
g
r
e
i
f
e
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W
a
n
d
e
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(
E
i
n
e
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e
i
t
e
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r
a
n
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r
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u
s
a
g
e
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d
e
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g
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n
z
e
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y
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M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
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i
r
d
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n
t
e
n
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b
e
s
p
r
e
c
h
e
n
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u
m
f
a
s
s
e
n
d
e
n
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h
o
c
h
b
e
d
e
u
t
s
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r
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e
r
a
u
s
b
i
l
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u
n
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r
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t
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o
s
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b
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a
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u
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a
u
c
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d
e
r
 
U
m
s
c
h
l
a
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v
o
n
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inhaltlich 
a
u
s
g
e
d
e
h
n
t
e
n
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a
b
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rezeptartig betriebenen M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
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u
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i
s
s
e
n
s
c
h
a
f
t
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a
t
h
e
m
a
t
i
k
,
 die al 

m
e
i
n
e
 Sätze 

aufstellt, 
wesentlich 

Beweise 
heranzieht u

n
d
 
klar zwischen 

Def 
tionen, V

o
r
a
u
s
s
e
t
z
u
n
g
e
n
 
u
n
d
 
L
e
h
r
s
ä
t
z
e
n
 z
u
 u
n
t
e
r
s
c
h
e
i
d
e
n
 weiß. 
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w
a
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o
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d
e
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6, J

a
h
r
h
u
n
d
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r
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b
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a
t
s
a
c
h
e
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a
t
z
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bewiesen. A
n
a
x
a
g
o
r
a
s
 v
o
n
 K
l
a
z
o
m
e
n
a
i
 (5007-428?) u

n
d
 Hippokrates v

o
n
 CI 

(
u
m
 
440) 

g
e
h
ö
r
e
n
 
in 

diese 
Eintwicklungslinie 

wie 
n
o
c
h
 
D
e
m
o
k
r
i
t
 
v
o
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A
b
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—
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A
u
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e
r
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Periode. 
D
i
e
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e
d
e
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e
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d
e
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Erfolge di 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
e
r
 lagen in ihrer engen B

i
n
d
u
n
g
 an die materialistische u

n
d
 spon! 

dialektische 
G
r
u
n
d
h
a
l
t
u
n
g
 
d
e
r
 
ionischen 

Naturphilosophie; 
soziologisch 

geh. 

diese G
r
u
p
p
e
 vorwiegend der Sklavenhalterdemokratie an. 
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r
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in 
Süditalien 

u
n
d
 gründete dort 

einen 
religiösen 

Bruderbund, 
der 

politisch 

“
e
n
g
e
n
 
wintsnhaftl 

m
u
n
g
e
n
 
e
e
l



1874 Hans WuBing 

Sklavenhalteraristokratie nahestand. Vor anderen religiösen Vercinigungen zeich- 

nete sich der Bund der Pythagoreer dadurch aus, daß Mathematik zu einem 

immanenten Bestandteil ihrer Weltanschauung wurde. Die Harmonie der Welt 

ist göttlichen Ursprunges, sie besteht in Zahlen und in Zahlenverhältnissen. Die 

Vereinigung mit dem Göttlichen erfolgt darum durch das Studium der Zahlen. 

Mit der Übernahme von Zahlenmystik und Mysteriendiensten aus dem Osten — 

Pythagoras selbst wurden langdauernde Aufenthalte in Mesopotemien und Agyp- 
ten zugeschrieben — wurde auch die ausgeprägt arithmetisch-algebraische ‘Tra- 

dition der babylonischen Mathematik weitergeführt, wenn auch anfangs aus- 

schließlich unter religiösen Vorzeichen. Und doch wuchsen, sozusagen inplizit 

und unbeabsichtigt, bereits in der ionischen Periode aus Spekulation und Mysti- 

zismus Ansätze einer wissenschaftlichen Zahlenlehre. Die Anfänge waren be- 

scheiden: Schält man aus der mystischen Hülle den rationalen, wissenschaftlichen 

Kern heraus, dann handelt es sich für die Pythagoreische Zahlentheorie um das 

folgende: Die (ganzen positiven) Zahlen werden in gerade und ungerade Zahlen 

eingeteilt; Teilbarkeitslehre; man experimentiert mit figurierten Zahlen (Drei- 
eckszahlen, quadratischen Zahlen, rechteckigen Zahlen, fünfeckigen Zahlen); 

und anderes mehr?. 
Für das Ende der ionischen Periode der Mathematik kann man zusammen- 

fassend feststellen: Im Methodischen bestand der Fortschritt darin, daß ein 

insbesondere von den Babyloniern übernommener reicher mathematischer 

Erfahrungsschatz eine logische Struktur erhalten hatte. Von nun an existiert eine 

deduktiv dargelegte Wissenschaft Mathematik mit einem System von Postuluten, 

Definitionen und zwingend bewiesenen Sätzen. Doch wurde dieser ungeheure 

Fortschritt unter den Bedingungen der Sklavenhaltergesellschaft durch eine Ent- 
fremdung von der Praxis erkauft und er enthält starke gnoseologische Wurzeln 
für den Aufschwung des philosophischen Idealismus in der Mathematik während 
der folgenden Periode. 
Dem Inhaltlichen nach ist die Entwicklung in vier Richtungen vorangeschritten: 

Die babylonische algebraisch-arithmetische Tradition wurde — insbesondere in 
der Pythagoreischen Schule — weitergeführt. Am Ende der Periode lagen Anfänge 
einer Lehre von Gerade und Ungerade, von der Teilbarkeit und von den Verhält- 

nissen der (natürlichen) Zahlen systematisiert vor. 

Die ebene Geometrie hatte insbesondere durch Hippokrates eine erste Syste- 
matisierung erhalten. Zu ihrem festen Bestand gehörten die Lehre von den Paral- 
lelen, der Satz von der Winkelsumme im Dreieck, der Flächeninhalt von Poly- 

gonen, der Pythagoreische Lehrsatz, die (rationalen) Verhältnisse von Strecken. 
In der Stereometrie waren neue Erkenntnisse über Pyramide, Kegel und regu- 

läre Körper sowie über die Lehre von der Perspektive hinzugekommen. 
Und schließlich: Es waren innermathematische Fragen aufgeworfen worden, 

deren weiterer Verfolg in enge Beziehung zur Grundlagenkrisis während der 

nachfolgenden Zeit führen wird: Die scheinbar harmlosen und naheliegenden 

Probleme der Würfelverdoppelung, der Dreiteilung des Winkels und der Verwand- 

lung der Kreisfläche in ein flächengleiches Quadrat hatten ihre Tücken offenbart. 

Zur Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik 187 

3. Die arithmetica universalis der Pythagorcer 

Man kann mit großer Sicherheit annehmen, dal schon zwischen 500 und 45 

der Bund der Pythagoreer in zwei Gruppierungen zu zerfallen begann. Wühren 

die sogenannten akousmalikoi das Mauptgewicht auf die Bewahrung der noe 

auf Pythagoras zurückgehenden heiligen Riten und Gebote, der akousmati 

legten, rückte in der zweiten Gruppierung neben aller Bindung an die Forderunge 

der Pythagoreischen Lebensweise ein echt wissenschaftliches Interesse an de 
Mathematik in den Vordergrund. 

Diese zweite Gruppe, die der mathematikoi, wurde um die Mitte des 5. Jahr 

hunderts zum hauptsächlichen Träger des Fortschrittes der Mathematik; auf si 
wird daher das weitere Interesse des hier gegebenen Berichteszunächst zu richten seir 

Die Gründe des Zerfalls lagen teils im Gesellschaftlichen, teils im Innerwissen 

schaftlichen. 

Der Bund der Pythagorcer war politisch mit den Interessen der Sklavenhalteı 
aristokratie verbunden und besaß in seiner Anfangszeit in den süditalische 

Städten zeitweise eine beträchtliche politische Macht. Als sich aber auch dort di 

allgemeine Umschichtung zugunsten der Sklavenhalterdemokratie innerhalb de 

Sklavenhalter vollzog, und zwar unter dem Binfluß des Attischen Seebundes, d 

geriet der Orden der Pythagoreer in die politische Isolierung, wurde bekämpft 

aus einigen Städten durch Rebellion vertrieben und schließlich verboten. E 

erlosch® um die Mitte des 4. Jahrhunderts, 

Über die innerwissenschaftlichen Gründe des Zerfalls wird ausführlich z 

berichten sein; sie gehören in das Zentrum des Berichtes. 

Aus der zweiten Gruppe der Pythagoreer — und auf diese allein kann man sie 

für diesen Bericht beschränken — sind uns zwei Personen namentlich bekannt. 

Der erste unter den mathematikoi, Hippasos von Metapont (um 450), ist ein 
Zentralfigur der Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik und steht ursict 
lich und chronologisch am Beginn der zweiten, der athenischen Periode de 
griechisch-hellenistischen Mathematik. 

Der zweite, Archytas von Tarent (428-365), war einer der bedeutendste 

Mathematiker der Antike; er wurde zum Lehrer und Freund Platons und reich 

nach seiner Lebenszeit bereits weit in die athenische Periode hinein, 

Nach allgemeiner, insbesondere auch von Platon im „Staat“ vermittelte 

Überlieferung unterschieden die Pythagoreer vier mathemata, das sind Lehrgebiet 

oder Wissensgebiete: Arithmetik, Geometrie, mathematische Musiktheorie un 

Astronomie. Alle vier Bereiche beruhten auf der Vorstellung! von einer nac 

Zahl und Maß harmonisch geordneten Welt, oder wie Aristoteles (Metaph. A 5) « 
ausdrückte: „... und da sie weiter sahen, daß die Eigenschaften und Verhältnis: 

der Harmonie durch Zahlen bestimmt sind, und da esihnen schien, daß auch al. 

anderen Dinge ihrer ganzen Natur nach den Zahlen nachgebildet und die Zahle 

in der ganzen Natur das erste sind, so meinten sie, die Elemente der Zahlen scie 

die Elemente aller Dinge und der ganze Himmel sei Harmonie und Zahl.“
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o
s
i
t
i
v
e
n
 
Z
a
h
l
e
n
 
g
r
ö
ß
e
r
 
als 

1, 
a
l
s
o
 
d
i
e
 
Z
a
h
l
e
n
 
2
,
3
,
4
,
.
.
.
 
D
i
e
 

1 
s
e
l
b
s
t
 
g
a
l
t
 
d
e
n
 

P
y
t
h
a
g
o
r
e
e
r
n
 nicht als Zahl, s

o
n
d
e
r
n
 als Q

u
e
l
l
e
 u
n
d
 
U
r
s
p
r
u
n
g
 aller Z

a
h
l
e
n
.
 

L
r
o
t
z
 d
e
s
 U
m
s
t
a
n
d
e
s
,
 d
a
B
 keine direkten Q

u
e
l
l
e
n
 z
u
m
 ursprünglichen, P

y
t
h
a
g
o
-
 

reeischen Zahlbegriff existieren, ist d
e
r
 historische S

a
c
h
v
e
r
h
a
l
t
 j
e
d
o
c
h
 
eindeutig: 

Kritische A
n
a
l
y
s
e
 u
n
d
 historischer R

ü
c
k
v
e
r
g
l
e
i
c
h
 h
a
b
e
n
 m
i
t
 Sicherheit erwiesen, 

d
a
ß
 
die 

L
e
h
r
e
 
v
o
n
 G
e
r
a
d
e
 
u
n
d
 
U
n
g
e
r
a
d
e
,
 
w
e
l
c
h
e
 d
e
n
 
S
c
h
l
u
ß
 
d
e
s
 B
u
c
h
e
s
 
9
 d
e
r
 

„Hlemente“ des Eukleides bildet, Pythagoreischen Ursprungs ist. Als Grundlage 

w
e
r
d
e
n
 
d
a
b
e
i
 
folgende 

Definitionen 
v
e
r
w
e
n
d
e
t
:
 
„
E
i
n
h
e
i
t
 
ist 

das, 
w
o
n
a
c
h
 
jedes 

D
i
n
g
 eines genannt wird. Zahl ist die aus Einheiten zusammengesetzte M

e
n
g
e
"
 ... 

„
G
e
r
a
d
e
 
ist die Zahl, die sich 

halbieren läßt“, 
u
n
d
 
„
u
n
g
e
r
a
d
e
 die, 

die sich 
nicht 

halbieren 
läßt, 

oder 
die sich u

m
 die Einheit v

o
n
 einer geraden Zahl unterschei- 

d
e
t
.
 I
m
 
übrigen wird auf die Pythagoreische Lehre v

o
n
 Gerade u

n
d
 
U
n
g
e
r
a
d
e
 

noch z
u
r
ü
c
k
z
u
k
o
m
m
e
n
 sein, 

N
a
c
h
 Pythagoreischer Auffassung ist also die 1 unteilbar; noch Platon mokiert 

sich 
(Plat. P

o
l
.
 5
2
5
e
)
:
 
„
D
i
e
 M
e
i
s
t
e
r
 
d
e
r
 R
e
c
h
e
n
k
u
n
s
t
“
 
(die P

y
t
h
a
g
o
r
e
e
r
)
 
„
w
ü
r
d
e
n
 

j
e
d
e
n
 auslachen, der v

e
r
s
u
c
h
e
n
 w
ü
r
d
e
,
 die M

i
n
s
 z
u
 teilen“. 

Selbstverständlich 
a
b
e
r
 
b
e
s
a
ß
 
die 

griechische 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
die 

Fähigkeit, 
eine 

B
r
u
c
h
r
e
c
h
n
u
n
g
®
 a
u
f
z
u
b
a
u
e
n
;
 a
l
l
e
r
d
i
n
g
s
 r
e
c
h
n
e
t
e
 m
a
n
 n
i
c
h
t
 m
i
t
 B
r
ü
c
h
e
n
,
 s
o
n
d
e
r
n
 

m
i
t
 Verhältnissen v

o
n
 Zahlen. D

e
r
 e
n
t
s
c
h
e
i
d
e
n
d
e
 Zentralbegriff ist hier der der Pro- 

portion; auch darauf wird noch ausführlich einzugehen sein. Halten wir also fest: 

„
Z
a
h
l
e
n
“
 s
i
n
d
 i
m
 f
o
l
g
e
n
d
e
n
 stets n

a
t
ü
r
l
i
c
h
e
 Z
a
h
l
e
n
 g
r
ö
ß
e
r
 als 

E
i
n
s
.
 

A
u
f
 d
i
e
s
e
m
 Zahlbegriff b

e
r
u
h
t
e
 die m

a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
 G
r
u
n
d
l
a
g
e
 aller vier P

y
t
h
a
-
 

goreischen Wissensgebiete?. I
m
 Z
u
s
a
m
m
e
n
h
a
n
g
 m
i
t
 d
e
r
 —
 z
u
 g
r
o
ß
e
n
 Teilen eben- 

falls a
u
s
 d
e
m
 b
a
b
y
l
o
n
i
s
c
h
e
n
 Bereich ü

b
e
r
n
o
m
m
e
n
e
n
 —
 L
e
h
r
e
 v
o
m
 arithmetischen, 

g
e
o
m
e
t
r
i
s
c
h
e
n
 
u
n
d
 
h
a
r
m
o
n
i
s
c
h
e
n
 
Mittel 

w
u
r
d
e
 i
m
 
r
u
h
i
g
e
n
 
B
e
w
u
ß
t
s
e
i
n
 
v
o
n
 
d
e
r
 

Ganzzahligkeit 
der 

Welt 
im 

Kreise 
der 

unteritalischen Pythagoreer 
eine 

meta- 

theoretische 
A
u
f
f
a
s
s
u
n
g
 
ausgebildet, 

die 
die 

F
u
n
k
t
i
o
n
 
einer 

Ideologie 
ausübte. 

N
a
c
h
 
a
l
l
g
e
m
e
i
n
e
m
 
h
i
s
t
o
r
i
o
g
r
a
p
h
i
s
c
h
e
n
 
G
e
b
r
a
u
c
h
 
soll 

sie 
a
u
c
h
 
h
i
e
r
 
als 

„arith- 

metica universalis“ bezeichnet werden. 

D
e
m
n
a
c
h
 
w
a
r
 
die 

Existenz 
der 

Pythagoreischen 
G
r
u
p
p
e
 
der 

mathematikot 

innerwissenschaftlich 
gesehen 

eng 
a
n
 
die ausschließliche Existenz ausschließlich 

ganzzahlig 
o
d
e
r
 
in 

g
a
n
z
z
a
h
l
i
g
e
n
 Verhältnissen 

beschreibbarer 
D
i
n
g
e
 
g
e
b
u
n
d
e
n
.
 

Sollten D
i
n
g
e
 oder G

r
ö
ß
e
n
 gefunden werden, die sich nicht mit Hilfe dieses Zahl- 

begriffes 
erfassen 

lassen, 
die 

also 
—
 
n
a
c
h
 
Pythagoreischem 

Sprachgebrauch 
—
 

nicht 
(ganzzahlig) 

m
e
ß
b
a
r
,
 
i
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
e
l
,
 
sind, 

d
a
n
n
 
ist 

die 
arithmetiea 

universalis zerstört 
u
n
d
 
der 

Existenzgrundlage 
der Pythagoreischen 

Schule 
ein 

s
c
h
w
e
r
e
r
 S
c
h
l
a
g
 versetzt. 

Z
u
r
 G
r
u
n
d
l
a
g
e
n
k
r
i
s
i
s
 d
e
r
 griechischen 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 

1
8
7
7
 

4. 
D
e
r
 Z
u
s
a
m
m
e
n
b
r
u
c
h
 
d
e
r
 a
r
i
t
h
m
e
t
i
c
a
 
u
n
i
v
e
r
s
a
l
i
s
 

M
a
n
 
k
a
n
n
 
h
e
u
t
e
*
 
m
i
t
 
g
r
ö
ß
t
e
r
 
S
i
c
h
e
r
h
e
i
t
 
a
n
n
e
h
m
e
n
,
 
d
a
ß
 
d
i
e
 
E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 
v
o
n
 

der 
löxistenz gegenseitig sich nicht m

e
s
s
e
n
d
e
r
 Strecken n

o
c
h
 innerhalb d

e
r
 pytha- 

goreischen S
c
h
u
l
e
 g
e
m
a
c
h
t
 w
o
r
d
e
n
 ist, 

u
n
d
 z
w
a
r
 jedenfalls nicht später als 420, 

D
a
m
i
t
 w
u
r
d
e
 d
i
e
 a
r
i
t
h
m
e
t
i
c
a
 u
n
i
v
e
r
s
a
l
i
s
 z
e
r
b
r
o
c
h
e
n
 u
n
d
 j
e
n
e
r
 „
w
i
r
k
l
i
c
h
e
 l
o
g
i
s
c
h
e
 

S
k
a
n
d
a
l
“
 
(scandale 

logique) 
h
e
r
a
u
f
b
e
s
c
h
w
o
r
e
n
,
 
w
u
r
d
e
 jene 

G
r
u
n
d
l
a
g
e
n
k
r
i
s
e
 der 

griechischen 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
ausgelöst, 

v
o
n
 
der 

P. T
a
n
n
e
r
y
 
bemerkenswerterweise 

bereits 1887 spricht?. 
I
m
 
u
l
l
g
e
m
e
i
n
e
n
 
w
i
r
d
 
h
e
u
t
e
 
die 

E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 
der 

I
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
i
l
i
t
ä
t
 
m
i
t
 

Hippasos 
v
o
n
 
M
e
t
a
p
o
n
t
 in 

V
e
r
b
i
n
d
u
n
g
 gebracht. Dies —

 
u
n
d
 es k

o
m
m
e
n
 
noch 

weitere 
m
a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
 
E
n
t
d
e
e
k
u
n
g
e
n
 
u
n
d
 
echte 

naturwissenschaftliche 
Kixperi- 

m
e
n
t
e
 h
i
n
z
u
 —
 h
a
t
 z
u
r
 e
n
d
g
ü
l
t
i
g
e
n
 S
p
a
l
t
u
n
g
 des P

y
t
h
a
g
o
r
e
i
s
c
h
e
n
 B
u
n
d
e
s
 geführt 

oder 
doch 

die 
bereits 

bestehenden 
S
p
a
n
n
u
n
g
e
n
 
wesentlich 

verschärft. Die 
ver- 

s
c
h
i
e
d
e
n
e
n
 
R
i
c
h
t
u
n
g
e
n
 
der P

y
t
h
a
g
o
r
e
e
r
 h
a
b
e
n
 sich d

a
n
n
 erbittert b

e
k
ä
m
p
f
t
.
 

H
i
p
p
a
s
o
s
 hat sich den besonderen Zorn der Akusmatiker zugezogen, teils, weil 

er 
m
i
t
 d
e
m
 
V
o
l
k
 w
ä
h
r
e
n
d
 d
e
r
 
Rebellion 

g
e
g
e
n
 die T

y
r
a
n
n
i
s
 sympathisiert habe, 

teils, 
w
e
i
l
 
e
r
 
ü
b
e
r
h
a
u
p
t
 
d
e
m
 
v
o
n
 
P
y
t
h
a
g
o
r
a
s
 
s
t
a
m
m
e
n
d
e
n
 
B
e
s
t
a
n
d
 
a
n
 
L
e
h
r
e
n
 

n
e
u
e
 
E
l
e
m
e
n
t
e
 
h
i
n
z
u
g
e
f
ü
g
t
 
hat, 

v
o
r
 
allem 

aber 
d
e
s
w
e
g
e
n
,
 
weil or nicht n

u
r
 die 

k
a
t
a
s
t
r
o
p
h
a
l
e
 

E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 
v
o
n
 
d
e
r
 
Kxistenz 

i
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
r
 
S
t
r
e
c
k
e
n
 
ge- 

n
a
c
h
t
,
 
s
o
n
d
e
r
n
 
dies 

a
u
c
h
 
n
o
c
h
 
publik 

b
e
k
a
n
n
t
 
g
e
m
a
c
h
t
 
habe, 

H
i
p
p
a
s
o
s
 
k
a
m
 

s
p
ä
t
e
r
 
bei 

e
i
n
e
m
 
S
c
h
i
f
f
b
r
u
c
h
 
u
m
s
 
L
e
b
e
n
;
 
d
i
e
s
 
w
u
r
d
e
 
v
o
n
 
s
e
i
n
e
n
 
G
e
g
u
e
r
n
 
als 

g
e
r
e
c
h
t
e
 
S
t
r
a
f
e
 
d
a
f
ü
r
 
hingestellt, 

d
a
ß
 
e
r
 
„als 

erster 
d
a
s
 
W
e
s
e
n
 
d
e
r
 
M
e
ß
b
a
r
k
e
i
t
 

u
n
d
 
U
n
m
e
ß
b
a
r
k
e
i
t
 
a
n
 
U
n
w
ü
r
d
i
g
e
 
verraten“!® 

h
a
b
e
 
—
 
so 

berichtet 
der 

N
e
u
-
 

p
y
t
h
a
g
o
r
c
e
r
 
l
a
m
b
l
i
c
h
o
s
 (ca. 2

8
3
 
-
3
3
0
 
u. Z.) in s

e
i
n
e
m
 
u
m
f
a
s
s
e
n
d
e
n
 W
e
r
k
 
„
Ü
b
e
r
 

die p
y
t
h
a
g
o
r
e
i
s
c
h
e
 
Philosophie“. 

W
ä
h
r
e
n
d
 
also 

h
e
u
t
e
 
w
e
i
t
g
e
h
e
n
d
e
 
Kinigkeit 

d
a
r
ü
b
e
r
 
besteht, 

d
a
ß
 
die 

Ent- 

d
e
e
k
u
n
g
 d
e
r
 
E
x
i
s
t
e
n
z
 gegenseitig i

n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
r
 S
t
r
e
c
k
e
n
 i
m
 z
w
e
i
t
e
n
 Drittel 

des fünften Jahrhunderts 
bereits erfolgte u

n
d
 
mit der 

Person 
v
o
n
 
Hippasos in 

V
e
r
b
i
n
d
u
n
g
 gebracht w

e
r
d
e
n
 kann, lassen sich nur starke V

e
r
m
u
t
u
n
g
e
n
 darüber 

angeben, w
i
e
 die Inkommensurabilität entdeckt u

n
d
 bewiesen worden sein könnte. 

Hier gehen 
die 

M
e
i
n
u
n
g
e
n
 
n
o
c
h
 
auseinander. 

F
ü
r
 
den 

Z
w
e
c
k
 
dieses 

Berichter 

reicht 
es 

allerdings 
aus, 

sich 
in 

dieser 
Frage auf einige 

weitgehend 
gesicherte 

Analysen zu beschränken!!. 
D
i
e
 
P
y
t
h
a
g
o
r
e
i
s
c
h
e
 
L
e
h
r
e
 
v
o
n
 
G
e
r
a
d
e
 
u
n
d
 
U
n
g
e
r
a
d
e
 
a
m
 
E
n
d
e
 
d
e
s
 
B
u
c
h
e
s
 
£ 

der 
„Elemente“ 

steht dort 
ganz 

isoliert 
u
n
d
 besitzt 

bemerkenswerterweise 
n
u
 

eine 
einzige A

n
w
e
n
d
u
n
g
,
 
die 

n
ä
m
l
i
c
h
 
z
u
m
 
B
e
w
e
i
s
 des Satzes, d

a
ß
 die Seite 

unc 

d
i
e
 D
i
a
g
o
n
a
l
e
 
e
i
n
e
s
 Q
u
a
d
r
a
t
e
s
 
k
e
i
n
 
g
e
m
e
i
n
s
a
m
e
s
 
M
a
B
 
h
a
b
e
n
,
 
z
u
e
i
n
a
n
d
e
r
 i
n
k
o
m
 

m
e
n
s
u
r
a
b
e
l
 sind. D

e
r
 
Beweis!? steht 

m
e
r
k
w
ü
r
d
i
g
e
r
w
e
i
s
e
 
—
 
w
i
e
d
e
r
u
m
 
isoliert 

—
 

a
m
 E
n
d
e
 v
o
n
 B
u
c
h
 10; er wird (Abb. 1) indirekt geführt u

n
d
 verläuft, in heutige. 

Formulierung, 
kurz 

folgendermaßen: 
Sei 

AB 
die 

Seite 
u
n
d
 A
C
 
die Diagonal 

des 
Quadrates 

A
C
 B
D
.
 
H
a
b
e
n
 A
C
 u
n
d
 A
B
 gemeinsames M

a
ß
,
 d
a
n
n
 stehen si 

i
m
 V
e
r
h
ä
l
t
n
i
s
 m
:
n
,
 w
o
 m
a
n
 m
 u
n
d
 n
 als t

e
i
l
e
r
f
r
e
m
d
e
 (natürliche!) Z

a
h
l
e
n
 a
n
n
e
h
m
e
ı
 

k
a
n
n
.
 
A
u
s
 

A
C
:
A
 B= m

i
n
 
folgt 

A
C
t
:
A
 8
?
 =
 m?:n?; 

a
u
s
 
d
e
m
 
Pythagorvische:



1
8
7
8
 

Hans Wußing 

L
e
h
r
s
a
t
z
 
folgt A

C
?
 =
 
2
4
 8°, 

also 
m
?
 =
2
n
?
,
 
also 

m
t
 
gerade. 

D
a
n
n
 
ist 

a
u
c
h
 
m
 

g
e
r
a
d
e
;
 
d
i
e
 
H
ä
l
f
t
e
 v
o
n
 m
 sei A. D

a
 m
 
u
n
d
 
»
 t
e
i
l
e
r
f
r
e
m
d
 
v
o
r
a
u
s
g
e
s
e
t
z
t
 
w
a
r
e
n
 
u
n
d
 

m
 g
e
r
a
d
e
 ist, m

u
ß
 »
 u
n
g
e
r
a
d
e
 sein. A

b
e
r
 a
u
s
 mn =

 
2
h
 f
o
l
g
t
 in? =

4
h
?
,
 a
l
s
o
 n
°
 =
 
2
4
8
.
 

A
l
s
o
 w
ä
r
e
 h
i
e
r
n
a
c
h
 n
 gerade. 

E
s
 
ist a

b
e
r
 
u
n
m
ö
g
l
i
c
h
,
 d
a
ß
 »
 zugleich 

g
e
r
a
d
e
 
u
n
d
 

u
n
g
e
r
a
d
e
 ist. 

D
e
r
 
B
e
w
e
i
s
 
erfordert 

o
f
f
e
n
b
a
r
 
eine 

gereifte 
m
a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
 
D
e
n
k
w
e
i
s
e
,
 
einen 

h
o
h
e
n
 
A
b
s
t
r
a
k
t
i
o
n
s
g
r
a
d
,
 
i
n
s
b
e
s
o
n
d
e
r
e
 
d
e
n
 
U
m
g
a
n
g
 
m
i
t
 d
e
m
 
indirekten 

m
a
t
h
e
-
 

m
a
t
i
s
c
h
e
n
 
Beweis. 

D
a
r
a
u
s
 u
n
d
 
a
u
s
 d
e
m
 
U
m
s
t
a
n
d
,
 d
a
ß
 die in 

B
u
c
h
 
9
 e
n
t
h
a
l
t
e
n
e
 

L
e
h
r
e
 v
o
n
 G
e
r
a
d
e
 u
n
d
 
U
n
g
e
r
a
d
e
 e
r
w
i
e
s
e
n
e
r
m
a
ß
e
n
 ein f

r
ü
h
p
y
t
h
a
g
o
r
e
i
s
c
h
e
s
 S
t
ü
c
k
 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
darstellt, 

h
a
t
 
m
a
n
 
geschlossen, 

d
a
ß
 
die 

I
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
i
l
i
t
ä
t
 
v
o
n
 

S
t
r
e
c
k
e
n
 
g
a
r
 
n
i
c
h
t
 
a
m
 
Q
u
a
d
r
a
t
 
e
n
t
d
e
e
k
t
 
w
o
r
d
e
n
 
ist. 

„
D
e
n
n
 
m
a
n
 
k
a
n
n
 
k
a
u
m
 

g
l
a
u
b
e
n
,
 
d
a
ß
 
d
i
e
 
f
r
ü
h
e
n
 
g
r
i
e
c
h
i
s
c
h
e
n
 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
e
r
 
d
i
e
 
I
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
i
l
i
t
ä
t
 

der Diagonale u
n
d
 der Seite eines Quadrats durch einen Prozeß der Schlußfolge- 

r
u
n
g
 
e
n
t
d
e
c
k
t
e
n
,
 
d
e
r
 
f
ü
r
 sie 

o
f
f
e
n
k
u
n
d
i
g
 
s
o
 
m
ü
h
s
a
m
 
w
a
r
,
 
w
e
n
n
 
sie 

n
i
c
h
t
 
s
c
h
o
n
 

v
o
r
h
e
r
 
v
e
r
m
u
t
e
t
e
n
,
 
d
a
ß
 
c
s
 
ü
b
e
r
h
a
u
p
t
 
s
o
 
e
t
w
a
s
 
w
i
e
 
I
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
i
l
i
t
ä
t
 
g
a
b
.
 

W
e
n
n
 sie dagegen d

e
n
 Sachverhalt 

bereits auf e
i
n
e
m
 einfacheren W

e
g
 entdeckt 

hatten, steht es in vollem Einklang mit d
e
m
,
 w
a
s
 wir über ihre M

e
t
h
o
d
e
n
 wissen, 

w
e
n
n
 
wir a

n
n
e
h
m
e
n
,
 d
a
ß
 sie sich sofort alle M

ü
h
e
 g
a
b
e
n
 herauszufinden, 

o
b
 es 

noch 
andere 

Beispiele 
v
o
n
 
Inkommensurabilität 

gebe. 
In 

diesem 
Fall 

w
a
r
 
das 

gleichschenklig-rechtwinklige 
Dreieck 

natürlicherweise 
das 

erste 
Objekt. 

ihrer 

w
e
i
t
e
r
e
n
 U
n
t
e
r
s
u
c
h
u
n
g
e
n
.
“
 

Mit anderen Worten: Vermutlich erfolgte die E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 gegenseitig i

n
k
o
m
m
e
n
-
 

surabler S
t
r
e
e
k
e
n
 
nicht 

a
m
 Q
u
a
d
r
a
t
;
 
diese F

i
g
u
r
 diente 

v
i
e
l
m
e
h
r
 i
m
 n
a
c
h
h
i
n
e
i
n
 

als Objekt zur Konstatierung eines bereits a
n
d
e
r
s
w
o
 erkannten Sachverhaltes. 

B
e
i
 
der 

S
u
c
h
e
 
n
a
c
h
 
d
e
m
j
e
n
i
g
e
n
 
m
a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
n
 
G
e
g
e
n
s
t
a
n
d
,
 
a
n
 
d
e
m
 
die 

Existenz gegenseitig i
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
r
 Strecken zutage trat u

n
d
 auf der G

r
u
n
d
-
 

lage 
d
a
m
a
l
i
g
e
r
 
m
a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
r
 
K
e
n
n
t
n
i
s
s
e
 
z
w
i
n
g
e
n
d
 
n
a
c
h
g
e
w
i
e
s
e
n
 
w
e
r
d
e
n
 

k
o
n
n
t
e
,
 d
e
u
t
e
n
 d
i
e
 Q
u
e
l
l
e
n
 a
u
f
 d
a
s
 r
e
g
e
l
m
ä
ß
i
g
e
 F
ü
n
f
e
c
k
 h
i
n
.
 

B
e
k
a
n
n
t
l
i
c
h
 
diente d

e
n
 
P
y
t
h
a
g
o
r
e
e
r
n
 als 

E
r
k
e
n
n
u
n
g
s
z
e
i
c
h
e
n
 
des G

e
h
e
i
m
b
u
n
-
 

des das P
e
n
t
a
g
r
a
m
m
,
 
das heißt ein regelmäßiges Fünfeck, dessen Seiten bis z

u
m
 

Schnittpunkt 
verlängert 

sind. 
famblichos 

berichtet 
z
u
d
e
m
,
 
Hippasos 

habe 

„zuerst die a
u
s
 zwölf F

ü
n
f
e
c
k
e
n
 z
u
s
a
m
m
e
n
g
e
s
e
t
z
t
e
 K
u
g
e
l
 öffentlich 

b
e
s
c
h
r
i
e
b
e
n
 

u
n
d
 
sei 

d
e
s
h
a
l
b
 
als ein Gottloser i

m
 M
e
e
r
e
 
u
m
g
e
k
o
m
m
e
n
"
!
,
 
D
e
m
n
a
c
h
 
w
i
r
d
 
die 

—
 n
a
c
h
 A
n
s
i
c
h
t
 d
e
r
 a
k
u
s
m
a
t
i
k
o
i
 verbrecherische —

 
E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 i
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
-
 

ler S
t
r
e
c
k
e
n
 m
i
t
 d
e
m
 
S
t
u
d
i
u
m
 
d
e
s
 D
o
d
e
k
a
c
d
e
r
s
!
®
 
in 

V
e
r
b
i
n
d
u
n
g
 g
e
b
r
a
c
h
t
,
 
also 

mit demjenigen regulären Polyeder, dessen Flächen aus regelmäßigen Fünfecken 

bestehen. 
Innermathematisch 

ist 
das 

regelmäßige 
Fünfeck 

wohl 
diejenige 

geo- 

metrische Figur, 
an 

der sich 
die 

Inkommensurabilität 
a
m
 
leichtesten 

beweisen 

läßt, u
n
d
 z
w
a
r
 mit der altbekannten M

e
t
h
o
d
e
 der „

W
e
c
h
s
e
l
w
e
g
n
a
h
m
e
“
.
 

N
u
r
 
d
a
s
 
Prinzip 

dieses 
B
e
w
e
i
s
e
s
 
(
A
b
b
.
 2) 

sei 
hier 

skizziert: 
D
i
e
 
D
i
a
g
o
n
a
l
e
n
 

eines r
e
g
e
l
m
ä
ß
i
g
e
n
 F
ü
n
f
e
c
k
s
 bilden w

i
e
d
e
r
 ein r

e
g
e
l
m
ä
ß
i
g
e
s
 F
ü
n
f
e
c
k
 u
n
d
 so fort. 

D
a
n
n
 
ist 

sehr 
leicht 

einzusehen, 
d
a
ß
 
in 

d
e
n
 
d
u
r
c
h
 
S
c
h
a
c
h
t
e
l
u
n
g
 
e
n
t
s
t
a
n
d
e
n
e
n
 

F
ü
n
f
e
c
k
e
n
 die B

e
z
i
e
h
u
n
g
e
n
 
A
Z
 

=
 A
B
’
 
u
n
d
 B
'
D
=
 B
'
E
 
u
n
d
 d
e
s
h
a
l
b
 
A
D
 —
 A
B
 

=
 
B
'
K
 
u
n
d
 ferner a

n
a
l
o
g
 
A
E
 =
 E
D
’
 =
 

HA‘ 
u
n
d
 
B
'
E
 =
 B
'
D
 =
 B
E
 
u
n
d
 des- 

A
 
—
J
 

A
b
b
.
 

I 

r
+
y
 

I
t
y
 L
l
 

A
b
b
.
 3
 

» 
—
 —
 
u
d
 

6 

A
b
b
.
 
5
 

A
b
b
.
 
2 
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Z
u
r
 G
r
u
n
d
l
a
g
e
n
k
r
i
s
i
s
 d
e
r
 griechischen 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 

1
8
7
9
 

h
a
l
b
 
A
M
 
B
E
 

B
A
"
 

gelten 
u
n
d
 
so 

fort, 
o
h
n
e
 
d
a
l
 
ein 

M
a
d
e
 
eintritt. 

M
i
t
 

a
n
d
e
r
e
n
 W
o
r
t
e
n
:
 Die Differenz z

w
i
s
c
h
e
n
 d
e
r
 D
i
a
g
o
n
a
l
e
 u
n
d
 der Seite des g

r
ö
ß
e
r
e
n
 

K
ü
n
f
e
c
k
s
 ist gleich d

e
r
 
D
i
n
g
o
n
a
l
o
 des 

kleineren 
W
ü
n
f
o
c
k
s
;
 die 

Differenz z
w
i
s
c
h
e
n
 

d
e
r
 
Seite 

des 
g
r
ö
ß
e
r
e
n
 
F
ü
n
f
e
c
k
s
 
u
n
d
 
dor 

D
i
a
g
o
n
a
l
e
 
des 

kleineren 
l
a
n
f
o
o
k
 
ist 

g
l
e
i
c
h
 
d
e
r
 
S
e
i
t
e
 
d
e
s
 
k
l
e
i
n
e
r
e
n
 
F
ü
n
f
e
c
k
s
:
 
d
i
e
 
D
i
f
f
e
r
e
n
z
 
z
w
i
s
c
h
e
n
 
d
e
r
 
D
i
a
g
o
n
a
l
e
 

d
e
s
 
kleineren 

K
ü
n
f
e
c
k
s
 
u
n
d
 
d
e
s
s
e
n
 Soito 

ist 
w
i
e
d
e
r
u
m
 gleich d

e
r
 D
i
a
g
o
n
a
l
e
 des 

n
ä
c
h
s
t
 
kleineren 

F
ü
n
f
e
c
k
s
 
—
 
u
n
d
 
so 

fort 
bis 

ins 
Unendliche. 

U
n
d
 
d
a
 
d
u
r
c
h
 

die 
Diagonalen 

i
m
m
e
r
 
neue 

regelmäßige 
Wünfecke 

entstehen, 
leuchtet 

es 

z
w
i
n
g
e
n
d
 
ein, 

d
a
l
 
d
e
r
 
P
r
o
z
e
ß
 
d
e
r
 W
e
c
h
s
e
l
w
e
g
n
a
h
m
e
 
sich 

i
m
m
e
r
 
weiter 

fort- 

setzen wird u
n
d
 d
a
ß
 deshalb kein größtes g

e
m
e
i
n
s
a
m
e
s
 M
a
ß
 der Diagonale u

n
d
 

der Seite des regelmäßigen Fünfecks gefunden w
e
r
d
e
n
 kann: E

s
 existieren gegen- 

seitig i
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
 Strecken. 

K
.
 
v
o
n
 Fritz hat die 

Entdeckungsgeschichte der Inkommensurabilität in 
der 

hier skizzierten F
o
r
m
 i
m
 Jahre 1

9
5
4
!
 durch sorgfältige Analyse sehr wahrschein- 

lich 
g
e
m
a
c
h
t
.
 
E
r
 
k
o
m
m
t
 
z
u
s
a
m
m
e
n
f
a
s
s
e
n
d
 
z
u
 
d
e
m
 
Schluß: 

„
E
s
 
besteht 

also 

nicht der geringste Anlaß, zu bezweifeln, d
a
ß
 Hippasos imstande war, die I

n
k
o
m
-
 

mensurabilität der Seite u
n
d
 der Diagonale eines regelmäßigen Fünfecks zu be- 

weisen. 
D
e
n
n
 
für d

e
n
 
vorgeschlagenen Beweis sind nur zwei fundamentale geo- 

metrische Sätze notwendig, die das gleichschenklige Dreieck u
n
d
 die W

i
n
k
e
l
s
u
m
m
e
 

i
m
 
Dreieck 

betreffen, 
u
n
d
 
d
a
n
n
 
die 

altehrwürdige 
Methode, 

durch 
Wechsel- 

w
e
g
n
a
h
m
e
 das größte g

e
m
e
i
n
s
a
m
e
 M
a
ß
 zu finden. 

Alles 
übrige ist lediglich ein- 

f
a
c
h
s
t
e
 
A
d
d
i
t
i
o
n
,
 S
u
b
t
r
a
k
t
i
o
n
 
u
n
d
 D
i
v
i
s
i
o
n
”
.
 

D
a
r
ü
b
e
r
 
h
i
n
a
u
s
 
h
a
t
 
S. 

Heller 
in 

einer a
n
 K
.
 v
o
n
 Fritz a

n
s
c
h
l
i
e
B
e
n
d
e
n
 A
r
b
e
i
t
 

i
m
 J
a
h
r
e
 
(958!8 

wahrscheinlich 
g
e
m
a
c
h
t
,
 
d
a
ß
 
u
n
d
 
wie H

i
p
p
a
s
o
s
 
u
n
d
 
die 

mathe- 

m
a
t
i
k
o
i
 seiner Zeit i

m
 A
n
s
c
h
l
u
ß
 a
n
 die 

E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 der I

n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
i
l
i
t
ä
t
 zur 

E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 
d
e
r
 stetigen T

e
i
l
u
n
g
 u
n
d
 zur K

e
n
n
z
e
i
c
h
n
u
n
g
 des „

G
o
l
d
e
n
e
n
 Schrittes“ 

g
e
k
o
m
m
e
n
 
sind, 

die 
ihrerseits 

eine 
zentrale 

Stellung 
i
m
 
S
y
s
t
e
m
 
d
e
r
 
P
y
t
h
a
g
o
-
 

reischen 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 innehatten. 

F
ü
r
 
Einzelheiten sei auf S. Heller direkt 

ver- 

W
I
O
H
O
N
,
 

5. A
n
s
ä
t
z
e
 zur Ü

b
e
r
w
i
n
d
u
n
g
 der Grundlagenkrisis 

A
u
f
 die K

o
n
s
e
q
u
e
n
z
e
n
 d
e
r
 E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 gegenseitig i

n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
r
 S
t
r
e
c
k
e
n
 

m
u
ß
 
ausführlich 

eingegangen 
werden; 

a
u
c
h
 
dies 

gehört 
in 

das Z
e
n
t
r
u
m
 
dieses 

Berichtes. 

U
n
t
e
r
 d
e
m
 D
r
u
c
k
 d
e
r
 d
e
n
 
Z
u
s
a
m
m
e
n
b
r
u
c
h
 d
e
r
 arithmetica universalis b

e
d
e
u
t
e
n
-
 

den 
u
n
d
 eine Grundlagenkrisis auslösenden 

E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 des I

n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
n
 

bildeten sich 
innerhalb 

der 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
w
ä
h
r
e
n
d
 der 

athenischen 
Periode 

vier 

T
e
n
d
e
n
z
e
n
 aus. Diese liefen weitgehend zeitlich parallel, durchdrangen sich u

n
d
 

streekten sich hin bis zur Mathematikergeneration der Pythagoreer v
o
n
 Archytas 

v
o
n
 Tarent u

n
d
 liefen weiter bis zu der sich aus d

e
m
 Pythagoreischen emanzipie- 

r
e
n
d
e
n
 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
e
r
g
r
u
p
p
e
 
u
m
 T
h
e
a
i
t
e
t
o
s
 
(
4
1
5
?
—
3
6
8
)
 
u
n
d
 E
u
d
o
x
o
s
 v
o
n
 
Kni- 

dos (408?--355?) 
E
s
 gibt eine M

e
n
g
e
 v
o
n
 direkten u

n
d
 indirekten Z

e
u
g
n
i
s
s
e
n
 dafür, d

a
ß
 als erste 

s
p
o
n
t
a
n
e
 
R
e
a
k
t
i
o
n
 a
u
f
 die 

E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 d
e
s
 H
i
p
p
a
s
o
s
 u
m
f
a
n
g
r
e
i
c
h
e
 B
e
m
ü
h
u
n
g
e
n
 

1
2
2
 

W
e
l
s
k
o
p
f
,
 B
d
.
 
4



1
8
5
0
 

H
a
u
s
 W
u
ß
i
n
g
 

u
n
t
e
r
n
o
m
m
e
n
 
w
u
r
d
e
n
,
 
dieses 

sein 
k
a
t
a
s
t
r
o
p
h
a
l
e
s
 
E
r
g
e
b
n
i
s
 
z
u
 
widerlegen 

o
d
e
r
 

d
o
c
h
 als völlige 

u
n
d
 d
a
r
u
m
 n
i
c
h
t
 ins G

e
w
i
c
h
t
 f
a
l
l
e
n
d
e
 A
u
s
n
a
h
m
e
 z
u
 e
r
w
e
i
s
e
n
.
 

Dieser 
ersten 

T
e
n
d
e
n
z
 
g
e
h
ö
r
t
 
dio 

A
b
s
i
c
h
t
 
un, 

für 
Seite 

u
n
d
 
D
i
a
g
o
n
a
l
e
 
einen 

Q
u
a
d
r
a
t
e
s
 
e
i
n
 
g
e
m
e
i
n
s
a
m
e
s
 
M
a
ß
 z
u
 
f
i
n
d
e
n
.
 
W
s
 g
l
ü
c
k
t
e
 
—
 
w
e
n
n
 
w
i
r
 
u
n
s
 
m
o
d
e
r
n
 

. 
1
2
 

a
u
s
d
r
ü
c
k
e
n
 

—, rationale Näherungen für 
7
2
 anzugeben, u

n
d
 z
w
a
r
 die Folge 

—
,
 —
,
 

| 
© 

1
1
 
..., 

die v
o
n
 b
e
i
d
e
n
 Seiten g

e
g
e
n
 
2
 
konvergiert!®. 

D
i
e
 
F
o
l
g
e
 
der 

B
r
ü
c
h
e
 

5’ 1
2
 

4 
. 

G
 

—
,
 
v
=
 
1,2,... 

erhält 
m
a
n
 
a
u
s
 
d
e
n
 
R
e
k
u
r
s
i
o
n
s
f
o
r
m
e
l
n
 

Z, 
=
 2
N
,
_
,
 +
 4
,
1
;
 

LA 

N
=
N
_
,
+
Z
_
-
,
 

v 2
3
,
 

bei 
den Anfangsgliedern 

Z, =
 
1, 
Z
,
=
3
,
 
N
,
 =
 
1, 

r 

2. 
Die Rekursionsformeln ergeben sich aus der Identität 

2a? —
 y
 =
 (2x +

 y) —
 2
x
 +
 y)°, 

die geometrisch, 
also 

innerhalb der 
Pythagoreischen 

Schule, 
leicht zu 

beweisen 

gewesen wäre (Abb. 3). 
a
 

| 

Die 
angegebenen 

N
ä
h
e
r
u
n
g
e
n
 
bedeuten 

geometrisch 
die 

Konstruktion 
v
o
n
 

rechtwinkligen Dreiecken, in d
e
n
e
n
 stets eine K

a
t
h
e
t
e
 gleich 

1 
ist u

n
d
 entweder 

in der L
ä
n
g
e
 der 

H
y
p
o
t
e
n
u
s
e
 oder der größeren Kathete als Faktor /

2
 enthalten 

ist u
n
d
 d
a
n
n
 die grôBere Kathete beziehungsweise die H

y
p
o
t
e
n
u
s
e
 ganzzuhlig ist. 

M
i
t
 w
a
c
h
s
e
n
d
e
m
 
» 
w
i
r
d
 d
e
r
 
U
n
t
e
r
s
c
h
i
e
d
 z
w
i
s
c
h
e
n
 i
h
n
e
n
 
i
m
m
e
r
 kleiner, 

a
b
e
r
 d
a
 

er nie 
Null wird, existiert kein g

e
m
e
i
n
s
a
m
e
s
 M
a
B
 zwischen K

a
t
h
e
t
e
 u
n
d
 H
y
p
o
-
 

tenuse: V
2
 
ist irrational. 

7
 

E
s
 g
l
ü
c
k
t
e
 —
 n
a
t
ü
r
l
i
c
h
 —
 n
i
c
h
t
,
 
d
a
s
 w
a
h
r
e
 V
e
r
h
ä
l
t
n
i
s
 d
e
r
 S
t
r
e
c
k
e
n
l
ä
n
g
e
 v
o
n
 D
i
a
-
 

gonale u
n
d
 Seite des Quadrates anzugeben u

n
d
 damit einen weiteren Fall des Auf- 

tretens gegenseitig inkommensurabler Strecken zu widerlegen. Hieraus ist schlieB- 

lich 
—
 wir w

i
s
s
e
n
 nicht w

a
n
n
 —
,
 v
e
r
m
u
t
l
i
c
h
 d
u
r
c
h
 g
e
d
a
n
k
l
i
c
h
e
 
U
m
k
e
h
r
u
n
g
,
 der 

Beweis für die Inkommensurabilität hervorgegangen, der auf der frühpythagorei- 

s
c
h
e
n
 
L
e
h
r
e
 v
o
n
 G
e
r
a
d
e
 u
n
d
 
U
n
g
e
r
a
d
e
 beruht. 

E
i
n
e
 zweite T

e
n
d
e
n
z
 w
a
r
 d
a
r
a
u
f
 gerichtet, bei der K

o
n
f
r
o
n
t
a
t
i
o
n
 d
e
r
 e
r
w
i
e
s
e
n
e
n
 

E
x
i
s
t
e
n
z
 d
e
s
 Irrationalen m

i
t
 d
e
r
 a
r
i
t
h
m
e
t
i
c
a
 universalis z

u
 v
e
r
s
u
c
h
e
n
,
 die alten 

Grundlagen m
i
t
 den neuen Ergebnissen verträglich zu m

a
c
h
e
n
.
 

Ursprünglich 
bedeutete 

Aéyos 
den 

A
u
s
d
r
u
c
k
 
des 

W
e
s
e
n
s
 
einer 

Sache 
durch 

g
a
n
z
e
 Zahlen, 

also 
die E

i
n
b
e
t
t
u
n
g
 in d

a
s
 S
y
s
t
e
m
d
e
n
k
e
n
 
der arithmatica 

univer- 

salis. D
a
n
n
 verdichtete sich dieses W

o
r
t
 als fachspezifischer T

e
r
m
i
n
u
s
 technicus?® 

auf 
die 

B
e
d
e
u
t
u
n
g
 
v
o
n
 
Verhältnis 

(ganzer 
Zahlen). 

W
u
r
d
e
 
d
e
r
 
Begriff 

&
o
y
a
s
 

gebraucht, so m
e
i
n
t
e
 m
a
n
,
 d
a
ß
 kein Aóyog o

d
e
r
 Verhältnis v

o
r
h
a
n
d
e
n
 w
a
r
;
 hierhin 

g
e
h
ö
r
t
 also die B

e
z
i
e
h
u
n
g
 zweier gegenseitig i

n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
r
 Strecken. 

N
u
n
 ist a

b
e
r
 —
 
n
a
c
h
 
der E

n
t
d
e
c
k
u
n
g
 d
e
r
 I
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
i
l
i
t
ä
t
 
—
 
eine echte 

m
a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
 F
r
a
g
e
 die, o

b
 zwei P

a
a
r
e
 gegenseitig i

n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
r
 S
t
r
e
c
k
e
n
 

(die also jedes für sich k
e
i
n
e
n
 Aöyog h

a
b
e
n
)
 d
o
c
h
 einen Aöyog h

a
b
e
n
.
 Dieser s

c
h
w
e
r
 

begreifbare, aber eben 
nur scheinbare Widerspruch 

führte z
u
 
bedeutenden 

ter- 
m
i
n
o
l
o
g
i
s
c
h
e
n
 
Schwierigkeiten. 

Aly 
m
a
n
 
n
a
c
h
 
fortschreitender 

Einsicht 
in 

d
e
n
 

Sachverhalt 
die Aussage, zwei Paare v

o
n
 dAoyor besäßen denselben Aöycs, nicht 

= 
I 

Z
u
r
 G
r
u
n
d
l
a
g
e
n
k
r
i
s
i
s
 d
e
r
 griect 

en 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 

1
8
8
 

m
e
h
r
 
als 

widersinnig 
e
m
p
f
a
n
d
,
 
k
e
h
r
t
e
 
m
a
n
 
e
t
w
a
 
zur 

Zeit 
des 

Theaitetos 
zu 

ursprünglichen 
"Per 

logie z
u
r
ü
c
k
:
 
Alle 

irrationalen 
G
r
ö
ß
e
n
 
w
u
r
d
e
n
 
als &hoyo 

b
e
z
e
i
c
h
n
e
t
.
 

M
o
r
 die 

Ü
b
e
r
g
a
n
g
s
z
e
i
t
 der 

K
o
n
f
r
o
n
t
a
t
i
o
n
 
des 

Alten 
m
i
t
 d
e
m
 
N
e
u
e
n
 
aber, 

al 
d
e
r
 Begriff A6yog n

a
c
h
 Inhalt u

n
d
 
U
m
f
a
n
g
 s
c
h
w
a
n
k
e
n
d
 g
e
w
o
r
d
e
n
 
war, erfordert 

der 
v
o
r
h
a
n
d
e
n
e
 
A
u
f
b
a
u
 
d
e
r
 
a
u
f
 d
e
m
 
R
a
t
i
o
n
a
l
e
n
 
b
e
r
u
h
e
n
d
e
n
 
Proportionentehr 

cine 
n
e
u
e
 
A
u
f
f
a
s
s
u
n
g
 
v
o
n
 
Verhältnis 

u
n
d
 
Proportion. 

I
n
s
b
e
s
o
n
d
e
r
e
 
King 

os 
um 

ein 
n
e
u
e
s
 
K
r
i
t
e
r
i
u
m
 
d
a
f
ü
r
,
 
o
b
 
z
w
e
i
 
P
a
a
r
e
 
v
o
n
 
i
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
n
 
G
r
ö
l
d
e
n
 
d
e
n
 

selben Adyog h
a
b
e
n
,
 

F
ü
r
 diese 

Ü
b
e
r
g
a
n
g
s
z
e
i
t
 s
u
c
h
t
e
 
m
a
n
 
a
u
s
 d
e
m
 
P
r
o
z
e
ß
 
d
e
r
 W
e
c
h
s
e
l
w
e
g
n
a
h
m
e
 

der zur A
u
f
d
e
c
k
u
n
g
 der Inkommensurabilität geführt hatte, direkt das gesucht 

Kriterium herzuleiten u
n
d
 so, d

a
ß
 es sich sowohl auf k

o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
 wie auch au 

i
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
 
G
r
ö
ß
e
n
 
bezieht: 

G
r
ö
ß
e
n
 
haben 

denselben. A6yos, 
w
e
n
n
 
si 

dieselbe 
W
e
c
h
s
e
l
w
e
g
n
a
h
m
e
 
besitzen. 

M
i
t
 
a
n
d
e
r
e
n
 
W
o
r
t
e
n
:
 
Z
w
e
i
 
G
r
u
p
p
e
n
 
voi 

G
r
ö
ß
e
n
 sind proportional u

n
d
 
bilden eine 

Proportion 
a:b =

 c:d, 
w
e
n
n
 sich be 

weisen läßt, d
a
ß
 der Prozeß der W

e
c
h
s
e
l
w
e
g
n
a
h
m
e
,
 obgleich er sich ins Unendlich 

fortsetzt, trotzdem i
m
m
e
r
 in derselben 

Richtung fortschreitet. 
O. 

B
e
c
k
e
r
 
h
a
t
 
gezeigt?!, 

d
a
ß
 
m
a
n
 
m
i
t
 
dieser 

Definition 
der 

P
r
o
p
o
r
t
i
o
n
 
seh 

leicht eine 
R
e
i
h
e
 
v
o
n
 g
r
u
n
d
l
e
g
e
n
d
e
n
 
K
i
g
e
n
s
c
h
a
f
t
e
n
 
ü
b
e
r
 
P
r
o
p
o
r
t
i
o
n
e
n
 
beweiser 

k
a
n
n
,
 d
a
ß
 a
b
e
r
 d
e
r
 für d

e
n
 A
u
f
b
a
u
 d
e
r
 P
r
o
p
o
r
t
i
o
n
e
n
l
e
h
r
e
 zentrale S

a
t
z
 ü
b
e
r
 die 

Vertauschung der Mittelglieder erhebliche Schwierigkeiten 
bereitet. 

M
a
n
 
m
u
ß
t
 

d
a
h
e
r
 —
 
u
n
d
 
so 

berichtet 
a
u
c
h
 Aristoteles —

 diesen 
S
a
t
z
 g
e
t
r
e
n
n
t
 
b
e
w
e
i
s
e
n
 
f
ü
 

Z
a
h
l
e
n
,
 S
t
r
e
c
k
e
n
,
 Z
e
i
t
e
n
 
u
n
d
 a
n
d
e
r
e
 G
r
ö
ß
e
n
.
 

W
i
e
 
m
a
n
 
also sieht, 

ist die 
L
ö
s
u
n
g
 
d
e
s
 
P
r
o
b
l
e
m
s
 d
e
m
 
b
e
s
t
e
h
e
n
d
e
n
 
S
c
h
w
e
b
e
.
 

z
u
s
t
a
n
d
 
e
n
t
s
p
r
e
c
h
e
n
d
 
a
u
s
g
e
f
a
l
l
e
n
:
 
ä
u
ß
e
r
s
t
 
s
c
h
a
r
f
s
i
n
n
i
g
,
 
a
b
e
r
 
d
o
c
h
 
so, 

d
a
ß
 
die 

B
e
e
n
d
i
g
u
n
g
 d
e
r
 
K
r
i
s
e
 n
o
c
h
 v
o
n
 
e
i
n
e
m
 
a
n
d
e
r
e
n
 
tieferliegenden 

A
n
s
a
t
z
p
u
n
k
t
 
uu: 

g
e
f
u
n
d
e
n
 
w
e
r
d
e
n
 
m
u
ß
t
e
.
 
Diese 

L
ö
s
u
n
g
 
w
u
r
d
e
 
w
e
n
i
g
 
später 

d
u
r
c
h
 
d
e
n
 
genialer 

E
u
d
o
x
o
s
 v
o
n
 K
n
i
d
o
s
 gegeben. D

a
r
ü
b
e
r
 wird noch ausführlich zu berichten sein. 

U
n
d
 n
o
c
h
 eine weitere, die dritte T

e
n
d
e
n
z
,
 e
n
t
s
p
r
a
n
g
 ebenfalls d

e
r
 
O
b
e
r
g
a
n
g
s
 

phase der offenen Konfrontation des Alten 
mit d

e
m
 
Neuen, also d

e
m
 
Versuch 

einer 
bestchenden innerwissenschaftlichen 

Krisensituation 
R
e
c
h
n
u
n
g
 zu tragen 

W
ä
h
r
e
n
d
 
die 

A
n
e
i
g
n
u
n
g
 
der aus d

e
m
 
Babylonischen 

überlieferten 
Mathematil 

i
m
 
ersten Drittel 

des 
4. Jahrhunderts 

rasche Fortschritte 
machte, 

vollzog 
sief 

eine 
U
m
g
e
s
t
a
l
t
u
n
g
 
der M

a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
zu 

einem 
neuen 

T
y
p
,
 
der 

nach 
d
e
m
 
Vor 

gange v
o
n
 H
.
 G. Z

e
u
t
h
e
n
™
 als „geometrische Algebra“ bezeiehnet?? wird: In de 

Zielstellung algebraisch, w
u
r
d
e
 die L

ö
s
u
n
g
 der Probleme mit geometrischen Mit 

teln g
e
g
e
b
e
n
.
 

In der Tat: W
e
n
n
 die L

ä
n
g
e
 der Diagonale i

m
 
Einheitsquadrat nicht m

e
ß
b
a
 

ist 
m
i
t
 d
e
r
 
Einheit, 

also kein 
Verhältnis 

hat, 
also k

e
i
n
e
 Z
a
h
l
 
darstellt, 

d
a
n
n
 
is 

d
o
c
h
 diese Strecke ohne weiteres konstruierbar. W

o
 also —

 m
o
d
e
r
n
 ausgedrückt —

 
y
2
 als Zahl nicht existierte, w

a
r
 doch 

wenigstens eine existierende geometrisch. 
Repräsentation 

äquivalent 
herzustellen. 

Mit 
geometrischen 

Mitteln 
w
a
r
 
dahe 

d
e
r
 
A
u
f
b
a
u
 
einer 

strengen 
m
a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
n
 
W
i
s
s
e
n
s
c
h
a
f
t
 
a
u
c
h
 
d
a
n
n
 
m
ö
g
l
i
c
h
 

w
e
n
n
 die E

x
i
s
t
e
n
z
 der Lrrationalen a

u
f
g
e
d
e
c
k
t
 war21: D

i
e
 V
e
r
w
e
n
d
u
n
g
 einer neue: 
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1
8
8
2
 

H
a
n
s
 
W
u
B
i
n
g
 

m
a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
n
 
M
e
t
h
o
d
e
 
m
a
c
h
t
e
 
dic 

E
x
i
s
t
e
n
z
 
einer 

wissenschaftlichen 
M
a
t
h
e
-
 

m
a
t
i
k
 a
u
c
h
 bei w

e
i
t
e
r
b
e
s
t
e
h
e
n
d
e
r
 G
r
u
n
d
l
a
g
e
n
k
r
i
s
i
s
 möglich. 

F
ü
r
 d
e
n
 Z
w
e
c
k
 der hier angestellten 

U
n
t
e
r
s
u
c
h
u
n
g
 
ist es nicht n

o
t
w
e
n
d
i
g
,
 die 

w
e
i
t
g
e
h
e
n
d
e
n
 
K
o
n
s
e
q
u
e
n
z
e
n
 
a
u
s
 dieser 

E
n
t
w
i
c
k
l
u
n
g
 
d
e
r
 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
so 

d
a
r
z
u
-
 

legen, d
a
ß
 der g

e
s
a
m
t
e
 
U
m
f
a
n
g
 d
e
r
 auf dieser G

r
u
n
d
l
a
g
e
 errichteten 

griechisch- 

hellenistischen 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 a
b
g
e
s
t
e
c
k
t
 wird. 

E
s
 
reicht d

u
r
c
h
a
u
s
,
 
d
a
s
 W
e
s
e
n
 d
e
r
 

geometrischen Algebra zu verdeutlichen u
n
d
 einige zentrale P

r
o
b
l
e
m
e
 zu erörtern, 

die z
u
m
 Verständnis der weiteren Entwicklung notwendig sind. 

S
c
h
o
n
 
ein 

B
l
i
c
k
 
a
u
f
 d
a
s
 B
u
c
h
 
2
 
d
e
r
 
„
E
l
e
m
e
n
t
e
“
 
d
e
s
 
E
u
k
l
e
i
d
e
s
 
w
e
i
s
t
 e
n
t
s
c
h
e
i
-
 

d
e
n
d
e
 G
r
u
n
d
e
l
e
m
e
n
t
e
 der geometrischen Algebra auf. E

s
 rührt inhaltlich v

o
n
 d
e
n
 

P
y
t
h
a
g
o
r
e
e
r
n
 her u

n
d
 e
n
t
s
t
a
m
m
t
 d
e
r
 P
e
r
i
o
d
e
 d
e
r
 A
n
e
i
g
n
u
n
g
 d
e
r
 b
a
b
y
l
o
n
i
s
c
h
e
n
 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
u
n
t
e
r
 
d
e
n
 
n
e
u
 
g
e
w
o
n
n
e
n
e
n
 
m
e
t
h
o
d
i
s
c
h
e
n
 
A
s
p
e
k
t
e
n
 
d
e
r
 
K
o
n
f
r
o
n
-
 

tation m
i
t
 d
e
n
 Trrationalen. 

Beispielsweise b
e
d
e
u
t
e
t
 d
e
r
 S
a
t
z
 „
H
a
t
 m
a
n
 z
w
e
i
 S
t
r
e
c
k
e
n
 u
n
d
 teilt die eine v

o
n
 

ihnen in 
beliebig viele Abschnitte, so ist das 

Rechteck aus d
e
n
 beiden Strecken 

d
e
n
 
R
e
c
h
t
e
c
k
e
n
 
a
u
s
 
d
e
r
 
ungeteilten 

S
t
r
e
c
k
e
 
u
n
d
 
allen 

einzelnen 
A
b
s
c
h
n
i
t
t
e
n
 

z
u
s
a
m
m
e
n
 
gleich“25, 

die algebraische 
F
o
r
m
e
l
 
a 3° è, =

 2° ad,. 
Die 

binomische 

F
o
r
m
e
l
 
(a +

 5)? =
 u? +

 2
a
b
 +
 6? 

erscheint in d
e
r
 F
o
r
m
 „Teilt m

a
n
 eine Strecke, 

wie es gerade trifft, so ist das Q
u
a
d
r
a
t
 über der ganzen Strecke d

e
n
 Q
u
a
d
r
a
t
e
n
 

über den Abschnitten u
n
d
 zweimal d

e
m
 R
e
c
h
t
e
c
k
 aus d

e
n
 Abschnitten z

u
s
a
m
m
e
n
 

gleich.“2# 

D
e
r
 Beweis wird mit Hilfe der Figur der A

b
b
i
l
d
u
n
g
 4
 geführt. D

a
s
 Ziel der so 

e
n
t
w
i
c
k
e
l
t
e
n
 
„
g
e
o
m
e
t
r
i
s
c
h
e
n
 
F
o
r
m
e
l
n
“
 
b
e
s
t
e
h
t
 
d
a
r
i
n
,
 
d
i
e
 
H
i
l
f
s
m
i
t
t
e
l
 
b
e
r
e
i
t
z
u
-
 

stellen, 
u
m
 
quadratische 

Gleichungen 
auflösen 

z
u
 
können, 

das 
heißt 

solche 

Gleichungstypen 
auflösen 

zu 
können, die nicht stets ganzzahlig?? oder in ganz- 

zahligen 
Verhältnissen 

auflösbar 
sind. 

Beispielsweise 
ist 

die 
Aufgabe, 

„eine 

g
e
g
e
b
e
n
e
 
S
t
r
e
c
k
e
 
so 

z
u
 
teilen, 

d
a
ß
 
d
a
s
 
R
e
c
h
t
e
c
k
 
a
u
s
 
d
e
r
 
g
a
n
z
e
n
 
S
t
r
e
c
k
e
 

u
n
d
 
d
e
m
 
einen 

Abschnitt 
d
e
m
 
Q
u
a
d
r
a
t
 
über 

d
e
m
 
anderen 

Abschnitt 
gleich 

ist“® 
…— 

d
a
s
 
heißt 

die 
A
u
f
g
a
b
e
,
 
eine 

S
t
r
e
c
k
e
 
a
 
n
a
c
h
 
d
e
m
 
G
o
l
d
e
n
e
n
 
S
c
h
n
i
t
t
 

z
u
 
teilen 

—
,
 
d
e
r
 
A
u
f
l
ö
s
u
n
g
 
d
e
r
 
q
u
a
d
r
a
t
i
s
c
h
e
n
 
G
l
e
i
c
h
u
n
g
 
2
?
=
 ala —

 x), 
d
a
s
 

heißt 
2? +

 a
x
 =
 a® 

äquivalent. 

D
a
s
 K
e
r
n
s
t
ü
c
k
 der 

B
e
h
a
n
d
l
u
n
g
 q
u
a
d
r
a
t
i
s
c
h
e
r
 G
l
e
i
c
h
u
n
g
e
n
 
n
a
c
h
 
d
e
r
 
M
e
t
h
o
d
e
 

der 
geometrischen 

Algebra 
ist 

das 
Verfahren 

der 
Flächenanlegung 

(griechisch 

parabolé). Mit i
h
m
 w
e
r
d
e
n
 die aus d

e
m
 Babylonischen ü

b
e
r
n
o
m
m
e
n
e
n
 T
y
p
e
n
 v
o
n
 

Gleichungen direkt sozusagen ins Geometrische „übersetzt“; die enge A
n
l
e
h
n
u
n
g
 

der 
griechischen 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
a
n
 
die 

babylonische 
Vorlage 

ist 
genauestens 

er- 

wiesen®, 
„
E
s
 
ist 

also 
ein 

vollgültiger Beweis 
für die Beziehungen zwischen der 

b
a
b
y
l
o
n
i
s
c
h
e
n
 u
n
d
 d
e
r
 g
r
i
e
c
h
i
s
c
h
e
n
 M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
,
 d
a
ß
 w
i
r
 s
ä
m
t
l
i
c
h
e
 P
r
o
b
l
e
m
e
 ...“ 

(der 
A
u
f
l
ö
s
u
n
g
 
v
o
n
 
G
l
e
i
c
h
u
n
g
e
n
 
m
i
t
 
einer 

o
d
e
r
 
m
i
t
 
z
w
e
i
 
Variablen) 

„in 
geo- 

metrischer F
o
r
m
u
l
i
e
r
u
n
g
 bei d

e
n
 G
r
i
e
c
h
e
n
 w
i
e
d
e
r
f
i
n
d
e
n
 ... 

U
n
d
 a
u
c
h
 die L

ö
s
u
n
-
 

g
e
n
 dieser P

r
o
b
l
e
m
e
 sind nicht e

t
w
a
 g
e
o
m
e
t
r
i
s
c
h
 gedacht, s

o
n
d
e
r
n
 sie sind w

ö
r
t
-
 

liche 
Ü
b
e
r
s
e
t
z
u
n
g
e
n
 
d
e
r
 
algebraischen 

L
ö
s
u
n
g
e
n
,
 
wie 

die 
Keilschrifttexte 

sie 

geben, ins G
e
o
m
e
t
r
i
s
c
h
e
“
,
 

E
s
 w
i
r
d
 g
e
n
ü
g
e
n
,
 w
e
n
n
 hier d

a
s
 W
e
s
e
n
 der F

l
ä
c
h
e
n
á
n
l
e
g
u
n
g
 a
n
 e
i
n
e
m
 Beispiel 
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d
e
m
o
n
s
t
r
i
e
r
t
 
wird. 

K
i
n
e
 
s
y
s
t
e
m
a
t
i
s
c
h
e
 
B
e
h
a
n
d
l
u
n
g
 
u
n
d
 
Z
u
s
a
m
m
e
n
f
a
s
s
u
n
g
 
di 

K
l
ä
c
h
e
n
a
n
l
o
g
u
n
g
 
erfolgte 

schließlich 
in 

d
e
n
 
B
ü
c
h
e
r
n
 
2
 
u
n
d
 
6 
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„
K
l
e
m
e
n
t
 

d
u
r
c
h
 
Bukleides, d

e
r
 sich d

a
b
e
i
 e
n
g
 a
n
 die in der athenisehen 

Periode geschaffen 

V
o
r
l
a
g
e
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e
h
a
l
t
e
n
 
hat. 

I
m
 
B
a
b
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l
o
n
i
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c
h
e
n
 
w
u
r
d
e
n
 
G
l
e
i
c
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u
n
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e
n
 
in 
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Variablen 
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w
a
n
n
 
wir 

u
 

m
o
d
e
r
n
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r
 
F
o
r
m
u
l
i
e
r
u
n
g
 
u
n
d
 T
e
r
m
i
n
o
l
o
g
i
e
 
b
e
d
i
e
n
e
n
 
—
 
n
a
c
h
 d
e
n
 f
o
l
g
e
n
d
e
n
 s
u
c
 

T
y
p
e
n
 

(1) 
ax =

 b 
(2) 

=
 a
 

(3) 
x
 +
a
x
=
D
 

(4) 
2? —

a
x
r
=
b
 

(5) 
B
a
a
 

(6) 
c
x
 +
 
1) =

 4
 

behandelt. D
e
r
 T
y
p
 (1) bedeutet also die Auflösung einer linearen Gleichung ur 

wird behandelt mit d
e
m
 einfachsten Fall der Flächenanlegung, der (parabolische 

F
l
ä
c
h
e
n
a
n
l
e
g
u
n
g
.
 
M
a
n
 h
a
t
 a
n
 eine g

e
g
e
b
e
n
e
 S
t
r
e
c
k
e
 c in 

F
o
r
m
 eines 

R
e
c
h
t
e
c
k
 

eine 
F
l
ä
c
h
e
 
a
n
z
u
t
r
a
g
e
n
,
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flächengleich 
ist 

m
i
t
 e
i
n
e
m
 
v
o
r
g
e
g
e
b
e
n
e
n
 
R
e
c
h
t
e
 

der Fläche a
 - b. Die Konstruktion 

(vgl. Abb. 5) 
geschieht 

mit Hilfe des Satz 
über die E

r
g
ä
n
z
u
n
g
 des Parallelogramms. W

e
n
n
 m
a
n
 d
a
n
a
c
h
 das 

Rechteck 6. 
k
o
n
s
t
r
u
i
e
r
t
,
 
ü
b
e
r
 

è d
a
s
 
R
e
c
h
t
e
c
k
 a
 . 6 a

u
f
t
r
ä
g
t
,
 d
a
n
n
 s
c
h
n
e
i
d
e
t
 d
i
e
 D
i
a
g
o
n
a
l
e
 d
 

Rechteckes b
-
c
 die 

Verlängerung v
o
n
 A
B
 in C. Die 

E
r
g
ä
n
z
u
n
g
 z
u
m
 
R
e
c
h
t
e
 

liefert d
a
s
 R
e
c
h
t
e
c
k
 F
E
G
H
,
 
d
e
s
s
e
n
 F
l
ä
c
h
e
 c : x

 m
i
t
 a
 - b flächengleich ist. 

D
e
r
 n
ä
c
h
s
t
e
 Schritt 

b
e
s
t
e
h
t
 

in d
e
r
 K
o
n
s
t
r
u
k
t
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o
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ö
s
u
n
g
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l
e
i
c
h
u
n
g
e
n
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 d
a
s
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e
i
ß
t
 d
e
r
 B
e
h
a
n
d
l
u
n
g
 d
e
r
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y
p
e
n
 (2), (3), (4). D

a
z
u
 w
e
 

d
e
n
 Flächenanlegungen benötigt, 

bei denen die zu konstruierende Fläche ein 
F
l
ä
c
h
e
n
i
n
h
a
l
t
 besitzt, 

die u
m
 eine g

e
g
e
b
e
n
e
 F
l
ä
c
h
e
 kleiner (Defekt) o

d
e
r
 g
r
ö
ß
 

(
E
x
z
e
B
)
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o
r
g
e
g
e
b
e
n
e
 F
l
ä
c
h
e
 ist®!. A

u
s
 d
e
n
 W
o
r
t
e
n
 élleipais u

n
d
 hyperb: 

für 
D
e
f
e
k
t
 
(
M
a
n
g
e
l
)
 
u
n
d
 
E
x
z
e
B
 
(
Ü
b
e
r
s
c
h
u
ß
)
,
 
w
e
l
c
h
e
 
d
a
s
 
e
n
t
s
p
r
e
c
h
e
n
d
e
 
Ve 

fahren der Flächenanlegung (perabolé) bezeichnen, gingen übrigens bei Apolloni 
v
o
n
 Perge (

2
6
2
?
—
 190%) die Bezeichnungen für die entsprechenden Kegelschnit 

Parabel, Ellipse u
n
d
 H
y
p
e
r
b
e
l
 hervor. 

Dieser 
Einblick 

in 
das 

W
e
s
e
n
 
der 

Flichenanlegung 
wird 

genügen, 
u
m
 

« 
M
e
t
h
o
d
e
 der geometrischen Algebra als einen erfolgreichen K

o
m
p
r
o
m
i
B
 i
m
 
U: 

g
a
n
g
 mit d

e
m
 aufgeworfenen P

r
o
b
l
e
m
 des Trrationalen zu charukterisieren. 

D
i
e
 
B
e
w
ä
l
t
i
g
u
n
g
 
d
e
r
 
G
r
u
n
d
l
a
g
e
n
k
r
i
s
e
 
der 

griechischen 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
w
a
r
 
al 

mit der M
e
t
h
o
d
e
 der geometrischen Algebra nicht vollbracht. 

E
i
n
e
 
vierte T

e
n
d
e
n
z
 
i
n
n
e
r
h
a
l
b
 
d
e
r
 
a
t
h
e
n
i
s
c
h
e
n
 
Periode 

w
a
r
 d
a
r
a
u
f
 gericht 

das Irrationale 
zu 

bewältigen, 
das 

heißt, 
logisch-sachlich 

das Irrationale duı 
geeignete 

begriffliche B
e
w
ä
l
t
i
g
u
n
g
 
a
n
 d
e
n
 ü
b
e
r
n
o
m
m
e
n
e
n
 Zablbegiff u

n
d
 a
n
 € 

d
e
s
 
(ganzzahligen) 

Verhältnisses 
anzuschließen. 

D
e
r
 W
e
g
 
d
a
h
i
n
 
verdient 

e. 
eigene, g

e
s
o
n
d
e
r
t
e
 B
e
t
r
a
c
h
t
u
n
g
.



1884 Hans Wußing 

6. Klassifizierung der quadratischen Irrationalitäten 

Der Umschwung auf dem Wege zur Bewältigung des [rrationalen zeichnet sich 

bereits in der vielzitierten und unterschiedlich interpretierten®® berühmten 

mathematischen Stelle des Platonischen Dialoges Theaitetos ab (Plat. ‘Pheait. 

147c— 148d), Der Dialog ist dem Andenken des höchstwahrscheinlich im Jahre 368 

auf dem Schlachtfeld umgekommen, glänzend begabten Mathematikers Theai- 

tetos gewidmet. Platon läßt den Mathematiker Theodoros von Kyrene (470? bis 

329), der aller Wahrscheinlichkeit nach der Pythagoreischen Schule angehört 

und Platon selbst in Mathematik unterwiesen haben dürfte, als Greis auftreten 

und mathematische Demonstrationen geben, die das höchste Interesse zweier 

athenischer Jünglinge, Sokrates und Theaitetos, finden. Theaitetos berichtet 

rückblickend darüber, um dann vorzutragen, was er selbst durch Nachdenken 
aus diesem Problem gemacht hat. 
Zunächst läßt also Platon Theaitetos über die Demonstrationen von Theodoros 

berichten: „Theodoros hier zeichnete uns etwas aus der Lehre von den Quadraten 

und bewies für die Quadrate von drei und fünf Fuß Inhalt, daB die der Seiten- 

länge nach dem Quadrate von einem Fuß Inhalt nicht kommensurabel seien, und 

so zog er jedes einzelne heran bis zum siebzehnfüßigen Quadrat. Bei diesem hielt 
er zufällig inne“33, 

Trotz aller Unterschiede?! in den Lesarten dieser Stelle ist jedoch so viel klar: 

Theodoros demonstrierte, daB die Seitenlängen der Quadrate mit den Flächen- 

inhalten 3,5,..., 17 nicht (linear) kommensurabel sind mit denen des Einheits- 

quadrates. In moderner Formulierung läuft dies darauf hinaus, daß f3, V5, ..., 

vir irrationale Zahlen sind. 

In dem hier beabsichtigten Zusammenhang ist jedoch die nicht mehr eindeutig 

rekonstruierbare Antwort auf die Frage, wie Theodoros jene Strecken konstruiert 

hat, relativ unwesentlich. Man kann entweder annchmen, daß Theodoros Reelit- 

ecke mit den Flächeninhalten 1.3, 1-5, … 1 - 17 in flächengleiche Quadrate 

verwandelt oder aber nacheinander den Satz von Pythagoras angewendet hat, 
gemäß einer geistreichen Konstruktion (Abb. 6) von H.J. Anderhub#®, die auch 

anschaulich erklärt, warum Theodoros bei Y17 endete. Bezüglich der Beweis- 
führung durch Theodoros ist mit groBer Wahrscheinlichkeit ein Verfahren anzu- 
nehmen, das auf dem Prinzip der Wechselwegnahme beruht; auch hier gibt es 

zwingende mathematische Griinde®*, warum das Verfahren bei ¥17 aufhörte. 
Wesentlicher für den hier untersuchten Zusammenhang ist indes die Fort- 

setzung der obigen mathematischen Stelle aus Platons Dialog ,,Theaitetos"; hier 

läßt Platon Theaitetos berichten, wie durch Klassifizierung der gegenseitig inkom- 
mensurablen Größen eine Klassifizierung der quadratischen Irrationalitäten ein- 
geleitet und damit die eine historische Wurzel der Überwindung der Grundlagen- 

krise der antiken Mathematik ausgebildet wird. 

Nachdem also Theaitetos rückblickend über die Demonstrationen von Theo- 

Zur Erundlagenkrisin der griochischen Mathematik 188 

doros berichtet hatte, führt Theaitetos fort: „Nun fiel es uns” (ihm und eine: 
anderen athenischen Jüngling) „bei, da ja die Quadrate in ihrer Menge unendlic 
schienen, zu versuchen, sic in einem gemeinsamen Begriffe zusammenzufasse 
um mit ihm alle diese Quadrate bezeichnen zu können ... Alle Zahlen schiede 
wir in zwei Klassen: in solehe, dio dem Produkt aus gleichen Zahlen ontapreobe 
sic verglichen wie nach ihrer Gestalt mit dem Quadrat und nannten sie quadratisc 
und gleiehseitig … Die Zuhlen dazwischen aber, zu denen die Drei und die Für 
und jede gehört, die dem Produkt aus gleichen Zahlen nicht entsprechen kan 
sondern dem Vielfachen einer größeren Zahl und einer kleineren oder einer kle 
neren und einer größeren, so duß in ihrer Darstellung immer eine größere un 
eine kleinere Seite sie umschließt, verglichen wir der länglichen Gestalt des Rech 
ecks und nannten sie oblonge Zahlen ... Alle Linien, die ein nach Seiten un 
Flächen kommensurables Quadrat bilden, bestimmten wir als Längen; die abe 
ein ungleichseitiges Vieleck bilden, als sofche Quadrate, die an Länge mit jene 
nicht kommensurabel sind, jedoch der Flache nach, deren Quadrat sie bilder 
Und mit den Kubikzahlen ist es auch ähnlich “27. 
Damit ist eine prinzipielle, über die Angabe spezieller Fälle durch ‘Theodore 

hinausgehende Winteilung getroffen, die zwei ganze Klassen von [rrationalitäte 
erfaßt: Diejenigen Strecken, die ein Quadrat erzeugen, dessen Flächeninhalt zwa 
eine ganze Zahl, jedoch keine Quadratzahl ist, haben kein gemeinsames Ma 
mit der Längeneinheit; sie sind inkommensurabel mit 1. Und: Diejenigen Strecker 
die einen Würfel erzeugen, dessen Rauminhalt zwar eine ganze Zahl, jedoch kein 
Kubikzahl ist, sind inkommensurabel mit der Längeneinheit. 
Dieser Teil des Dialoges ist zugleich ein Programm zum umfassenden Studiur 

der Irrationalitäten. Es findet sich durchgeführt im Buch 10 der „llemente 
des Eukleides (365?—300?). Demnach erfolgte die Niederschrift der uns über 
lieferten Form cer Theorie der Irrationalitäten bereits am Beginn der hellenist. 
sehen Periode; es steht jedoch kaum außer Zweifel, daß die Vorlage zum Buch It 
dem Inhalte nach, wesentlich auf Thoaitetos zurückgeht®®, 

En ist für den hier verfolgten Zwock nicht notwendig, das Buch 10 in alle 
Binzelheiten zu analysieren. Doch sind einige Bemerkungen notwendig, um desse 
Charakter zu verdeutlichen. 
Das Buch 10 beginnt mit den Definitionen der Kommensurabilität, der lineare 

und quadratischen: „Kommensurabel heißen Größen, die von demselben Ma 
gemessen werden, und inkommensurabel solche, für die es kein gemeinsames Ma 
gibt.“ „Strecken sind quadriert kommensurabel, wenn die Quadrate über ihne 
von derselben Fläche gemessen werden, und quadriert inkommensurabel, wen 
es zu den Quadraten über ihnen keine Fläche gibt, die gemeinsames Maß würde.“ 

Unter Anknüpfung an entsprechende Definitionen in Buch 5 der „Elemente 
wird dann, im Lehrsatz 2, mit Hilfe des Begriffes der Wechselwegnahme ein hir 
reichendes Kriterium für Inkommensurabilität abgeleitet: „Mißt, wenn man unte 
zwei ungleichen Größen abwechselnd immer die kleinere von der gröBeren wegnimmi 
der Rest niemals genau die vorhergehende Größe, so müssen die Größen inkom: 
mensurabel sein.‘ Der Beweis dieses Satzes erfolgt indirekt.
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b
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 m
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b
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d
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e
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c
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mittlerer 
P
r
o
p
o
r
t
i
o
n
a
l
e
n
 
(Würfel- 

v
e
r
d
o
p
p
l
u
n
g
!
)
 a
n
g
e
g
e
b
e
n
 hat?”. 

Die 
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n
 
E
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d
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geschaffene 

Größenlehre 
unter 

Einbeziehung 
u
n
d
 
Berück- 

sichtigung des Irrationalen ist als B
u
c
h
 5 in die „Blemente“ eingegangen; E

u
d
o
x
o
s
 

s
t
a
n
d
 
d
a
b
e
i
 
v
o
r
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o
p
p
e
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t
e
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A
u
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b
e
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P
y
t
h
a
g
o
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e
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h
e
 

Proportionenlehre 
(Buch 

7) 
bestehen 

zu 
lassen, 

andererseits 
aber 

der 
zutage 

getretenen 
Existenz gegenseitig inkommensurabler Strecken gerecht zu 

werden. 

Ein Vergleich zwischen d
e
m
 (älteren) 

B
u
c
h
 7 

u
n
d
 B
u
c
h
 6 der „Elemente” zeigt 

d
e
n
 erzielten Fortschritt; er wird schon deutlich bei der Definition der Proportion. 

B
u
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f
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h
l
e
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e
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r
o
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M
e
n
g
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w
i
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o
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 d
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b
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b
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1890 ° Hans WuBing 

Insgesamt bietet sich dem historischen Betrachter die unter einem doppelten 

Aspekt zu verstehende Überwindung der Grundlagenkrisis der griechischen 

Mathematik als eine bedeutende geistige Leistung dar; sie legte Fundamente für 
einen neuen, großartigen Aufschwung der Mathematik während der hellenistischen 

Periode: Dem Anschluß an den in der davorliegenden Periode bereits entwickelten 

streng logischen Charakter der Mathematik mittels der Mudoxischen Größenlchre 

sowie der Entfaltung der in der Methode der geometrischen Algebra liegenden 

weitreichenden Möglichkeiten — freilich eingeschränkt in Spielraum und An- 

wendungsbereich auf Grund der den Platonischen Auffassungen anzulastenden 
Entfremdung zwischen Theorie und Praxis — verdankt die Mathematik in der 
hellenistischen Periode ihre noch heute beeindruckende Leistungsstärke. 

Wir stehen am Ende des Berichtes. Er soll ausklingen in den Versuch einer 
Besinnung auf das Faktologische. 

Die mit der Entdeckung des Irrationalen ausgelöste Krisis der griechischen 

Mathematik wurde aufgehoben im mehrfachen, dialektischen Sinne dieses Wortes. 
Sie wurde insofern beseitigt, als der Anschluß an den in der Frühzeit gewonnenen 
systematischen Aufbau dieser Wissenschaft logisch einwandfrei mit Hilfe der 
Eudoxischen Größenlehre und der Methode der geometrischen Algebra gefunden 
werden konnte. Diese Überwindung der Krise war jedoch insofern logisch zu 
schwach, als das tiefer liegende Problem des mathematischen Unendlich zwar 
angerührt worden war, aber gerade wegen des Kompromißcharakters der geo- 
metrischen Algebra nicht ausdiskutiert zu werden brauchte; in diesem Sinne 

wurde die Krise aufgehoben und bewahrt. 
Geschichtsschreibung, die nach dem Prinzip „was wäre geschehen, wenn“ 

angesetzt wird, ist und bleibt verdächtig. Und doch: Vom Standpunkt einer 
Untersuchung, was problemgeschichtlich uus der Grundlagenkrisis hervorgegan- 
gen sein könnte, wenn sich nicht die geometrischo Algobra als wirksamer Boholf 
vor eine Herausbildung des Begriffes der Irrationalzahl und die Bewältigung des 
mathematischen Unendlich geschoben hätte, wäre tatsächlich diese Form der 
Aufhebung der Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik ein Irrweg, ein 
folgenschwerer Rückschritt gewesen. Aber die Geschichte einer wissenschaft- 
lichen Disziplin ist ihrerseits eben nicht linear-logisch zu messen; geometrische 
Algebra und Eudoxische Größenlehre repräsentieren den dialektischen Gang der 
Entwicklung. 

Auf Grund einer Reihe direkter und indirekter Indizien, die die Grundlagen- 
krisis der griechischen Mathematik chronologisch, geographisch-politisch und 
sachlich-methodisch in die Krisenzeit der griechischen Polis einbetten, drängt 
sich dem Berichterstatter eine Parallele auf; allerdings wird sie nicht individuell- 
kausal, sondern nur gesellschaftlich-strukturell zu verstehen sein: Wie die Er- 
schöpfung der historischen Möglichkeiten der griechischen Polis nicht zum Unter- 
gang der Antike schlechthin, sondern vielmehr zur Herausbildung eines spezifi- 
schen 'Fyps des antiken GroBreiches führte, der sich seinerseits nur als historisch 
ausschöpfbar, nicht aber als strukturell höher entwickelbar herausstellte und 

Zur Grundlagenkrisis der griechischen Mathematik 1891 

dessen Überwindung nur durch Übergang zu oiner prinzipiell höheren Gesell- 

schaftsordnung möglich werden sollte, so führte die Aufdeckung tiefgreifender 

logischer Schwierigkeiten im System der Mathematik der ionischen Periode nicht 

zur Aufhebung der Mathematik als Wissenschaft, sondern im Gegenteil zur Heraus- 

bildung einer weitreichenden neuen Methode, die den Zugang in ein weites frucht- 

bares Feld mathematischer Forschung erschloß, zugleich aber die weitere Ent- 

wicklung im wesentlichen auf einen einzigen Typ der Mathematik einengte. Der 

Potenz nach war durum — trotz aller glanzvollen tiatfaltung — der Höhepunkt 

der antiken Mathematik während der hellenistischen Periode bereits überschritten; 

ein Neubeginn mußte daher — und zwar anfangs sogar auf niederem Niveau — 

mit der Überwindung des durch die geometrische Algebra geprägten Typs der 

Mathematik gesetzt werden. Die Vollstreckung dieses historischen Auftrages sollte 

jedoch erst den Mathematikern der Periode des Feudalismus zufallen. 

Anmerkungen 

1 O. Neugebauer, Zur geometrischen Algebra (Studien zur Geschichte der antiken Al- 

gebra 3), in: Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und 

Physik, Bd. 3, Berlin 1930, 258. 

2 Aus der allgemeinen Gepflogenheit, die Zahlen mit Eigenschaften wie Haß, Liebe, 

männlich, weiblich und ähnlichem auszustatten, sind auch dio Begriffsbildungen „voll- 

kommeue Zahlen“ und „befreundete Zahlen“ hervorgegangen. Fine Zahl, wie z. B. 6, 

heißt vollkommen, wenn sie gleich der Summe ihrer echten Teiler ist: 1 + 2 + 3 = 6. 

Zwei Zahlen heißen befreundet, wenn jodo gleich der Summe der echten Feiler dor 

anderen ist; 2. B. sind 220 und 284 befreundet. 

Zu den sogenannten Neupythagorcern, etwa zwischen 100 v. u, Z. und 200 1. 2. besteht, =
 

keine zusammenhängende Bntwicklungslinme. 

4 Dor Pythagoreer Philolaon (gestorben um 390 vou, 2.) drückt dies unter anderem in 

diesen Worten uns (Mr. LI Diels-Kranz): „Denn dio Natur der Zuhl int konntnisspendond, 

führend und lehrend für jeglichen in jeglichem Dinge, das ihm zweifelhaft oder unbe- 

kannt ist.“ Und an anderer Stelle: „Und in der Tat hat ja alles, was man erkennen kann, 

eine Zahl. Denn ohne sie läßt sich nichts erfahren oder erkennen.“ (Fr. 4 Diels-Kranz). 

5 Eukl. Stoich. 7 or. 6-7. Eukleides von Alexandria, Die Elemente, Teil 3 (Buch 7—9), 

nach Heibergs Text übersetzt. u. hrsg. von Cl. Thaer, Leipzig 1935, 1. 

6 Zumindest aus hellenistischer Zeit ist die Kenntnis der altàgyptischen Bruchrechnung 

verbürgt. Archimedes z. B. rechnete mit gemischten Brüchen. Für aufwendiges nu- 

ınerisches Rechnen, z. B. in der Astronomie, wurde in hellenistischer Zeit das baby- 

lonische Sexagesimal-System verwendet. So verfuhr z. B. Ptolemaios. Vgl. dazu auch 

K. Vogel, Beiträge zur griechischen Logistik, München 1936. 

7 Auf die Wechselbeziehungen zwischen der Herausbildung des Pythagoreeischen Zahl- 

begriffes mit der Entwicklung der Musiklehre und Astronomie kann hier indes — so 

interessant es an sich auch wäre — nicht eingegangen werden, vgl. dazu u.a. B.L. 

van der Waerden, Harmonielehre der Pythagoreer, Amsterdam 1951. 

Der exakte Nachweis der Nichtkommensurabilität zweier Strecken setzt eine bedeutende 

Höhe abstrakten mathematischen Denkens voraus. Daher wurde — während der zwan- 

ziger und dreißiger Jahre — der Einwand vorgebracht (z. B. E. Frank, Platon und die 
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e
m
a
t
i
k
,
 
P
h
y
s
i
k
 
u
n
d
 T
e
c
h
n
i
k
 6, 

B
e
r
l
i
n
 
1
9
5
8
,
 
3
2
1
.
 

F
ü
r
 
Einzelheiten 

sei 
z. B. 

auf 
S. Heller, 

e
b
e
n
d
a
;
 
K
.
 v. Fritz, D

i
e
 
E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 
der 

In- 

k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
i
l
i
t
ä
t
 
d
u
r
c
h
 
H
i
p
p
a
s
o
s
 
v
o
n
 
M
e
t
a
p
o
n
t
,
 
d
e
u
t
s
c
h
e
 
U
b
e
r
s
e
t
z
u
n
g
 
a
u
s
 
e
n
g
-
 

lischer S
p
r
a
c
h
e
 
1954, verwiesen. 

D
e
r
 B
e
w
e
i
s
 w
a
r
 Aristoteles b

e
k
a
n
n
t
,
 also b

e
k
a
n
n
t
 v
o
r
 der Niederschrift d

e
r
 „
E
l
e
m
e
n
t
e
“
,
 

Indirekte 
Zeugnisse 

könnten 
sogar 

darauf 
hindeuten, 

d
a
ß
 
Aristoteles 

diesen 
Beweis 

selbst g
e
f
u
n
d
e
n
 hat. 

K
.
 v. Fritz, 

Die 
E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 der Inkommensurabilität durch 

Hippasos von Metapont, 

2036. 
Zitiert n

a
c
h
 S. Heller, 

D
i
e
 E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 d
e
r
 stetigen T

e
i
l
u
n
g
 d
u
r
c
h
 die P

y
t
h
a
g
o
r
e
e
r
,
 320f. 

D
i
e
 
erstaunlich 

f
r
ü
h
e
 
K
e
n
n
t
n
i
s
 
d
e
s
 
D
o
d
e
k
a
e
d
e
r
s
 
ist 

verbürgt. 
M
ö
g
l
i
c
h
e
r
w
e
i
s
e
 
h
ä
n
g
t
 

dies 
d
a
m
i
t
 z
u
s
a
m
m
e
n
,
 
d
a
ß
 
in 

Italien 
das 

Dodekacder natürlich 
in 

F
o
r
m
 
von 

Pyrit- 

kristallen auftritt. 

K
.
 v. Fritz, D

i
e
 E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 d
e
r
 I
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
i
l
i
t
ä
t
 d
u
r
c
h
 H
i
p
p
a
s
o
s
 v
o
n
 M
e
t
a
p
o
n
t
.
 

E
b
e
n
d
a
 298. W

e
i
t
e
r
 u
n
t
e
n
 fährt K

.
 v. Fritz (

e
b
e
n
d
a
 299f.) fort: 

„Vielleicht ist also die 

B
e
h
a
u
p
t
u
n
g
 gerechtfertigt, 

d
a
ß
 
die 

bisherige 
U
n
t
e
r
s
u
c
h
u
n
g
 
b
e
w
i
e
s
e
n
 
hat, 

w
a
s
 
in d

e
r
 

E
i
n
l
e
i
t
u
n
g
 z
u
 d
i
e
s
e
m
 A
u
f
s
a
t
z
 v
e
r
s
p
r
o
c
h
e
n
 w
u
r
d
e
,
 n
ä
m
l
i
c
h
 d
a
ß
 d
i
e
 I
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
i
l
i
t
a
t
 

u
m
 
die 

M
i
t
t
e
 d
e
s
 
5. J

h
.
 
v
.
C
h
r
.
 
e
n
t
d
e
c
k
t
 
w
o
r
d
e
n
 
sein 

k
a
n
n
,
 
d
a
ß
 
die 

E
n
t
w
i
c
k
l
u
n
g
 
d
e
r
 

p
y
t
h
a
g
o
r
e
i
s
c
h
e
n
 
L
e
h
r
e
 
v
o
n
 
d
e
n
 
Z
a
h
l
e
n
 
uls 

d
e
n
 
W
e
s
e
n
 
aller 

D
i
n
g
e
 
g
a
n
z
 
natürlich 

z
u
 

dieser 
E
n
t
d
e
e
k
u
n
g
 führte, 

d
a
ß
 
die 

antike 
Überlieferung 

deutliche 
Hinweise 

darüber 

enthält, auf w
e
l
c
h
e
m
 W
e
g
 die E

n
t
d
e
c
k
u
n
g
 tatsächlich g

e
m
a
c
h
t
 w
u
r
d
e
,
 u
n
d
 nicht zuletzt, 

d
a
ß
 
die griechische M

a
t
h
e
m
a
t
i
k
 in jener f

r
ü
h
e
n
 P
e
r
i
o
d
e
 vielleicht sehr elementar, a

b
e
r
 

g
e
w
i
ß
 nicht trivia) 

war.“ 

8. Heller, D
i
e
 E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 d
e
r
 stetigen T

e
i
l
u
n
g
 d
u
r
c
h
 die P

y
t
h
a
g
o
r
e
e
r
.
 

3. E
.
 H
o
f
m
a
n
n
,
 
G
e
s
c
h
i
c
h
t
e
 
d
e
r
 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
,
 
Teil 1, 

Berlin 
1
9
6
%
,
 
33; 

H
.
 W
u
b
i
n
g
,
 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 in d

e
r
 Antike, Leipzig 19652, 98. 

A
u
f
 
die 

sehr 
verwickelten 

E
n
t
w
i
c
k
h
i
n
g
s
z
i
i
g
e
 
i
m
 
T
e
r
m
i
n
o
l
o
g
i
s
c
h
e
n
 
k
a
n
n
 
u
n
d
 
b
r
a
u
c
h
t
 

hier nicht eingegangen zu werden, Vgl. dazu K. v. Fritz, Die E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 der I

n
k
o
m
m
e
n
-
 

surabilitàt d
u
r
c
h
 H
i
p
p
a
s
o
s
 v
o
n
 M
e
t
a
p
o
n
t
,
 2
8
3
—
2
8
5
 u. 3

0
1
~
3
0
3
;
 A. S

z
a
b
ò
,
 A
n
f
ä
n
g
e
 d
e
r
 

griechischen M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
,
 
M
ü
n
c
h
e
n
 —
W
i
e
n
 
1969. 

O
.
 
B
e
c
k
e
r
,
 E
u
d
o
x
o
s
-
S
t
u
d
i
e
n
 
1, 

in: Q
u
e
l
l
e
n
 
u
n
d
 S
t
u
d
i
e
n
 d
e
r
 G
e
s
c
h
i
c
h
t
e
 d
e
r
 M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
,
 

B
d
.
 2, Berlin 

1933, 3
1
1
—
3
3
3
.
 

H
.
 G
.
 Z
e
u
t
h
e
n
,
 D
i
e
 L
e
h
r
e
 v
o
n
 d
e
n
 
K
e
g
e
l
s
c
h
n
i
t
t
e
n
 i
m
 A
l
t
e
r
t
u
m
,
 
N
a
c
h
d
r
u
c
k
 H
i
l
d
e
s
h
e
i
m
 

1965, 

D
a
m
i
t
 
hat Z

e
u
t
h
e
n
 
bereits i

m
 J
a
h
r
e
 
1
8
8
6
 einen a

u
ß
e
r
o
r
d
e
n
t
l
i
c
h
e
n
 b
e
d
e
u
t
s
a
m
e
n
 Schritt 

z
u
m
 
V
e
r
s
t
ä
n
d
n
i
s
 
des 

W
e
s
e
n
s
 
der 

griechisch-helleuistischen 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 
getan. 

E
r
 

schrieb 
d
a
m
a
l
s
 
(
e
b
e
n
d
a
 
7) 

„
D
i
e
s
e
 
E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
“
 
(die 

E
n
t
d
e
c
k
u
n
g
 
irrationaler G

r
ö
ß
e
n
)
 

2
9
 

3
0
 

31 

3
2
 

3
6
 

3
7
 

3
8
 

3
9
 

4
0
 

Z
u
r
 G
r
u
n
d
i
a
g
e
n
k
r
s
i
 d
e
r
 g
r
i
e
c
h
i
s
c
h
e
n
 
M
u
t
h
e
m
n
a
t
u
k
 

s
o
u
 

„
w
e
l
c
h
e
 
d
i
e
 
B
e
n
u
t
z
u
n
g
 
d
e
r
 
a
r
i
t
h
i
n
e
t
i
s
c
h
e
n
 
H
ü
l
f
s
i
n
i
t
t
e
l
 
h
e
m
u
n
t
e
,
 
m
u
ß
t
e
 
e
b
e
n
 
d
a
d
u
r
c
h
 

b
e
s
o
n
d
e
r
s
 
günstig 

für 
die 

E
n
t
w
i
c
k
l
u
n
g
 
jenes 

g
e
o
m
e
t
r
i
s
c
h
e
n
 
Hülfsmittels 

w
e
r
d
e
n
.
 
In 

d
i
e
s
e
r
 
W
e
i
s
e
 
e
n
t
w
i
c
k
e
l
t
e
 
s
i
c
h
 
e
i
n
e
 
g
e
o
m
e
t
r
i
s
c
h
e
 
A
l
g
e
b
r
a
,
 
w
i
e
 
m
a
n
 
sie 

n
e
n
n
e
n
 

k
a
n
n
,
 
d
a
 
d
i
e
s
e
l
b
e
 
als 

A
l
g
e
b
r
a
 
teils 

a
l
l
g
e
m
e
i
n
e
 
G
r
ö
ß
e
n
,
 
i
r
r
a
t
i
o
n
a
l
e
 s
o
w
o
h
l
 
w
i
e
 
r
a
t
i
o
n
a
l
e
,
 

b
e
h
a
n
d
e
l
t
,
 
teils a

n
d
e
r
e
 
Mittel 

als die 
g
e
o
m
e
t
r
i
s
c
h
e
 S
p
r
a
c
h
e
 
benutzt, 

u
m
 
ihr 

V
o
r
f
a
h
r
e
n
 

a
n
s
c
h
a
u
l
i
c
h
 z
u
 
m
a
c
h
e
n
 
u
n
d
 
d
e
m
 
G
e
d
i
e
h
t
n
i
s
s
e
 c
i
n
z
u
p
r
à
g
e
n
.
*
 

B. 
L. 

v
a
n
 
d
e
r
 
W
a
e
r
d
e
n
 
stellte 

1
9
4
7
 
fest: 

„
D
e
r
 
G
r
u
n
d
,
 
w
a
r
u
m
 
d
i
e
 
G
r
i
e
c
h
e
n
 
d
i
e
 
alge- 

b
r
a
i
s
ch

e
n 
P
r
o
b
l
e
m
e
 u
n
d
 L
ö
s
u
n
g
e
n
 d
e
r
 
B
a
b
y
l
o
n
i
e
r
 ins G

e
o
m
e
t
r
i
s
c
h
e
 übersetzen m

u
ß
t
e
n
,
 

liegt in 
d
e
r
 
E
r
k
e
n
n
t
n
i
s
 
des 

Irrationalen. 
Die 

L
ö
s
u
n
g
 der G

l
e
i
c
h
u
n
g
e
n
 
in Zahlen, 

d
.
h
.
 

n
a
c
h
 griechischen Begriffen in rationalen Zahlen, ist nicht i

m
m
e
r
 möglich, u

n
d
 m
i
t
 einer 

nur genäherten L
ö
s
u
n
g
 h
a
b
e
n
 die Griechen sich nicht begnügen wollen. Die geometri- 

s
c
h
e
 
L
ö
s
u
n
g
 a
b
e
r
 ist e

x
a
k
t
 u
n
d
 
allgemein, 

u
n
d
 die g

e
o
m
e
t
r
i
s
c
h
e
 
A
l
g
e
b
r
a
 läßt sich auf 

beliebige, 
a
u
c
h
 
irrationale 

S
t
r
e
c
k
e
n
 
a
n
w
e
n
d
e
n
.
“
 
(Die 

A
r
i
t
h
m
e
t
i
k
 
der 

P
y
t
h
a
g
o
r
e
e
r
,
 
in: 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
 
A
n
n
a
l
e
n
 
120, 

1
9
4
7
/
1
9
4
8
,
 
W
i
e
d
e
r
n
b
d
r
u
c
k
 
in: 

Z
u
r
 
G
e
s
c
h
i
c
h
t
e
 
der 

grie- 

c
h
i
s
c
h
e
n
 M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
,
 S
a
m
m
e
l
b
d
.
,
 hrsg. 

v
o
n
 O. B

e
c
k
e
r
,
 D
a
r
m
s
t
a
d
t
 
1965, 207). 

E
u
k
l
.
 
Stoich. 

2, 
1. 

K
u
k
l
e
i
d
e
s
 
v
o
n
 
A
l
e
x
a
n
d
r
i
a
,
 
D
i
e
 
E
l
e
m
e
n
t
e
,
 
Teil 

i 
(
B
u
c
h
 
1
-
3
}
 
n
a
c
h
 

H
e
i
b
e
r
g
s
 T
e
x
t
 übersetzt 

u. hrag. v
o
n
 CI, T

h
a
e
r
 (
O
s
t
w
a
l
d
s
 Klussiker 235) Leipzig 1933, 34, 

K
u
k
l
.
 S
t
o
i
c
h
.
 2, 2. 

N
e
g
a
t
i
v
e
 
L
ö
s
u
n
g
e
n
 
s
c
h
e
i
d
e
n
 
v
o
n
 
v
o
r
n
h
e
r
e
i
n
 
«us, d

a
 d
o
r
 
Begriff d

e
r
 
n
e
g
a
t
i
v
e
n
 Z
a
h
l
 
in 

d
e
r
 griechischen 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 völlig u

n
b
e
k
a
n
n
t
 war. 

E
u
k
l
.
 Stoich. 2, 

11. 
E
u
k
l
e
i
d
e
s
 v
o
n
 A
l
e
x
a
n
d
r
i
a
,
 D
i
e
 
E
l
e
m
e
n
t
e
,
 Teil 

1 
(
B
u
c
h
 
1
-
3
)
,
 
über- 

s
e
t
z
t
 
u. 

h
r
a
g
.
 
v
o
n
 Cl. 

T
h
a
e
r
,
 
4
1
.
 

O
.
 
N
e
u
g
e
b
a
u
e
r
,
 
V
o
r
g
r
i
e
c
h
i
s
c
h
e
 
M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
,
 
B
e
r
l
i
n
 
1
9
3
4
.
 

B. 
L
.
 
v
a
n
 
d
e
r
 
W
a
e
r
d
e
n
,
 
D
i
e
 A
r
i
t
h
m
e
t
i
k
 
d
e
r
 
P
y
t
h
a
g
o
r
e
e
r
,
 
2
0
7
.
 

S
o
 
heißt 

die 
A
u
f
g
a
b
e
 
9
 
v
o
n
 
B
u
c
h
 
6: 

„
A
n
 
eine 

g
e
g
e
b
e
n
e
 
S
t
r
e
c
k
e
 ein 

einer 
g
e
g
e
b
e
n
e
n
 

geradlinigen 
F
i
g
u
r
 
gleiches 

P
a
r
a
l
l
e
l
o
g
r
a
m
m
 
ao 

anzulegen, 
d
a
ß
 
ein 

e
i
n
e
m
 
g
e
g
e
b
e
n
e
n
 

ä
h
n
l
i
c
h
e
s
 
P
a
r
a
l
l
e
l
o
g
r
a
m
m
 
ü
b
e
r
s
c
h
i
e
ß
t
.
“
 
E
u
k
l
.
 
S
t
o
i
c
h
.
 
6, 

2
9
.
 
E
u
k
l
e
i
d
e
s
 v
o
n
 
A
l
e
x
a
n
d
r
i
a
,
 

D
i
e
 
E
l
e
m
e
n
t
e
,
 
Teil 

2 
(
B
u
c
h
 4
—
6
)
,
 übersetzt u. hrag. v

o
n
 CI. T

h
a
e
r
 
(
O
s
t
w
u
l
d
s
 
Klassiker 

236) 62. 
H
i
e
r
 

sei 
i
n
s
b
e
s
o
n
d
e
r
e
 
a
u
c
h
 
auf 

die 
interessanten, 

t
e
m
p
e
r
a
m
e
n
t
v
o
l
l
 
v
o
r
g
e
t
r
a
g
e
n
e
n
 

A
n
s
i
c
h
t
e
n
 
v
o
n
 
A. S

z
a
b
ó
 z
u
 d
e
n
 L
e
i
s
t
u
n
g
e
n
 v
o
n
 T
h
e
o
d
o
r
o
s
 v
o
n
 K
y
r
e
n
e
 u
n
d
 T
h
e
a
i
t
e
t
o
s
 

v
e
r
w
i
e
s
e
n
,
 
die 

in 
einigen 

P
u
n
k
t
e
n
 
j
e
d
o
c
h
 
v
o
n
 
w
e
i
t
g
e
h
e
n
d
 
a
n
e
r
k
a
n
n
t
e
n
 
A
n
s
i
c
h
t
e
n
 
ab- 

w
e
i
c
h
e
n
.
 E
i
n
e
 z
u
s
a
m
m
e
n
f
a
s
s
e
n
d
e
 D
a
r
s
t
e
l
l
u
n
g
 g
a
b
 A. S

z
a
b
ó
 in s

e
i
n
e
m
 1
9
6
9
 (
M
ü
n
c
h
e
n
 
—
 

W
i
e
n
)
 e
r
s
c
h
i
e
n
e
n
e
n
 B
u
c
h
 „
A
n
f
ä
n
g
e
 der griechischen M

a
t
h
e
m
a
t
i
k
“
.
 

Plat. Theait. 
1
7
7
d
,
 ü
b
e
r
s
e
t
z
t
 v
o
n
 
K
.
 
Preisendanz. 

D
a
s
 
kritische W

o
r
t
 
des 

Originaltextes, 
d
a
s
 
z
u
 
v
e
r
s
c
h
i
e
d
e
n
e
n
 
Interpretationen 

führte, 

ist 
d
a
s
 W
o
r
t
 Sivautg. 

H
e
u
t
e
 
k
a
n
n
,
 n
a
c
h
 
der z

w
i
n
g
e
n
d
e
n
 
B
e
w
e
i
s
f
ü
h
r
u
n
g
 v
o
n
 
A. S

z
a
b
ó
,
 

als 
gesichert 

gelten, 
d
a
ß
 
die 

Ü
b
e
r
s
e
t
z
u
n
g
 
d
u
r
c
h
 
Q
u
a
d
r
a
t
,
 
statt. 

d
u
r
c
h
 
Q
u
a
d
r
a
t
s
ä
t
z
e
,
 

d
e
m
 g
e
g
e
b
e
n
e
n
 S
a
c
h
v
e
r
h
a
l
t
 entspricht. 

H
.
 
J. 

A
n
d
e
r
h
u
b
,
 
J
o
c
o
-
S
e
r
i
a
,
 
A
u
s
 
d
e
n
 
P
a
p
i
e
r
e
n
 
e
i
n
e
s
 
r
e
i
s
e
n
d
e
n
 
K
a
u
f
m
a
n
n
e
s
,
 
A
u
s
g
a
b
e
 

d
e
r
 K
a
l
l
e
-
W
e
r
k
e
,
 W
i
e
s
b
a
d
e
n
 
1941. 

B. 
L. 

v. d. W
a
e
r
d
e
n
,
 
E
r
w
a
c
h
e
n
d
e
 Wissenschaft, 

B
a
s
e
l
—
 Stuttgart 19667, 

2
3
8
—
 240. 

Plat. T
h
e
a
i
t
.
 
1
4
7
d
—
 1
4
8
b
,
 
ü
b
e
r
s
e
t
z
t
 v. 

K
.
 
P
r
e
i
s
e
n
d
u
n
z
.
 

V
a
n
 
d
e
r
 W
a
e
r
d
e
n
 
s
c
h
r
e
i
b
t
 s
o
g
a
r
:
 
„
D
u
s
 g
a
n
z
e
 z
e
h
n
t
e
 
B
u
c
h
 ist a

l
s
o
 d
a
s
 W
e
r
k
 d
e
s
 T
h
e
a
i
-
 

t
e
t
o
s
.
”
 
B
.
 
L
.
 
v. 

d. 
W
a
e
r
d
e
n
,
 
E
r
w
u
c
h
e
n
d
e
 W
i
s
s
e
n
s
c
h
a
f
t
,
 
2
8
2
.
 

E
u
k
t
.
 S
t
o
i
c
h
.
 
1
0
 or. 

t
—
2
.
 
E
u
k
l
e
i
d
e
s
 
v
o
n
 A
l
e
x
a
n
d
r
i
a
,
 D
i
e
 E
l
e
m
e
n
t
e
 10, 

ü
b
e
r
s
e
t
z
t
 u. 

hrsg. 

v
o
n
 Cl. T

h
a
e
r
 (
O
s
t
w
a
l
d
s
 Klassiker 241) 

Leipzig 
1936, 

1. 

E
u
k
l
.
 Stoich. 

10, 2.



1
8
9
4
 

H
a
n
s
 W
u
ß
i
n
g
 

41 

4
2
 

4
3
 

4
7
 

4
8
 

4
9
 

5
0
 

51 

5
2
 E
u
k
l
.
 
S
t
o
i
c
h
.
 
10, 

5. 

Eukl. Stoich. 
10, 6. 

H
i
e
r
 
lautete 

d
e
r
 
H
a
u
p
t
s
a
t
z
 
u
n
d
 
seine 

U
m
k
e
h
r
u
n
g
 
f
o
l
g
e
n
d
e
r
m
a
ß
e
n
:
 
„
D
i
e
 
Q
u
a
d
r
a
t
e
 

ü
b
e
r
 linear k

o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
n
 S
t
r
e
c
k
e
n
 h
a
b
e
n
 z
u
e
i
n
a
n
d
e
r
 ein Verhältnis w

i
e
 eine Q

u
a
d
r
a
t
-
 

z
u
h
l
 z
u
 e
i
n
e
r
 Q
u
a
d
r
a
t
z
a
h
l
;
 u
n
d
 v
o
n
 Q
u
a
d
r
a
t
e
n
,
 d
i
e
 z
u
e
i
n
a
n
d
e
r
 e
i
n
 V
e
r
h
ä
l
t
n
i
s
 h
a
b
e
n
 w
i
e
 

e
i
n
e
 
Q
u
o
d
r
a
t
z
a
h
l
 
z
u
 
e
i
n
e
r
 Q
u
a
d
r
a
t
z
a
h
]
,
 
m
ü
s
s
e
n
 
a
u
c
h
 
d
i
e
 
S
e
i
t
e
n
 
l
i
n
o
u
r
 
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
e
l
 

sein; 
dio Q

u
a
d
r
a
t
e
 
ü
b
e
r
 
linear 

i
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
l
e
n
 
S
t
r
e
c
k
e
n
 
h
i
n
g
e
g
e
n
 
h
a
b
e
n
 
kein 

V
e
r
-
 

h
ä
l
t
n
i
s
 z
u
e
i
n
a
n
d
e
r
 w
i
e
 e
i
n
e
 Q
u
a
d
r
a
t
z
u
h
l
 
z
u
 e
i
n
e
r
 Q
u
a
d
r
a
t
z
a
h
l
;
 
u
n
d
 v
o
n
 Q
u
a
d
r
a
t
e
n
,
 
d
i
e
 

k
e
i
n
 
V
e
r
h
ä
l
t
n
i
s
 
w
i
e
 
e
i
n
e
 
Q
u
a
d
r
a
t
z
a
h
l
 
z
u
 
e
i
n
e
r
 Q
u
a
d
r
a
t
z
a
h
l
 
z
u
e
i
n
a
n
d
e
r
 
h
a
b
e
n
,
 
k
ö
n
n
e
n
 

a
u
c
h
 die Seiten nicht linear k

o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
e
l
 sein.“ K

u
k
l
.
 Stoich. 

10, 9. 

K
u
k
l
.
 Stoich, 

10 or. 3. 

Cl. T
h
a
e
r
,
 
Eukleides v

o
n
 Alexandria, 

105. 

Beispielsweise: E
i
n
e
 m
e
d
i
a
l
e
 F
l
ä
c
h
e
 ist die F

l
ä
c
h
e
 eines R

e
c
h
t
e
c
k
e
s
 ab, d

e
s
s
e
n
 Seiten a

 

u
n
d
 
è
 
r
a
t
i
o
n
a
l
,
 
a
b
e
r
 
u
n
t
e
r
e
i
n
a
n
d
e
r
 
i
n
k
o
m
m
e
n
s
u
r
a
b
e
l
 
s
i
n
d
.
 
M
o
d
e
r
n
:
 
e
i
n
e
 
F
l
ä
c
h
e
 
yr. 

w
o
 r 

eine rationale Z
a
h
l
 ist. E

i
n
e
 Strecke, d

e
r
e
n
 Q
u
a
d
r
a
t
 cino m

e
d
i
a
l
e
 
F
l
ä
c
h
e
 ist, heißt 

4
 

m
e
d
i
a
l
e
 
Strecke. 

M
o
d
e
r
n
:
 
eine Strecke 

y
r
.
 

Plutarch 
berichtet 

i
m
 
ersten 

Jahrhundert 
u. Z.: 

„
E
u
d
o
x
o
s
 
u
n
d
 
Archytas 

w
a
r
e
n
 
dic 

ersten 
gewesen, 

welche 
diese 

eben 
so 

beliebt, 
als 

b
e
r
ü
h
m
t
 
gewordene 

M
e
c
h
a
n
i
k
 
auf- 

brachten, i
n
d
e
m
 sie dadurch ihrer abstrakten M

a
t
h
e
m
a
t
i
k
 eine niedliche Ornamentie- 

rung gaben. 
Problemen, 

bei denen sich nicht leicht eine 
N
a
c
h
w
e
i
s
u
n
g
 durch Wissen- 

schaft o
d
e
r
 Z
e
i
c
h
n
u
n
g
 g
e
b
e
n
 lieB, 

w
u
r
d
e
 v
o
n
 i
h
n
e
n
 d
u
r
c
h
 
m
e
c
h
a
n
i
s
c
h
e
 V
e
r
s
i
n
n
l
i
c
h
u
n
g
 

n
a
c
h
g
e
h
o
l
f
e
n
 …
 
A
b
e
r
 P
l
a
t
o
n
 
eiferte 

n
u
n
 
m
i
t
 g
r
o
ß
e
m
 U
n
w
i
l
l
e
n
 
g
e
g
e
n
 
sie, 

weil 
sie 

d
e
n
 

V
o
r
z
u
g
 d
e
r
 M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 vernichteten u

n
d
 v
e
r
d
e
r
b
t
e
n
,
 sofern diege jetzt a

u
s
 d
e
m
 G
e
b
i
e
t
e
 

d
e
s
 
U
n
k
é
r
p
e
r
l
i
c
h
e
n
,
 
Geistigen 

in 
d
a
s
 
der 

S
i
n
n
e
n
w
e
l
t
 
entlaufe, 

u
n
d
 sich 

leider 
aufs 

n
e
u
e
 
m
i
t
 
K
ö
r
p
e
r
n
 
a
b
g
e
b
e
n
 
m
ü
s
s
e
,
 
die a

n
 sich s

c
h
o
n
 so 

viele 
lästige 

H
a
n
d
w
e
r
k
s
a
r
b
e
i
t
 

erforderten. S
o
 fiel d

e
n
n
 die M

e
c
h
a
n
i
k
 aufs e

n
t
s
c
h
i
e
d
e
n
s
t
e
 w
i
e
d
e
r
 v
o
n
 der M

a
t
h
e
m
a
t
i
k
 

aus.“ 
Plout. M

a
r
k
.
 
14, 9

—
1
1
.
 

E
u
k
l
.
 Stoich. 7 or. 21. 

E
u
k
l
.
 Stoich. 5 or. 5. 

E
u
k
t
.
 Stoich. 5

 or. 3
—
4
.
 
G
e
n
a
u
g
e
n
o
m
m
e
n
 
liegt 

d
i
e
s
e
m
 A
x
i
o
m
 
u
n
d
 d
e
n
 
v
o
n
 
E
u
d
o
x
o
s
 

aufgestellten Definitionen ein anderes A
x
i
o
m
 zugrunde, das in späterer Zeit v

o
n
 Archi- 

m
e
d
e
s
 
(der 

v
o
n
 
e
i
n
e
m
 
Postulat 

spricht) 
in 

seiner 
A
b
h
a
n
d
l
u
n
g
 
[lepl 

tig 
o
p
a
l
p
a
s
 
nal 

x
u
A
l
v
ô
p
o
u
 
i, 

5
 
u
n
t
e
r
 
B
e
r
u
f
u
n
g
 
a
u
f
 E
u
d
o
x
o
s
 e
x
p
l
i
z
i
t
e
 s
o
 f
o
r
m
u
l
i
e
r
t
 w
u
r
d
e
:
 
„
D
i
e
 g
r
ö
ß
e
r
e
 

v
o
n
 z
w
e
i
 g
e
g
e
b
e
n
e
n
 G
r
ö
ß
e
n
,
 sei es Linie, F

l
ä
c
h
e
 o
d
e
r
 K
ö
r
p
e
r
,
 ü
b
e
r
r
a
g
t
 die kleinere u

m
 

eine Differenz, 
die, g

e
n
ü
g
e
n
d
 oft 

vervielfacht, jede der beiden g
e
g
e
b
e
n
e
n
 G
r
ö
ß
e
n
 über- 

trifft. (
Ü
b
e
r
s
e
t
z
u
n
g
 
v
o
n
 A. C

z
w
a
l
i
n
a
)
 
—
 D
i
e
s
 ist, 

allerdings in g
e
o
m
e
t
r
i
s
c
h
e
r
 Gestalt, 

g
e
n
a
u
 d
a
s
 
h
e
u
t
e
 d
e
r
 
B
e
g
r
ü
n
d
u
n
g
 d
e
r
 T
h
e
o
r
i
e
 d
e
r
 irrationalen Z

a
h
l
e
n
 z
u
g
r
u
n
d
e
 gelegte 

A
x
i
o
m
 v
o
n
 A
r
c
h
i
m
e
d
e
s
-
E
u
d
o
x
o
s
,
 

Eukl. Stoich. 6, 22. 

B
e
i
 
Aristoteles 

erhält 
allerdings 

d
e
r
 G
r
ö
ß
e
n
b
e
g
r
i
f
f
 
n
o
c
h
 eine g

a
n
z
 
andere, 

nicht aus- 

schließlich 
m
a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
 
Interpretation. 

A
u
s
 
m
e
h
r
e
r
e
n
 
Aristoteles-Stellen 

g
e
h
t
 
dien 

d
e
u
t
l
i
c
h
 h
e
r
v
o
r
.
 
S
o
 s
c
h
r
e
i
b
t
 e
r
 (
A
n
a
l
.
 
h
y
s
t
.
 
7
5
b
 4): 

„
E
i
n
 
a
r
i
t
h
m
e
t
i
s
c
h
e
r
 B
e
w
e
i
s
 ist n

i
c
h
t
 

a
n
w
e
n
d
b
a
r
 auf G

r
ö
ß
e
n
,
 sofern diese G

r
ö
ß
e
n
 nicht Z

a
h
l
e
n
 sind.“ D

e
r
 S
a
t
z
 (Eukl. Stoich. 

7, 
13) ü

b
e
r
 die V

e
r
t
a
u
s
c
h
u
n
g
 der Mittelglieder einer P

r
o
p
o
r
t
i
o
n
 w
u
r
d
e
 n
a
c
h
 Aristoteles 

(Anal. 
hyst. 

7
4
a
 
17) 

früher, 
d. h. v

o
r
 E
u
d
o
x
o
s
,
 g
e
t
r
e
n
n
t
 b
e
w
i
e
s
e
n
 für Z

a
h
l
e
n
,
 Strecken, 

K
ö
r
p
e
r
 
u
n
d
 Zeiten; 

n
a
c
h
 
der 

Aufstellung 
des 

a
l
l
g
e
m
e
i
n
e
n
 
G
r
ö
ß
e
n
b
e
g
r
i
f
f
e
s
 
a
b
e
r
 h
ä
t
t
e
 

d
e
r
 
S
a
t
z
 
a
l
l
g
e
m
e
i
n
 
b
e
w
i
e
s
e
n
 
w
e
r
d
e
n
 
k
ö
n
n
e
n
.
 
O
f
f
e
n
b
a
r
 
ist 

d
a
m
i
t
 
E
u
k
l
.
 
Stoich. 

5, 
16 

gemeint. Dieser B
e
h
a
u
p
t
u
n
g
 widerspricht die auf d

e
n
 ersten Blick gegenteilig 

w
i
r
k
e
n
d
e
 

5
4
 

Z
u
r
 G
r
u
n
d
l
a
g
e
n
k
r
i
s
i
s
 der griechischen 

M
a
t
h
e
m
a
t
i
k
 

1
8
9
5
 

T
a
t
a
a
c
h
e
 
n
i
c
h
t
,
 
d
a
ß
 
d
i
e
 
S
ä
t
z
e
 K
u
k
l
.
 S
t
o
i
e
h
.
 7, 

1
1
-
1
4
 F
ü
r
 Z
u
h
l
e
n
 
n
e
u
 
b
e
w
i
e
s
e
n
 
w
o
r
d
e
n
 

o
b
w
o
h
l
 
die 

e
n
t
a
p
r
e
c
h
e
n
d
e
n
 
S
ä
t
z
e
 
in 

E
a
k
l
 
Stoich. 

5 
für 

G
r
ö
ß
e
n
 
allg

emei
n 

b
e
w
i
e
s
e
n
 

w
e
r
d
e
n
.
 
D
i
e
 
E
r
k
l
ä
r
u
n
g
 
ist 

einfach: 
K
u
k
l
e
i
d
e
s
 
h
a
t
 
in 

B
u
c
h
 
7 

die 
ältere 

Definition 
der 

P
r
o
p
o
r
t
i
o
n
 beibehalten, u

m
 d
e
n
 i
h
m
 überlieferten geschlossenen A

u
f
b
a
u
 d
e
r
Z
a
h
l
e
n
t
h
e
o
r
i
e
 

nicht z
u
 
zerstören, 

Vgl. 
d
a
z
u
 
a
u
c
h
 
B. 

L. 
v. 

d. 
W
a
e
r
d
e
n
,
 
Die 

A
r
i
t
h
m
e
t
i
k
 
d
e
r
 
P
y
t
h
a
g
o
-
 

r
o
e
r
,
 
2
1
8
,
 

A
u
f
 die philosophische D

i
s
k
u
s
s
i
o
n
 ü
b
e
r
 d
a
s
 
U
n
e
n
d
l
i
c
h
e
 —
 
v
o
n
 Z
e
n
o
n
 
bis Aristoteles 

—
 

b
r
a
u
c
h
t
 i
m
 hier u

n
t
e
r
s
u
c
h
t
e
n
 Z
u
s
a
m
m
e
n
h
a
n
g
 nicht e

i
n
g
e
g
a
n
g
e
n
 zu 

w
e
r
d
e
n
,
 
d
a
 sie n

u
r
 

indirokt z
u
r
 
B
e
w
ä
l
t
i
g
u
n
g
 d
e
r
 
m
a
t
h
e
m
a
t
i
s
c
h
e
n
 G
r
u
n
d
l
a
g
e
n
k
r
i
s
e
 beigotragen hat. 

E
i
n
e
 strenge T

h
e
o
r
i
e
 d
e
r
 Irrationulzahlen 

ist e
n
g
 
m
i
t
 der 

B
e
w
ä
l
t
i
g
u
n
g
 des 

m
a
t
h
o
m
a
t
i
-
 

s
c
h
e
n
 
U
n
e
n
d
l
i
c
h
 d
u
r
c
h
 die e

n
t
s
t
e
h
e
n
d
e
 
M
e
n
g
e
a
l
e
h
r
e
 v
e
r
b
u
n
d
e
n
 u
n
d
 k
o
n
n
t
e
 d
a
h
e
r
 erst 

a
m
 
A
u
s
g
a
n
g
 
d
e
s
 
19. Jh, 

aufgestellt 
w
e
r
d
e
n
;
 
sie 

k
n
ü
p
f
t
 sich 

a
n
 
die 

N
a
m
e
n
 
U. 

C
a
n
t
o
r
 

(
1
8
4
5
—
 1918), 

R
.
 D
e
d
e
k
i
n
d
 (
1
8
3
1
 

— 1916), C
h
.
 
M
é
r
a
y
 (
1
8
3
5
—
 
1911). 

I
N
N
 

E
L
L
E
 W
y
 
D
e
r
 
P
O
L
E
N
S
 

\
x
/
 

1
2
3
 

W
e
l
s
k
o
p
f
,
 B
d
.
 4


